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Définitions - Extensions de corps

Conjecture de ———
Schanuel et Définition
Algebre
différentielle

Soit K un corps. On dit que que /K est une extension du corps K
si L est un corps et que K C L.

Une extension de corps /K est dites algébrique si tous les éléments
de L sont algébriques dans K.

Par exemple, C/R, Q[v/2]/Q sont des extensions de corps.

Définition

Le degré d’une extension de corps /K est la dimension de L en
tant que K-espavce vectoriel. On la note [L : K].

Par exemple, comme C = R @ /R, le degré de |'extension C/R est
[C: R] = 2. En particulier, C/R est une extension algébrique.

Définition

La fermeture algébrique de K dans LL est I'ensemble des élements
de LL algébrique dans K.
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Base et dégré de transcendance

Définition
On dit que xq, - - , x, € L sont algébriquement indépendant sur K
si pour tout polyndme P € K[ty, -, t5], on a P(x1,- -+, Xs) # 0.

Définition
On dit que xq,- -, x, € L est une base de transcendance si les

éléments sont algébriquements indépendant et K(xg,- - ,x,) = L.
On note dimg I = n sont degré de transcendance.

A\

Le degré est indépendant de la base choisie. Prenons un exemple :

dimg Q(7, 7v2) = 1.



Définitions - Module sur un anneau

Conjecture de
Schanuel et
Algebre
différentielle

Killian Le

Définition

Soit A un anneau (unitaire). Un A-module (M, +,.) est la donnée
d'un ensemble M, d'une loi de composition interne + sur M faisant

de (M, +) un groupe abélien et d'une loi de composition externe .
telle que :

(i) Yae A, Y(x,y) e M, a(x+y)=ax+ay,
(i) Y(a,b) € A, Vx € M, (a+ b).x = a.x+ b.y,
(iii) Vx € M, 1.x = x.

Un module est 3 un anneau ce qu'un espace vectoriel est a un corps.
Par exemple, Z[i] est un Z-module. Plus généralement, tout groupe
abélien est un Z-module.
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Algebre différentielle

Définitions - Algebre différentielle (1)

Définition

0 est une dérivée de IL dans un LL-espace vectoriel € si :

Vx,y €L, O(x+y) =09(x)+ 9(y) et I(xy) = xI(y) + yI(x)

Si K C L, on dit que c'est une K-dérivée si pour \ € K,
9(Ax) = N(x).

On note Der(A, B) I'ensemble des dérivations de A dans B et
Derk (A, B) I'ensemble des K-dérivations de A dans B.

Définition

Soit s, t € I avec s non nul. On dit que,
(i) t est un logarithme si dt = ds/s.
(ii) s est une exponentielle si ds = s - dt.

Si L ={x €L, dx/x} est un Z-module.
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Al e Soit A est une K-algebre, B un A-module. Il existe un A-module
Qa/x et une dérivée 0 € Derg (A, Q4/k) tel que pour tout

d € Derg(A, B), il existe une unique application A-linéaire de f tel

que fod=d.

La plus part du temps B = A.

Algebre différentielle

Définition

Si d € DergA, alors on considére I'unique application K-linéaire dans
(Qu/x, 0) tel que pour tout x,y € L:

d(x0y) = dxdy + x0(dy)

appelée la dérivée étendue.

Ceci n'est pas une dérivée !
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Tous les corps sont considérés de caractéristique 0.

Conjecture (de Schanuel, (S))

Soient yy, ..., yn € C, Q-linéairement indépendants sur . Alors,

dimg Q(y1, ..., Yn, €%, ..., €") > n
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dimg Q(y1, ..y Yn, €%, ..., €") > n

(SF) Soit y1, ..., ¥a € C[[X]] sans termes constants et linéairement
indépendantes sur Q. Alors,

dimeey C(£)(y1, s Yo, €%, ., €") > 1

(X)(Ax) Soit y1,..., ¥ € C[[t1, ..., tm]]. Si les y; sont linéairements
indépendants sur Q, alors

. dyi
dimg Q(y1, ..., Yn, €71, ..., ") > n+rg<—8};)
1/ 1<i<n1<j<m
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Soit K O C D Q une suite d’extension de corps et A un ensemble de
dérivée sur K vérifiant ﬂ Ker(D) = C.
DeA
Soient y1, ..., Yn, 21, ..., Zn € K*. si les propriétés (a) et (b) ou (a) et
(b’) sont vérifiées avec:
(a) VD € A,Yi € {1,..,n}, D(y;) = D(z))/2
(b) Aucun produit non trivial de puissance de (z;)i1<i<n, n'est dans C

(b’) Les (yi)i<i<n sont Q linéairement indépendant modulo C.

Alors,

dime C(y1,s ooy Yo 21, -y Zn) = n+18(D(yi))1<i<n,Den




Théorémes de Ax - Théoreme Il et Il

Conjecture de
Schanuel et
Algebre
différentielle

Ki

Théoreme (I1)

La conjecture (X )(Ax) est vraie si les (y;) sont sans termes
constants. C'est-a-dire, si les (y; — yi(0)) sont linéairement
indépendants sur Q.

Théoréme (111
(S) = (X)(Ax).

Ce dernier théoréme est le centre de cette lecture.
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Lemme | + Lemme Il 4+ Lemme [l = Théoréme I.
Théoréme | = Théoréme Il et Théoréme Ill.
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C C K C L une suite d'extension de corps, (., 0) le LL-espace
vectoriel défini en amont. On note F = Vect,0K. Alors on a:

dimc K (degré de transcendance) = dimy, F (dimension)
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VT Si x1,- -+, X, € L algébriquement dépendant sur C. Alors il existe
Pe Clty, -+ ,ty] tel que P(xy, -+ ,x,) =0. Alors

Z a_P_(Xla X)X =0
1

Avec g—Z(Xh <, Xp) # 0.
Si xq, -+ ,Xm base de trascendance. On pose D; € DerkL tel que
Di(x;) = dj5. Alors, avec > X;jdx; = 0, on a

D Aifi(0x) ZAD(XJ =X =0



Lemme |l

Conjecture de
Algbre

cifentele Soient C C K C L une suite d'extension de corps et A C Der(LL)
avec ﬂ KerD = C et pour D € A on a D(K) C K.

Dea
On note A I'ensemble des dérivées prolongées sur Qy, ket
(= ﬂ KerD C Qp k- On constate que C est un C-espace

DeA
vectoriel. Posons I'application bilinéaire

b : Lx E — Q]L/K
(x,w) = b(x,w)=xw

Alors on peut associé b a I'application 3 : L ®c C — Qu/x par
propriété universelle du tenseur.
Le lemme affirme que alors [3 est injective.

Dans le cadre de cette présentation, on admettra ce résultat.
Lemme I Pour le démontrer, raisonner par |'absurde.
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Soient Q C K C L une suite d'extension de corps
On considére 0 € Derg (L, Qp /x), OL/L le Z-module
{0x/x,x € L*}, I'application bilinaire produit de K x 0L /L dans
Qp/x et L le K-sous-espace vectoriel de Sy jx. On pose alors
'application

v : K@z JL/L — Q]L/]K/B]L

Le lemme affirme que ~y est injective.
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K C L avec K algébriquement fermé dans L et W = {C C
L sous-corps algébriquement fermé dans L |K C C,dim¢(L) = 1}.

Alors :
] c=K
cew

Killian Le

Demonstration :

On suppose K algébriquement fermé et xi,--- ,x, € K
Q-linéairement indépendant. On vérifie selon le degré de
transcendance m. Si m = 0, c’est trivial. Si m = 1, on identifie

L ~ K(t) et on pose v, et u, respectivement I'ordre en p € K d'un
polynéme et son résidu en p pour se servir de I'hypothése sur les
X1, -+ , X, €t conclure. Dans le cas général, on utilise la proposition
pour se ramener au cas précédent.
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Théoreme | - Rappel

Théoreme (1)

Soit L. O C D Q une suite d’extension de corps et A un ensemble de
dérivée sur L vérifiant ﬂ Ker(D) = C.

DeA
Soient yi, ..., Yn, Z1, ..., 2o € L*. si les propriétés (a) et (b) ou (a) et
(b’) sont vérifiées avec:
(a) VD e A Vi e {1,...,n},D(y;) = D(z;)/z

(b) Aucun produit non trivial de puissance de (z;)i<ij<n n'est dans C

(b’) Les (yi)i<i<n sont Q linéairement indépendant modulo C.
Alors,

dime C(y1,s ooy Yo 21, -y Zn) = n+18(D(Yi))1<i<n,Den

On rappele I'énoncée.
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Proposition

Siw =0y —0z/z € Q ¢, alors dw = d(dy — dz/z).

Demonstration :
On a d(0z/z) = —(dz/z%)0z + (1/2)9(dz).
Et 0(dz/z) = —(0z/2z?)dz + (1/2)0(dz).

Proposition

Avec r = rg(Dy;)i<i<npen, on peut ramener A a {Dy,--- ,D,} U A,
tel que pour y1,...,yr, on ait Di(y;) = d; et pour D € D, D(y;)) =0

/\
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Kilian L On suppose m =dime C(y1,- -+ ,¥ny 21, "+ s 2Zn) < n+r, alors
par lemme 1 dim 0K < n+r.

On pose w; = dy; — 0z;/z; avec i = 1,--- , n. Alors

W1, W, dyr, -+, Oy, lié et pour (ak) et (A;) non tous nuls :

Zakwk + ZA/y/ =0
k=1 1=1

On a Dwy = Dy, = 0; par le lemme 2, on peut prendre ay et ),
dans C
si a # 0, alors on quotiente dans JL et on a

Z akazk/zk = 6

k=1

Donc 0z /zy liée dans Z par lemme 3 ce qui contredit
I'hypothése (b).
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Z Ay =0
=1

Si on pose f; I'application linéaire associée a D;, on obtient
A; = 0 ce qui conclut tous les coefficients nuls, ce qui est
absurde.

Supposons (a) et (b"). Par I'absurde, supposons (b) faux.
Alors z = [[,_; zN« € C. Ainsi pour D € A:

0=Dz/z= Z NiDzi/zc = D(Z Nkyk)
k=1 k=1

Ce qui contredit (b").
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Demonstration :
Ici, C = C, L = Frac(C[[t1, - , tm]]), A (at Ji<i<n €t z; = exp y;.
Par hypothese les (y; — y;(0)) sont Q- linéairement indépendant donc
(v7) le sont modulo C. On a (a) et (b’) donc on applique le
Théoréme |.

dimg Q(y1, ..., Yn, €, ..., €") >dimc C(y1, ..., yn, €7, ..., ")
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On suppose (S) vrai. On pose alors y1 — y1(0),- -+, ¥, — ¥»(0)
base de Vectg(yr — y1(0),- -+, ¥n — ¥a(0)).

On note i — ( ) Zk 19,k (yl y,(O))

On effectue un changement entre i = p+1,--- , n avec

Vi = Yi— > h_y aj,kYi, de sorte 3 ce que y; € C.

Onayi, -, yp Q-lindairement indépendant modulo C.

Killian L

Par Théoreme I

dy;

dimg Q(y1, ..., Yn, €, ...,€") > n+ rg(at

>1§i§n,1§j§m
On a ypi1,- - ya Q-linéairement indépendant.
Et par hypothese, dimg Q(Vp+1, -, Yn, €771, ..., €") > n—p

ce qui conclut.
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