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I Développements d’algébre

ForMES DE HANKEL [4]

I.A  Formes de Hankel (144) (148) (159) (170) (171)

Soit P € R[X] de degré n. Notons z1, . ..,x; ses racines distinctes et myq, ..., m; leur multiplicité.
Soit s = 2;1 mixf les sommes de Newton associées. Alors

o= sy XX

1<i,j<n—1

définit une forme quadratique sur C". Elle définit également une forme quadratique sur R™. On
notant (p, q) sa signature, alors le nombre de racines réelles distinctes de P est p — q.

Démonstration. Comme o est un polynéme homogéne de degré 2 sur C, on a que o définit une forme
quadratique sur C.

C’est de plus une forme quadratique sur R car s; € R.
En effet, pour toute racine x de P on a I'un des deux cas exclusifs suivants :

1. zeR;

2. sinon comme P est a coefficients réels, = et T sont toutes les deux racines de P. Alors ¥ + 7% =
2R (2F) e R.

On pose ¢y, la forme linéaire ¢, = Z?:l z'~!e¥. Donc dans la base duale de la base canonique de C™, on
a:

1 1
Z1 Tt
t—1 t—1
Ty Lt
n—1 n—1
Ty Ty

Or on reconnait dans cette matrice une matrice de Vandermonde de taille ¢. Elle est inversible car les
racines sont deux & deux distinctes.
Donc cette matrice est de rang ¢ (dans C).

On définit la forme quadratique p = Zf: » Mipr. Cette forme quadratique coincide avec o car le terme
en X;X; de p est :

¢
Z 2mkx;€+ﬂ = 251;_”4 sii#j
k=1
t . .
Z mkxzﬂ = Sitj sii=j
k=1

Ce qui correspond aux coefficients dans ¢. Or par définition de la signature, le rang de o est p + ¢. Mais
le rang est invariant par extension de corps donc p + q = t.

Il reste donc a régler la question de savoir comment les ¢ interagissent avec la signe en fonction de
Tk
On a toujours les deux cas exclusifs précédents :
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1. z € R, alors cp% est une forme quadratique réelle de signature (1,0) car ¢y est une forme linéaire non
nulle ;

2. sinon, on a que P, correspond & la forme associée a Tg, et alors ¢? + P52 = 2R(pr)? — 23 (¢ )? est
une forme quadratique réelle et comme ) # Ty, la matrice

1 1

Tk Tk

n—1 —n—1
xy Tr"

est de rang 2 pour les mémes raisons que précédemment. Donc les formes linéaires ¢y et Py sont
lindairement indépendantes; donc la forme quadratique réelle ¢? + 2 = 2R(px)% — 23(px)? est de
signature (1,1).

Au total, les racines réelles jouent toutes pour (1,0) dans la signature est les couples de racines complexes
conjuguées jouent chacun pour (1,1) dans la signature.

Finalement en notant r le nombre de racines réelles, on a :

= o+ (5150,

On en déduit ainsi r = p — q. |
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LOI DE LA RECIPROCITE QUADRATIQUE [4]

I.B Loi de la réciprocité quadratique (101) (120) (121) (123) (170) (190)

Pour tous p et ¢ nombre premiers impairs distaincts, on a :

(&) === ()

Démonstration. On calcule de deux maniéres différentes le cardinal de : X = {z = (21,...,2p) €
Fo / af+--+ap =1}
1. On fait agir Z/pZ sur X par translation. On a une action naturelle de Z/pZ sur F, par translation,
on restreint alors simplement cette action. La relation stabilisateur orbite fournit que le cardinal
d’une orbite divise le cardinal du groupe qui agit, i.e. p. Les orbites ont donc 1 élément ou p.

On s’intéresse aux orbites & 1 élément. Il y a 1+ (%) orbite(s) a 1 élément. En effet les orbites a 1

élément vérifient xq = xo = --- = x,, et pr? = 1. Or cette derniére équation a 0 solution si p n’est
pas un carré modulo ¢ et en a 2 sinon.

Alors ’équation aux classes nous donne que #X =1+ (g) mod p

2. On considére maintenant les deux matrices suivantes :

01
1 0

— O
O =

oua=(—1)P~L

Elles sont toutes deux symétriques donc représentent deux forment quadratiques sur F,. Or elles
ont méme rang et méme déterminant ( donc a fortiori méme discriminant ). Par le théoréme de
classification des forment quadratiques sur les corps finis, les deux matrices sont congruentes.

Soit alors P € GL,(F,) tel que I, = ‘PAP.
On peut alors écrire :

X={xeF, /| ‘'zx=1}
={zeF, |/ ‘'zlx=1}
={P'xeF, / ‘'z'PI,Pr=1}
={P'zeF, / ‘'zAx=1}
=P HreF, /| 'zAz=1}

Donc X est en bijection avec
{reF, |/ 'wAz=1}={z= (y1,21,92,22,- -, Yg> 2as 1) €Fy | 2(y121+-- +yaza) +at®> = 1}

N _ p—1
oud= 5=

On compte le nombre d’élément de ce dernier ensemble.
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— Si tous les y; sont nuls, alors on choisit les z; comme on veut dans F,, (il y a ¢? choix) et ’équation

a—1 p—

at?=1lal+ (%) —1+4a's = 1+ (-1)= 2 solutions.

— T'un au moins des y; est non nul (il y a ¢ — 1 choix) et on fixe ¢ (il y a ¢ choix). Alors on obtient
I’équation d’un hyperplan de Fg. Il y a donc ¢% ! choix pour les z;.
Au total, on obtient :

#X =q¢% x (1 + (,1)77) + (qd - 1) x g x gt

=g’ x (qd + (—1)%1%)

—1p—1
q D d

=@+ (-1) T T xg

3. Au total :

g—1p—1

#X =g+ (-1)7 T x g =1+ (p> mod p

Or ¢°~! =1 mod p. Et part la formule d’Euler, on a : q% = <%)

On obtient donc ainsi le résultat annoncé mais modulo p. Or comme p # 2 et que les deux membres
de I’égalité valent +1 dans Z, on peut remonter cette égalité dans Z, ce qui conclut.
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DEVISSAGE DE O(p,q) [4]

I.C Deévissage de O(p,q) (106) (155) (157) (158) (170) (171)

Soit p, g # 0. 11 existe un homéomorphisme :

O(p,q) = O(p) x O(q) x R¥

Démonstration. Soit M € O(p, q),.

1. Commengons par montrer que O(p) x O(q) est stable par transposition, on a :
MeO(p,q) & ML, /M =1,,< M, M =1,,= "M eO(p,q) ="MeO(p,q)

2. Par décomposition polaire, il existe deux matrices O € O,,(R) et S € 7T (R) telles que M = OS.
On commence par montrer que S est dans O(p,q) puis le méme résultat découlera pour O. Soit
T ='MM. Alors S? = T € %" (R) (attention de ne pas dire que .7, (R) est un groupe! On
peut justifier ’assertion précédente par le fait que les valeurs propres de 52 sont les valeurs propres
de S au carré).

Du premier point, on en déduit : T = ‘MM € O(p, q).
De plus, comme exp : .7, (R) — ., T (R) réalise un homéomorphisme il existe un unique U € .7, (R)
tel que T'=expU.

TeO(p,q) = TIp,th =lq
sexpU=T="T=1,,T"L,,=01(expU) 'L, = L, gexp(—U)I,
< expU = exp (-1, ,UL, 4)

< U="U=-1_Ul,, (exp : S, — T bijective)

< Ul +1,,U=0 (condition linéaire, elle nous servira dans la derniére partie)
U U

= EIp’q + Ip,q? =0
U U

<5 _Ipﬂzglzxq

U U U\ '
< exp (2> = exp <Ip,221p7q) =14 (exp (2>) Ip.q-

Or, on a : exp(U/2) € 7, (R)™F et exp?(U/2) = expU = Tpuis par unicité de la racine carrée :
exp(U/2) = S et par suite S € O(p, q) et aussi O € O(p, q). Enfin la décomposition polaire M =
0S — (0, 5) induit 'homéomorphisme :

O(p,q) = (O(p,q) N O(n)) x (O(p,q) N7,/ (R)).
3. Soit O € O(p, q) N O(n). On découpe O en blocs de tailles p et g.

D’une part :

tAAitBB:Ip

A C tAC —'BD =0

O_<B D>€O(p,q)© tOA—tDB =0
tCC—tDD=—Iq
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D’autre part :

"AA+'BB =1,
A C 'AC +'BD =0
O:(B D>€O(p’q)© 'CA+'DB =0

'CC +'DD =1,

En sommant bien les relations obtenues, on a ‘A4 =1, et ‘DD =1, et B et C sont nulles. On a
donc :

0t.0) o) = {( ) 4001 D€ 0@ ] =00 % 00

4. On définit L = {U € #,(R), UL, ,+1,,'U = 0}. Avec la relation établie au point 2. on obtient
I’homéomorphisme :
In(R) n L =0(p,q) n 7" (R)

té g € R)NL. Alors UL, , + I, ,'U = (

est quelconque de taille p x q.

24 0

Soit U = 0 2C

).DoncA=OetC=0etB

Finalement : O(p,q) n . T(R) =~ RP?, d’on au final ’homéomorphisme :

O(p,q) = O(p) x O(q) x R¥
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ISOMETRIES ET COLORIAGES DU CUBE ET COLORIAGES [5]

I.D Isométries et coloriages du cube et coloriages (101) (104) (105) (161)
(190) (191)

Le groupe des isométries positives du cube est

Iso" (O) ~ &,

Démonstration. L’idée ici est d’exhiber une action de groupe sous la forme d’un morphisme de groupe,
de montrer que cette action est fidéle et d’utiliser un systéme de générateurs particulier pour obtenir en
plus la surjectivité.

1. Une isométrie préserve les longueurs donc transforme une grande diagonale (plus grande longueur
dans le cube) en une grande diagonale. On note D I’ensemble des quatre grandes diagonales.

On obtient ainsi I'action de Iso™ (C) sur 'ensemble 2 = {D;, Do, D3, D4} des grandes diagonales
du cube (voir le dessin) définie par :

@ :Isot (0) — &4
g——4g1a

C’est un morphisme de groupes car les distances sont conservées. On note Dy = [A;, B;] le segment
non orienté.

A4 A3

A1 A2

B4 BS

Bl B2

2. L’action ¢ que nous venons de définir est fidéle.
Soit en effet g € ker(¢) (i.e. gjp = id), montrons que g est le neutre. Comme g fixe les grandes
diagonales alors pour i = 1,2, 3,4, g permute A; et B; 5 ou les laisse tous deux fixes.

Supposons que g laisse fixe A;. On sait que g envoie As sur Ay ou sur B. Mais comme g est
une isométrie on a aussi que g envoie Ay sur As, Ay ou By puisque g préserve la longueur A;As.
Finalement g envoie Ay sur A;. On a de méme que g fixe Ay et By. Or (Ay, Az, Ay, B1) est un
repére affine de I'espace donc g est le neutre.

Supposons maintenant que g envoie A; sur By, alors en notant s la symétrie centrale du cube, on
a que g o s envoie Ay sur A; et, d’aprés ce qui précéde g o s = id mais g et id sont deux isométries

positives et s est de déterminant —1. C’est donc absurde et ce cas est exclus.

On déduit de ce deuxiéme point que Iso™ (C') = &, (a isomorphisme prés).
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3. Pour obtenir ’égalité, il suffit de montrer qu'un systéme de générateurs de G, est réalisé par .

Soit h la rotation d’angle 7 autour de I’axe rouge passant par les milieux des arétes [A, As] et
Bs, By].
Bz, Bl Ay Az

Al AQ

B4 BS

Bl B2

Alors h : AyBs «—— AyB4 i.e. D1 «—— D5 mais laisse fixe les autres grandes diagonales. Donc
o(h) = (12).

De méme ¢ réalise (2 3) et (3 4). Or ces trois transpositions engendrent &4. Donc ¢ est surjectif et
ceci conclu la preuve de la proposition.

Soit n € N* un nombre de couleurs. Alors le nombres de maniéres différentes de colorier le cube

est : 1
2 (n6 +3n* + 1203 + 8n2)

Démonstration. Ici il va s’agir d’utiliser une bonne action de groupe puis la formule de Burnside et enfin
de compter pour trouver le résultat.

Soient I' ’ensemble des n couleurs et ® 'ensemble des faces du cube. Un coloriage du cube est une
fonction & — I'. On a donc 'action :

Isot(C) x F(@,T) — F(@,I)
g ; f = fog!

(on met g~! parce qu’on regarde la couleur par rapport a la face de départ)

On dit que deux coloriages sont identiques s’ils sont dans la méme orbite pour cette action. Trouver le
nombre coloriages (différents) c’est donc trouver le nombre d’orbites. On note Q ’ensemble des orbites.
La formule de Burnside donne :

1

= e 0]

DT #ix(g).

gelso™ (C)
Mais, soit f € F(®,T) et soit g € Iso*(C), on a :

fefix(g) & f = fog ! < f est constante sur chaque orbite de 'action (g) —~ ®
Et chacune de ces orbites peut étre coloriée de n couleurs.

A g fixé, il y a donc n?9) possibilités, o rho(g) désigne le nombre d’orbite de (g) ~ ®. Donc #fix(g) =
nP9)

Il ne reste donc plus qu’a dresser un tableau et a compter !
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Iso*(O) Nombre Dessin Nombre d’orbites

id 1 6

centres et angle +/2 3+3 /A 3
centres et angle m 3 /A 4
sommets et angle +27/3 4+4 Ver© 2

arétes et angle m 6 m 3

S =2

La justification du nombre d’orbite est laissée au lecteur (elle n’est pas compliquée mais trés géomeé-
trique et se voit bien avec les mains).
Au total, en regroupant toutes les données que l'on a exhibées, on retrouve la formule avancée. |
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AUTOMORPHISMES DIAGONALISABLES [11]

I.LE Automorphismes diagonalisables (101) (104) (106) (123) (151) (152) (190)

Soient n € N et ¢ = p” ou p est premier et r € N*. Soit DL,, (F,) '’ensemble des matrices inversibles
diagonalisables de taille n sur IF,. Ou soit &/ un [F -espace vectoriel de dimension n. La cardinal
de DL(FE) est :

pLpl= Y  EE

-1
(rehisiza 1€l [ ]1GLn, (Fy))
i=1

Démonstration. Soit E un Fy-e.v. de dimension n. On va commencer par décrire les éléments de DL(E),
puis en faisant agir GL(E) sur un ensemble en bijection avec DL(E), on déterminera le cardinal cherché.

1. Montrons que DL(E) = {ue GL(E) / ui!=u}.
On pense raisonnablement a cela car on sait que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

e Soit uw € DL(E). Comme u est diagonalisable, son polynoéme minimal est scindé simple sur F, :

P = 1_[ (X_)‘)

AeSp(u)

Comme Sp(u) < F, puisqu'il est scindé simple : s, | n (X =) =X7"' — X. Donc u?™! = w.
AeFg

e Réciproquement, si u?~! = u, alors v admet un polynéme annulateur scindé simple (X! — 1),
donc est diagonalisable.

Par le lemme des noyaux, on a donc :

E = @ ker(u— Aid).
AeFy

2. Dans tout ce qui suit, Fj désignera un sous-espace vectoriel de F.
On note :

q—1
F =3 (Er)icheqr: E=DEr ;.
k=1
Montrons que E est F ont méme cardinal. Pour cela on définit I’application suivante :

DL, (E) —» F

(2 u — (ker (U - Akid))lsk,sq—l '

e Cette application est bien définie par le lemme des noyaux.

e Elle est injective car si p(u) = ¢(v) alors YA € F¥ Va € ker(u — Nid) = ker(v — Aid, on a
u(z) = Az = v(z). Mais comme E = @ FE), on a donc u = v.

e Elle est surjective car si (Ej) € F alors on considére u tel que ujg, = Aiidg,. Alors u € DL(E)
et p(u) = (Ex)

Il en résulte que :

[DL(E)| = |F].

Et c’est ce dernier cardinal que I’on va chercher & expliciter grace a une action bien choisie.
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q—1
3. Pour ny,...,nq—1 entiers tels que Z ng = n, on note :
k=1
Finomy) = { (B)iciaqo € F k€ [1,q = 1], dim (Ey) = n |

Et on a alors que ces ensembles partitionnent F.

q—1
Soit n1,...,ne—1 entiers tels que Z ng = n. On considére I’'action suivante :
k=1

_ (N1, g—1)

u ; (Er)k = (u(Bg)),

e ¢ est bien définie car si u € GL(E) et (Ey) € Fn,,...n, ) alors E = u(E) et dim(u(Ey)) =
e Elle définit bien une action car :

*id - (Ey) = (Ex);

* (wow)- (By) = (uov(Ey)) =uo (v(Eg)) =u-(v- Ex)).
e Elle est transitive car si (Ey) € Fn,.... n, ) et (Fk) € Fn,,...n,_,), alors en considérant des bases
B = (B1,...,Bq-1), ot By, est une base de Ej, et C = (C1,...,Cq—1), ot Ci; est une base de Fy; et
u: B — C (qui est alors entiérement déterminé et bien défini car les bases ont méme cardinal) on a
clairement (F) = u((Eg)).

4. 11 ne nous reste plus qu’a étudier cette action pour conclure.

q—1
Montrons que le stabilisateur de (Ej),;.<, a pour cardinal H |GL,, (F,)|. En effet :

k=1
e on a que u € Stab ((Ek)lgkgqq) si et seulement si par définition u(Ej) € Ej, pour tout 1 < k <
q — 1. Mais pour des raisons de dimensions on a méme u € Stab ((Ek)1<k<q71> si et seulement si
u(Ey) = Ey pour tout 1 < k < ¢—1, soit si et seulement si v, € GL(Ef) pour tout 1 < k < ¢—1.
Donc Stab ((E;ﬂ)1 <h< q) est en bijection avec les matrices diagonales par blocs dont les blocs ont

pour tailles ny,...,n4—1 sont des matrices inversibles. On a donc

q—1
[Stab ((B)rcneg-1 )| = [19L0 E0)]
k=1
L’action étant transitive, I’équation aux classes (ou la relation orbite/stabilisateur) donne :

# (f(nl,..‘,nq,l)) X ‘Stab ((Ek)lékéq—l)’ = |GL(E)|

c’est-a-dire

GL,, (Fy)|
./_"7;,1,...,71,(1_1 = '
# (7 ) = T 19z, )

Et on conclut en utilisant la partition de F.
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FORME NORMALE DE SMITH |[2]

I.LF  Forme normale de Smith (122) (142) (162)

Soit (A,d) un anneau euclidien. Soient m,n € N*.

Pour tout M € M,, ,,(A), il existe P € GL,,,(A) et Q € GL,,(A) telles que :

dy (0)
M =P ds Q
0
(0)
0

avec di,--- ,ds € A tels que dy]| - - |ds, et les d; sont uniques au sens ou si

dy (0)

d
M ~ 0
(0)
0
alors t = s et d; ~4 dl.
Démonstration. 1l s’agit d’une preuve algorithmique.
Voici I’algorithme :
1. Si M = O alors renvoyer M ;
Sinon passer a 1’étape 2
2. 11 existe 1ig, jo tel que Mio,jo # 0.
Faire Cy «— C;, et Ly «<— Lj,. et passer & I’étape 3;
#0
mina
M ~ ¥
3. On effectue la division euclidienne de m; ; par mj :
Mi1 =q XmMi1+71; avec  0(r;) <0(m1q)

Faire LZ «— LL — qZ'Ll-
Si il existe ¢ > 1 tel que m; ; # 0 alors Faire Ly «— L; et retourner a 3;
Sinon passer a 4;
min
0

0
M ~
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4. On procéde de la méme maniére qu’a 1’étape précédente mais sur la premiére ligne :
mi; =¢; X M1 +7; avec  0(r;) <d(my)

Faire Oj « Oj - qjC'l.
Si il existe j > 1 tel que my ; # 0 alors Faire C; «— C); et retourner a 3;
Sinon passer 4 5;

mi1 0

0 M’

5. Si il existe (i1, 1) tel que mq 1 {m;, 5, alors Faire Cy «— C1 + C}, et retourner a 3;
Sinon retourner & 1 avec la matrice M’.

Justifions la terminaison de cet algorithme. Il y a seulement les étapes 3,4 et 5 ot 'on peut effectuer
un retour en arriére, sinon on passe toujours a 1’étape suivante.

* En 3, lors d’un retour en 3 6(mq,1) décroit strictement, or c’est un entier naturel, donc on ne peut faire
qu’un nombre fini de retour en 3 et on passe a 1’étape 4.

En 4 soit en avance en 5 soit on retourne en 3. Si on retourne en 3 alors on le fait en faisant décroitre
0(mq,1). Donc on fait qu'un nombre fini de retour en 3 pour la méme raison et on passe a 1’étape 5.

En 5, si on retourne a 3 (apreés étre retourné en 3) alors d’aprés la condition de retour il existe i tel que
0(m;1) < 6(maq,1) donc on fait un autre retour en 3 et donc d(my,1) décroit encore strictement. On ne
fait toujours qu'un nombre fini de retour en 3. On fini donc par obtenir une matrice

mi1 0

0 M’

avec mq 1| M’.

On applique alors I'algorithme a M’ (si elle existe) qui est de taille (m —1,n—1). On fait donc décroitre
strictement la taille de la matrice (le produit des deux dimensions) qui est un entier naturel donc il y
a un nombre fini de matrice sur lesquelles on travaille.

Finalement on sort de ’algorithme.

Il nous reste & démontrer I'unicité.
On note A;(M) le pged des mineurs de taille j de M.

Supposons

dy (0) &y (0)

d;

0 0

On démontre le résultat intermédiaire suivant :

SiU ~ U alors Aj(U) ~4 A;(U') pour tout j.
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Démonstration. Si U = PU’ alors les lignes de U sont des combinaisons linéaires de celles de U’. Donc
par multilinéarité du déterminant un mineur de taille j de U est combinaison linéaire de mineurs de
tailles j de U’. Donc :

A;(U) e A;(U")) Le. A (U)]A;(U).

Comme on a U’ = P7!U, on a aussi de la méme maniére A;(U)|A;(U).
Au total si U = PU’ alors A;(U) ~a A;(U").

Si U = U'Q, alors on obtient A;(U) ~4 A,;(U’) directement du premier point simplement en trans-
posant (det(U) = det( ‘U)).

Le cas général se déduit alors facilement. |

Finalement M ~ D ~ D’ entraine Aj(D) ~4 A;(D") pour tout j donc t et s sont égaux et d, ~4 d,
(regarder A;) puis par induction comme d;...d; ~a df. ..dg», on a Vi d; ~4 d et ceci conclut
I'unicité. |
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SO(3) ET LES QUATERNIONS [10]

I.G SO(3) et les quaternions (102) (103) (108) (151) (158) (161) (191)

Soit G le groupe des quaternions de norme 1. On a I'isomorphisme suivant :

G/{-1,1} = SO3(R)

On note N la norme qui est une forme quadratique réelle associée a la forme polaire ¢q1,q2 —
%(qlqé + ¢q2q7). C’est évidemment une forme quadratique non dégénérée.

G={qeH / N(g)=qg=1}=~8

Démonstration. Comme H n’est pas commutatif, I'idée est de faire agir G sur le corps des quaternions
H par automorphisme intérieur (action par conjugaison). L’idée de la preuve est de se rapprocher pas a
pas de SO(3), en commengant par aller dans O(4) puis en décomposant H pour aller dans O(3), utiliser
la connexité de S*pour étre dans SO(3) et enfin utiliser les générateurs de SO(3) pour conclure que c’est

S0(3).

1. Soit S, la conjugaison par g dans H.
Soit ge G. On a :
H — H

!

¢ — q¢q7=qdq?

C’est une application R-linéaire. Comme de plus Sz = (S,)7!, elle est bijective. Notons tout de
suite une autre relation importante Sy, 4, = Sq, © S, :

Sqwz(Q) =q1 9297 G2 = th (SQQ(q)>'
Nous avons en outre, puisque ¢ € G :

N(Sy(d)) = N(a ¢ 7) = N()N(d)N(@) = N(¢).

=1 =1

Donc S, € O(N) ~ O(4) pour tout g € G.

2. On note P ’ensemble des quaternions purs, alors H = R @N P mais par R-linéarité il vient alors
que (S;)|r = idg. Donc S, (P) = P et on désigne alors par s, le R-endomorphisme induit sur P. On
a donc s, € O(Njp) ~ O(3).

G — 0(3)
q — Sq
la premiére partie. On va utiliser le théoréme d’isomorphisme pour conclure.

3. Soit s : . C’est un morphisme de groupe par la propriété importante remarquée dans

ker(s) ={ge G / s;=id}={qe G | qeZ(G)} =GnR={+1,-1}.

Munissons maintenant O(3) de sa topologie usuelle (sous-espace de R?). En écrivant s, dans la base
(i,7,k), si on note ¢ = a + ib + jk + kd avec a,b,c,d € R*, on constate que s4(i), s4(j), s4(k) sont
des polyndomes de degré 2 en a, b, c,d. Donc s est une application polynomiale en les composantes
de g, et donc s est continue.

Il résulte de cela que detos : G — {—1,+1} est une application continue. Or G ~ S? est connexe
et la connexité est préservée par image continue et s(1) = id. Donc detos(G) = {1} et donc

S(G) = SO(3) ~ SO(P).
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4. Pour conclure il reste & montrer que s(G) contient un systéme de générateurs de SO(3) (les retour-

nements).
=N(p)=1
=
Soit p € P n G (un axe normalisé). Alors s,(p) =p pP = p. Donc s, est une rotation d’axe
p (on sait que s, € SO(3)). Mais p e P = p = —p puis p € G = p> = —pp = —1 donc

sp)% = 8,2 =s_1 = id.
p p

On a donc obtenu que s, est une rotation d’axe p et est une involution, donc est d’ordre 1 ou 2.
C’est donc 'identité ou un retournement (d’axe p).

Or si P\{0} 3 glpie. qp+pg=0ie —gp—pg=0;alors s,(q) = pgp~
pas triviale et c’est donc un retournement d’axe p.

Or ceci vaut pour tout p € P\{0}. Donc s(G) contient tous les retournements dans SO(3), mais
puisque SO(3) est engendré par les retournements, on a donc s(G) ~ SO(3).

D’ou finalement le résultat avancé en utilisant le théoréme d’isomorphisme.

!'= pgp = —q. Donc s, n’est
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REDUCTION DE FROBENIUS [9]

I.LH Réduction de Frobenius (148) (150) (151) (159)

Lemme 10: Noyaux itérés

Soit v un endomorphisme. La suite (ker(Pk (u))) . est strictement croissante puis stationnaire.

Démonstration. Soit k le premier entier tel que ker(P¥(u)) = ker(P**!(u)) (un tel cas existe car on est
en dimension finie).
Montrons par récurrence que la suite stationne a partir de ce rang.

Initialisation : pour n = 1 c’est ’hypothese
Hérédité : Soit n > 1, supposons la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire : ker(P¥(u)) = ker(P*t"(u)).
Soit z € ker(PF*"+1(y)). Alors PF*"+1(y)(x) = P*"(P(u)(z)). Donc P(u)(x) € ker(P*+"(u)) =
ker(P¥(u)) c’est-a-dire u € ker(P**1(u)) = ker(P*(u)). On a donc :

ker(P*(u))  ker(P* "1 (u)) < ker(P*(u))

et ceci conclut la preuve du lemme. |

Soit u un endomorphisme. Alors il existe x € E tel que fiy,z = fiy.

Démonstration. On écrit p, = H;:l P2* comme produit d’irréductibles distincts et on prend z; €
ker(P{* )\ ker(P{* ). On notera que x est bien défini par minimalié de . Alors en prenant z =
Ty + -+ + @y, on obtient : gy = [[1_; P* = p. [ |

Soit u € L(E). Soit z € E tel que fiyz = fu, alors B, , := {P(u)(z) / P € K[X]} (le plus petit
sous-espace stable par u contenant z) admet un supplémentaire stable

Démonstration. Notons p la dimension de E,, ;.

On pose :
e1 =69 = u(x),...,e, = uP ().
Alors (eq,...,e,) forme une base de E,, , car deg(iiy ) = deg(uy,) = p et la famille ainsi créée est stable
par u.
On compleéte (eq,...,ep) en une base (e1,...,e,) de E et on considére la base duale (ef,...,e*). On
+oo
définit F' = ﬂ ker(ey o u?). On a immeédiatement que F' est stable par u.
§=0
Montrons F® Ey . = F :
— FnE,,={0}:

Siye F n E,, alors il s’écrit :
p—1 p—1
Y= Z ajejq1 = Z a;u’ (z) € By 4
j=0 j=0
De plus y € F' donc pour tout j :
p—1
exoul(y) =0 <= Z ajer (Wt (z)) =0
k=0

Pour j = 0 on obtient donc a,—; = 0, puis pour j =1 on a a,—2 = 0, etc et finalement y = 0.
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— dimF +dimG =n:
On a dim(E, ;) = deg(puz) = deg(py) = p. Donc F = m§;é ker(e¥ o u/). La famille (e o

P
u, ..., ey o uP~ ! est libre car si :
p—1
ajey ou’ = Opx
§=0
alors en évaluant sur la famille ($7 u(z),. .. 7u”_l(ac)), on obtient a; = 0 pour tout j, puis la famille
est libre.

On a donc que F est intersection de p hyperplans associés a des formes linéaires indépendantes.
On a donc que F' est de codimension p.
Par argument de dimension on a donc finalement :

E,.®F =E.

Et E, , admet donc un supplémentaire stable. |

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit u € L(E).

Alors il existe une unique suite finie (Py, ..., P.) de polynémes unitaires et une unique décom-
kA

position E = (P E; telle que Vi € [[1,...,r —1]  Pq|Pet Vie [1,...,r —1] g, est un
i=1

endomorphisme cyclique de polynéme minimal de P;.

Démonstration. La forme matricielle obtenue se déduit immeédiatement du lemme.
— Existence : On procéde par récurrence sur la dimension de E.

Initialisation : si dim(F) = 1 alors il n’y a rien a faire.

Hérédité : soit n € N*. Soit E un espace vectoriel de dimension n + 1. Supposons la proposi-
tion vraie jusqu’au rang n.

Soit x € F tel que iy = phy,z-

On pose Ey = Ey, 5. Alors u est cyclique sur E;. Soit F' un supplémentaire de F; stable par u.
Onaulzﬂu,x:P1~

T
Par hypothése de récurrence, il existe alors P2,..., P, telle que F = 6—) E; et P;11|P; pour tout

i=2
i€ 2,7 — 1] et Pyl car comme fi,(ujp) = 0 alors uu‘FLuu.
On a alors que la décomposition : E = @)_, E; vérifie les conditions.
— Unicité : soient (Py,...,P) et (Q1,-..,Qs) deux familles de polynomes associées a deux décom-
positions F = (—B FE; et £ = @ F;.
i=1 =1

Par construction on a P} = Q1 = [y et

2 deg(P, Z dim(E;) = dim(E Z deg(F, Z deg(Q

La premiére et la derniére égalités proviennent de la cyclicité de u sur chacun des sous-espaces.

Supposons que ces deux réductions soient distinctes. On remarquera que lon ne peut pas avoir
I’égalité de tous les polynémes mais r # s.
On note j indice minimal tel que P; # @Q;.
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Pour tout 7 > j, on a P;|P; et Q;|Q; et on a donc P;j(ug,) = 0.

Puis P;(u)(E) = @ P;(u)(E;) = Jé—) Pj(u)(E;). Or
=1 i=1

Pyw)(B) = @ Py(u)(F) = é)lpjw)(&).
=1 i=

Donc en regardant les dimensions, on obtient :
Vi<i<s dim(P;(u)(F;)) =0.
En effet, on a :
Vi< dim (P;(u)(E;)) = rg(P;j(ug,)) = rg(Pj(ur,)) = dim (P;(u)(F;))

car les deux endomorphismes sont cycliques et de méme polynéme minimal par minimalité de j.
Cela entraine :
Vi<i<s Pj(yp)=0
D'ou :
Pj ('U/|FJ) =0

On obtient alors que P; annule ujp, et donc py, 5 = Q;|P;.

Par symétrie des roles de P et (), on a P;|@;. Ils sont donc associés et comme ils sont unitaires,
ils sont égaux. C’est absurde.

]
Détails supplémentaires
Sip = deg(py), alors K[u] := {P(u) | P € K[X]} est un sev de L(E) de dimension p, dont une
base est (Idg,u,...,uF"1).
Sil = deg(P,) (polyndéme minimal local en z) alors E, est un sev de E de dimension /, dont une
base est (z,...,u'"!(x)).
Démonstration.
¢ K[X] — L(E)
P — P(u)
est linéaire, Im ¢ = L,,.
kerp = {P e K[X] / P(u) = 0} = ()
Donc
L, = K[X]/(7u)
dont une base est (1, X,..., X*1)
Idem avec
¢:K[X] — F
P P(u)(x)
|
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THEOREME DE JORDAN-CHEVALLEY [12]+[8]

I.I Théoréme de Jordan-Chevalley (150) (152) (156)

Soit k = C et A = M, (k). (ou k un corps parfait et A une k-algébre de dimension finie.
Alors pour tout a € A il existe un unique couple (s,n) d’éléments de A tels que :

— s est semi-simple

— n est nilpotent

— sn=mns

—a=s5+n
De plus, s et n sont des polynoémes en a et us est la partie sans facteur carré de .

Démonstration.
Unicité :
Si (s,n) et (s',n’) sont deux décompositions qui vérifient les conditions, alors :

s—s=n"—-n
Puis s et s’ sont des polynémes en a, ils commutent et s’ commute avec u car :
sou=so(s+n)= () +son =) +nos =uos

Ainsi, en se placant dans un corps de décomposition de j,, par exemple, on a que s et s’ sont tous deux
diagonalisables. Ainsi, comme ils commutent ils sont diagonalisables dans une méme base et donc s — s’
est diagonalisable dans cette méme base.

De méme, n et n’ commutent et donc n’ —n est nilpotente. Finalement on a : s —s’ = n’ —n est diagonali-
sable et nilpotente. Il s’agit donc de ’endomorphisme nul, ce qui conclut & 'unicité de la décomposition.

Ezistence :
On montre Pexistence par une idée de Chevalley : on va fabriquer s comme racine de P(z) = 0 par la
méthode de Newton !

Avec P =rad(ug) : si pe = [[;_, P alors P = [[_; P;. En caractéristique nulle on peut écrire
P=P ... P =t .

Tous les calculs se font dans k[a].
Commencons par justifier que 'on utilise la méthode de Newton : si u = s + n avec s racine de P et n
nilpotent (infinitésimal) alors on est assez proche de la racine s pour converger vers cette racine.

Par construction il existe r (par exemple r = max(«;)) tel que u,|P". Done, P(a)” = 0. On note
¢ = P(a). 1l s’agit donc d'un élément nilpotent car P38(1e) est divisible par i, et donc Pde&(ta)(q) = 0.
Et si z est un élément de 'idéal engendré par ™ alors on note x = O(¢"). Les facteurs P; sont & racines
simples sur k car k est parfait (définitions équivalentes d’un corps parfait).
En particulier, P et P’ sont premiers entre eux. On écrit alors une relation de Bézout entre ces deux
éléments :

UP+VP =1

et si 'on trouve que s est racine de P, alors on aura :
U(s)P(s) + V(s)P'(s) = V(s)P'(s) = 1.
Donc P'(s) € k[u]*.
On sait déja que P’(a) € k[u]* car P|uq|P°8(#e) et on a Bézout entre u, et P’

On introduit maintenant I’algorithme de Newton :

Qg = a
Gpe1 = Qp— 11;,(('3;)) = a, — P'(an) o P(ay)
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o I'on notera bien que le quotient & un sens car k[u] est une k-algébre commutative.

On montre par récurrence les trois points suivants :
(i) a, est bien défini

(1) Plan) = O (")

(iii) an —a =0 (e)

Initialisation : Pour le cas n =0, on a P(ag) = P(a) =e =0 () et ag—a=0= 0O (¢).

Hérédité :
1. P'(ant1) = P'(a, — 5]
. (arL+1) (an P’(an))
Mais P(X,Y) = P(X) + YP'(X) + Y?Q(X,Y) par Taylor-Lagrange. Donc :

P(an)

o) = Plen) = 5,

(...)

est par hypothése de récurrence la somme d’un inversible (P’(a,,)) et d’un nilpotent qui commutent.
Donc P'(ay+1) est inversible.

2. La formule de Taylor-Lagrange donne : P(a,+1) = P(a, — II;((‘ZL’;))) = P'(ay) — 1};/(((;7;,)) x P'(an) +
P(an) 2 P(an)
() Qan. 5.
2
Les deux premiers termes du membres de droite sont opposés. Donc on obtient P(a,11) = (— 5((2))) Qan,

Mais par hypothése de récurrence, If,((‘;”)) =0 (e?"). Donc P(an41) = O (52n+1>.

P(an)
P'(ay,)

Api1 — Q= Qp — a4 — =(’)(5)+(’)(52")=O(5).

Si n > [log,(deg(uq)] alors on a 2" = 0.

Donc l'algorithme stationne & s = ay, = a, qui est dés lors racine de P par le deuxiéme point de la
récurrence. De plus n:=a — s = a — a, = O () est nilpotent par le troisiéme point de la récurrence.

Enfin s est annulé par le polyndéme P qui est sans facteurs carrés. Donc s est semi-simple.
On a ainsi montrer 'existence d’une décomposition de Jordan-Chevalley. L’unicité est la partie facile
mais hors sujet ici. |

Cet algorithme est effectif (en caractéristique nulle c’est facile, sinon il y a encore un peu de
travail) et il stationne donc converge trés vite. De plus il est totalement inutile de connaitre les
valeurs propres de a pour en effectuer la décomposition, ce qui est une trés bonne chose car
la détermination algorithmique des valeurs propres est a éviter a tout prix du fait de son coit
proéminent.

Les relations de divisibilité suivantes
us\#an o d = dimy(A4)

disent que ug et p, ont méme liste de facteurs irréductibles. On montre ces relations.

Démonstration.
On a d’une part :

Donc :
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or s est diagonalisable sur une cloture algébrique de k et n est nilpotent. Donc u,(s) = 0 et donc ps|pq
On a d’autre part :

0= 1,(s) = ol —n) = pis(a) = n(....)
Donc :
o) = n(...)

or n est nilpotent, donc en élevant a la puissance d on obtient :

ps(a)® = 0.
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IRREDUCTIBILITE DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUE SUR Q [10]

I.J Irréductibilité des polynoémes cyclotomiques sur Q (102) (120) (121) (125)
(127) (141)

Lemme 18:

1) Pour toutneN*,onaX”—1=n¢d;

d|n
2) Le polynome ¢,, est unitaire et a coefficients dans Z pour tout n;
3) Si P=QR avec P e Z[X] et Q, R € Q[X] unitaires, alors Q, R € Z[X].

Démonstration.
Dx"—1=[[&-0=[][[&-90=]]¢a
CEUR d|n CcepX d|n

2) On proceéde par récurrence :
sin=1alors ¢ = X —1;
si on suppose le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 alors, par le premier point :

Xt—1=¢, [] ¢

dn , d<n

11 s’agit de la division euclidienne de X™ — 1 par [] din , d<n ¢4 qui est bien dans Z[X] unitaire par
HR. Donc le quotient est dans Z[X]. Et c¢’est aussi la division euclidienne dans Q[X], mais celle-ci
est unique. D’ot le deuxiéme point (le caractére unitaire se voit sur les coefficients dominants).

3) On note ¢ le générateur positif de I'idéal {neZ / nQ € Z[X]}. Alors q@Q € Z[X] et est primitif par
définition de ¢ et car @ est unitaire. En effet si p|qQ, alors en particulier en regardant le coeflicient
dominant p|g. Donc %Q € Z[X] et par minimalité de ¢, on a donc p = 1.

On obtient de méme r € Z tel que rR € Z[ X] primitif.
Alors qrP = gQrR et en passant au contenu il vient que ¢gr ¢(P) = 1 donc ¢ et r sont dans Z
inversibles. Ils valent donc tous deux +1.

Pour tout n € N* ¢,, est irréductible sur Q.

Démonstration. Soit ¢ € p)5. On va montrer que ¢, = p¢

1. Soit ¢’ € u). Alors il existe m € [1,...,n — 1] premier avec n tel que ¢’ = ™, il s’écrit
m = pt .. ppt.

Quitte & raisonner par récurrence sur le nombre de diviseurs premiers de m, OPS m = p est premier.

2. Montrons que fi¢c = fice. On note f = pc et g = pcr. Alors on a immédiatement que f|g(X?). Donc
il existe h € Q[X] tel que fh = g(XP).
On a de plus que f et g sont & coeflicients entiers. En effet, 'anneau Z[X] est factoriel, donc
&n = f1P1 ... frBr en produit d’irréductibles.
Alors I'un des f;, annule ¢ et est unitaire et irréductible sur Z donc sur Q. Par minimalité du
polynéme minimal, on a donc f = f;,. Il en est de méme pour g.

Par le lemme on obtient donc que h € Z[X]. On a donc fh = g(zP) dans Z[X]. On peut donc
réduire cette équation modulo p.
Supposons que f # g. Alors f et g sont deux irréductibles distincts divisant ¢,,, et donc fg | ¢y,.
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Soit ¢ un diviseur irréductible de f. Alors ¢ | fh = g(X?) = g(X )p. Donc par le lemme d’Euclide,
¢ | g. On a alors :

[ fg | | Xn -1
Or le polynoéme dérivé de X™ — 1 est nX”~1 qui est non nul car p et n sont premiers entre eux.
Mais alors 0 est la seule racine de nX"~1 sans étre racine de X™ — 1. Il n’a donc pas de racine
multiple, c¢’est absurde et donc f = g.

3. On a donc p¢e = f = g = p¢em pour tout 1 < m < n — 1 premier avec n. Donc pe admet
o(n) = deg(¢y) racines. De plus ¢,({) = 0 donc ¢,, est annulateur pour ¢ et pc | ¢,. Les deux
polynomes sont donc associés. Comme de plus ils sont tous deux unitaires, ils sont égaux. Donc ¢,
est un polyndéme minimal et donc il est irréductible.
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THEOREME DE MINKOWSKI [14]

I.K Théoréme de Minkowski (127) (149) (181) (191)

J’ai appris ce développement dans mon cours de théorie des nombres de M1 assuré par Florent Ivorra.
La proposition et ’application provienne de son cours et je n’ai pas d’autres référence pour ces deux
résultat. Le reste se trouve dans le livre de Pierre Samuel [14].

Pour la 149 je fais la proposition mais pas ’application, pour les autres (127,181,191) je fais 'appli-
cation mais pas la proposition.

On suppose que E est un R-espace vectoriel euclidien.
n

Poure = (ey,...,e,) une Z-base d’un réseau H, on désigne par P, le parallélogramme P, = {Z a;, ;e / Yi0<
j=1
a; < ].}

Le volume p(P,) de P, (avec u la mesure de Lebesgue sur R™ est indépendante de la base e choisie

pour H.
On P'appelle covolume de H et on note Covol(H).

Démonstration. Si f = (f1,..., fn) est une autre Z-base de H alors comme f; € H pour tout i, on a :
n
f= Z Qj jej avec «y j € Z.
j=1

Soit u 'endomorphisme R-linéaire de R™ tel que u(e) = f. La matrice de u dans la base e est inversible

et a coefficients dans Z, c’est (c ;), <ij<n Son déterminant est donc inversible dans Z donc égal a +1.

Soit b une base orthonormée de R™. Alors :

p(Py) = | det(f)] = | det(u(e))| = |det(u)[[det(e)] = [ £ L]u(Fe) = p(Fe)-
Il y a aussi indépendance vis-a-vis de la base orthonormée choisie (multplication par une matrice orthonale
donc de déterminant +1). [ ]

La proposition suivante permet d’exprimer le covolume d’un réseau sans faire usage d’une base ortho-
normée de l'espace euclidien.

Soit H un réseau d’un R-espace euclidien E. Alors, pour toute Z-base (ey,...,e,) de H
(ex]ery -+ (ex]en)

Covol(H) =
(enler) -+ {enleny

n
Démonstration. Soient & = (by,...,b,) une base orthonormale. On écrit e; = Z (e; | bj)b;. Soit

=1

1 [bi) -+ Len|br)
A= : : AMn(R)
Cer [ bny -+ Len|bn)

Par définition Covol(H) = |det(A)|. Ainsi a-t-on

covol(H)? = det(A)? = det ( "A) det(A) = det ( 'AA).
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Or 'AA[i,j] = ), Cei | by {e; [ by = (e, Y, (e | bk>bk> =ei | e;)
k=1 k=1

On obtient donc

(exer) -+ (exlen)

covol(L)? =

(en ey - Lenl|en)

On trouve ainsi la formule annoncée reliant le covolume du réseau au déterminant de Gram de 'une
de ses Z-bases. [ |

Soit H un réseau de R™. Soit S une partie mesurable de E telle que u(A) > covol(L). Alors il
existe alors des éléments z,y € S distincts tels que z —y € H.

Démonstration. Soit e = (eq,...,e,) une Z-base de H et soit P, le domaine fondamental associé. Alors
5= HheH [(h + Pe) N S)] On a donc :

u(S) = >, u(Sn (h+P))
heH

Mais la mesure de Lebesgue est invariante par translation, donc on a

wSn(h+P))=pu((-h+S)nP,).
Ceci impose dés lors que les ensembles (—h + S) N P, ne sont pas disjoints deux a deux car sinon
“(S) = Z M((_h+5) mPE) < M(Pe)
heH

ce qui est exclus. On peut donc trouver h et h dans H distincts tels que
((=h+8S)"P.)~ ((=h+8) " P.) # &.

De la on tire qu’il existe z,y € S tels que —h + x = —h+ y. c’est-a-dire x —y = h — heH (structure de
groupe de H) et comme h # h, on a aussi z # y. |

Soit H un réseau de R" et soit S une partie mesurable de R™ telle que
1. S est convexe;
2. S est symétrique par rapport a lorigine;
3. la mesure de pu(S) > 2™ covol(H)

Alors S contient un élément de H non nul.

Le dessin suivant aide & comprendre pourquoi I’hypothése de convexité est nécessaire. La surface rouge
est constitué de deux bandes ouvert situées dans les demis plans y > 0 et y < 0.

Démonstration. L’ensemble 2H = {2z / x € H} est un réseau et si (ej,...,e,) est une Z-base du
réseau H alors (2ey,...,2e,) est une Z-base de 2H. Par multilinéarité du déterminant il vient alors :

covol(2H) = 2" covol(H).

Ainsi la condition (3) se réécrit en p(S) > covol(2H). Le lemme précédent assure l'existence de z,y € S
distincts tels que z —y € 2H. Puis 5% € H. Mais comme S est symétrique —y € S et comme S est

convexe ¥ =€ S. [ ]
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Application 24: le théoréme des deux carrés

Soit p un nombre premier impair. Alors p est la somme de deux carrés d’entiers si et seulement si
p=1 mod 4.

Démonstration. On va utiliser de maniére cruciale la premiére loi complémentaire de la loi de réciprocité
quadratique.

* Supposons p = a? + b%. Alors pfa ou p{b car sinon sip | a et p | b, alors p? | a? et p? | b* donc divise
p|a?+b* =pet donc p | p, ce qui est absurde.
Par symétrie des roles de a et b on peut supposer p {b. On a alors —1 = (a/b)? dans F,,. Cest-a-dire
que —1 est un carré modulo p et donc p = 1 mod 4 par la premiére loi complémentaire de la loi de
réciprocité quadratique.

* Réciproquement on suppose p = 1 mod 4. La premiére loi complémentaire de la loi de réciprocité
quadratique assure que —1 est un carré modulo p. On dispose donc de u € Z tel que ©? = —1 mod p.
On pose :

H={(a,b)eZ* / b=wua mod p}.

C’est un réseau de R? dont une Z-base est (i) , (2) .

On en déduit Covol(H) = p.

De plus si (a,b) € H, alors il existe n € Z tel que b = ua + np. On a donc

2

b? = u?a® + 2uanp + n*p? = —a®> mod p,

ce qui donne que p divise a? + b2.
Soit S le disque D(0, R) de centre 0 et de rayon R. Alors S est mesurable, convexe, symétrique par
rapport a 'origine et

u(SA) = TR

4 et I'on obtient u(S) = mR? > 4 Covol(L) = 4p.

On prend R >
Alors le théoréme de Minkowski fournit (a,b) € H n S non nuls. Comme % > %, en prenant R = 4/ 371’
on a:

3p

0<a2+b2<?,

or p | a? + b%. Dot finalement p | a + b = p.
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NORME DANS UNE EXTENSION ALGEBRIQUE [14]+[8]

I.L Norme dans une extension algébrique (125) (127) (144) (148) (149)

m—1
Soit K un corps. Soit L/K une extension finie de K. Soit « € L, on note g o = X™ + Z a; X" le
i=0
) .. L —- L e .
polynéme minimal de o sur K et my, : v e ox la multiplication par o dans L.

On appelle norme de a et on note Ny /k(a) le déterminant de m, vu comme K-endomorphisme de L.

1. Soit K un corps. Soit L/K une extension finie de K. Soit o € L. Alors dans la K-base

(1,a,...,a™ ') de K(a) (ot m = deg(mk,q)) la matrice de m, est la matrice compagnon
associée au polynéme g 4.
Donc

TK,a = Xmqa

et :

Nk (ay/k(a) = (=1)"ag

Si de plus L contient un corps de décomposition de 7x o, alors :

Nk (ay/x (@) = n T
=1

ol x1,...,Ty € L sont les racines de mg 4.

2. Il existe une K-base de L telle que la matrice de I’endomorphisme m,, dans cette base soit
diagonale par blocs de la forme :

c, O --- O
o ¢, - O
o --- 0 C,

[L:K ()] blocs

ou C,, est la matrice compagnon évoquée dans le premier point.

De plus :
L:K(«x
Vae L, Np(a)= (NK(a)/K<a))[ )]
Démonstration. 1. La famille (1, a,... ,a’”_l) est une K-base de K(«). En effet :
— Elle est libre par minimalité du polynéme minimal :

m—1 m—1

si Z \iot = 0 avec les \; € K, alors Z i X est un polynoéme annulateur pour «, mais alors
i=0 i=0

par définition du polynéme minimal ce polynéme est nulle;
— Elle est génératrice car K(a) ~ K[X]/Tk o est un K-e.v. de dimension deg(mx q).
La matrice de ’endomorphisme m, dans cette base est alors :

0 0 0 - —a

1 0 0 - —a
o= 0 1 0 -« —a

0 0 1 —am_1
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Alors :

X 0 0 - ao

—1 X 0 . aq
o= 0 -1 X as

0O 0 - =1 X+4ap

et en faisant la combinaison L1 «— L4+ XLo+... X™ L, puis en développant suivant la premiére
ligne, on obtient :

0 0 0 -  Tga
-1 X 0 e aq
X =] 0 -1 X as
0 0 - =1 X+4anp
-1 X 0 - 0
0 -1 X 0
= (-1)""7K o .
0 0 -1 X
0 O 0 -1
_ (_1)m+1ﬂ_Ka(_1)m—1
= TK,a

On a donc obtenu que T, = Xm, et les relations coefficients/racines fournissent en outre N (q)/x (@) =
det(my) = (—1)™ap.

Si de plus L contient un corps de décomposition de 7 o alors :

Ni(ay/x (@) = n z;

i=1

2. Soit d := [L : K(«)], si (e1,...,eq) est une K(«)-base de L, alors d’aprés le théoréme de la base

télescopique (617 ael,...,a™ e e, ..., a™ les, g, ..., am_led) est une K-base de L. Il s’en
suit que la matrice dans cette base de m,, est

C, O (0]
o C, (0]
o .- 0 C,
Alors xm., = (xe, )" = (FK,a)d. De cela résulte Np/p (@) = Ng(a)/rc ().
|
Soit p un nombre premier. Soit n € N*. Soit ¢ = p™. Alors en notant ¢ le morphisme de Frobenius :
n—1 ) -
VO[ € Fq7 N]Fq/]Fp(a) = n QOZ(OL) = qp—1
i=0
Démonstration. Soit ag € Fy un générateur du groupe multiplicatif FX = {ap). Alors F; = F, (o)

(théoréme de I’élément primitif dans les corps finis, voir [8] si besoin).
Donc 7y, o, est de degré n.
Comme ¢r, = id et que ¢ est un automorphisme de corps de I, :

Vie[0,n—1], 0=¢’ (TFFP,QO (ao)) = TF,, a0 ((pi (ao))
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Donc ¢ () est racine de 7, o, pour 0 <i <n— 1.

J 7

De plus elles sont toutes distinctes car si 0 < i < j < n —1 alors af = of <= ol 7 =1
P —p e —1)Z=(q—1)Zcar {ag) =F.
Mais p’ — p? € [1,p"~! —1].
Au total, on a obtenu que 7, o, est scindé simple sur F, (avec n racines distinctes).
D’aprés le théoréme on a alors :
n—1 n—1 . 1 P —1 =
i ' 2o P p1 p—1
N, (a0)/5, (@0) = No e, (a0) = [ [ ¢ (a0) = [ ] ob = of =0y’ =g
i=0 i=0
On en déduit donc :
k k A N
Vk e N, N]Fq/IFp (Oéo) = NIF,]/IF,, (O[()) =1 = (O{O) !
mais donc comme g engendre F ', il sort finalement :
a1 n—1 i
VaeFy, Ngpr,(a)=arT = H o' ()
i=0
Le résultat demeure pour o = 0.
|

ae (F,)? — Nr,/r, (@) € (F,)°.

Démonstration. Le cas o = 0 est immédiat. Supposons donc o € F /.

— Siae (IE‘;)2, alors il existe 8 € F tel que a = (2. La multiplicativité de la norme donne alors :

= Npgslo)e (F))

Ne, v, (@) = Ne, v, (87) = (Ne,/m,(8))
— Si Ng,r, () € (IF;)Q, alors :

p—1
g—1 a—1 p—1

2 = (Oél’f1>T = NFQ/FP(Q)T = 1

par le lemme d’Euler car Ng_/r, () est un carré. En conclusion a est un carré dans F,.
|

Si vous souhaitez une autre application, il y a une trés jolie application du théoréme pour déter-
miner les inversibles d’un entier de corps de nombre sur le site de Matthias Hostein. Vous pouvez
aussi regarder le super livre (quoique pas tout-a-fait récent) de Pierre Samuel [14]. Si vous choi-
sissez cette autre application alors il faudra que vous sachiez justifier que I’ensemble des entiers
d’un corps de nombre est un anneau (c’est supposé su dans le développement de Matthias), ce
qui nécessite de parler de Z-module de type fini et de savoir que le théoréme de Cayley-Hamilton
se généralise dans le cas des modules. Tout ceci est fait dans le livre de théorie algébrique des
nombres de Pierre Samuel (il fait aussi le joli théoréme de Minkowski (ga ne se refuse pas quand
on ’a déja vu en M1 en cours de théorie des nombres) trés utile pour la legon connexité dans R™
si on justifie bien que 'hypothése de convexité est cruciale mais ¢a c’est une autre histoire).
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THEOREME DE GAUSss-LUCAS [7]

I.M  Théoréme de Gauss-Lucas (102) (144) (181)

Soit P € C[X] un polynéme non constant. Les racines de P’ sont dans ’enveloppe convexe des
racines de P.

Démonstration.

Comme C est algébriquement clos, on peut écrire P = A[[,_;(X — Ag)™ our =1, Ae C*, A\y,..\ €C
sont les racines deux & deux distinctes de P et nq,...,n, leur ordre respectif. Alors :

= A zn] = (X =)™ ] (X =)™

k=1 1=1,..., r

On obtient alors :

T
= 2 "k
o X
Si z € Rac(P’), alors :
— Soit z est 'une des racines \g, et elle est alors évidemment dans ’enveloppe convexe des racines

de P;
— Sinon, on peut écrire :

P'(2) g a z— Ak
0= = = ng ——————
P(2) glz—xk ,;1 Mz = A2

En conjuguant on a encore :

Z—)\k
Enk )\‘2:0

On extrait donc z en extrayant la somme qui le comporte :

T Nk r Nk
k-1 |z7m2/\k 2= ]2
z = —ZT o = Z 7Zr i /\k
k=1 Tz=X\¢|? k=1 &l=1 [z—X\]?

Cette derniére formule exprime que le fait que z s’écrit comme barycentre a coefficients dans ]0, 1]
des racines (A1,...,A,) de P :

z=Bar()\k, — 22)\1|2>'

On obtient donc que z € Conv(Ay, ..., An).
Soit enfin :

Rac(P’) < Conv(Aq, ..., A).

Le plus grand entier n > 2 tel que les racines non nulles de (X + 1) — X™ — 1 soient de module
1est 7.

Démonstration.
Sin=2:
PX)=(X+1?*-X?-1=2X

Kylian Prigent 4 décembre 2025 33/ 65



a une seule racine qui est 0. On peut donc supposer n > 2.
Sin=3:
PX)=(X+1D)"—-X"-1

Donc
P(X)=n(X+1)""t —nx"!

Si z est une racine de P’, alors z # 0, et donc

1 n—1
<z+ > _q
4

SR

C’est-a-dire qu’il existe k € [0,n — 2] tel que

Mais, si k = 0 alors z + 1 = z et c’est absurde. Donc k € [1,n — 2] et les racines de P’ sont dans
{ze / ke[l,n—2]} ot 2 est défini par 2L = ent T e,

k

—ikm
e n—1
2k = T
2isin ET
n—1

Mais d’aprés le théoréme de Gauss-Lucas si les racines de P sont de module 1 ou nul, alors nécessairement
celles de P’ sont dans le disque unité.

Or |z1| = ——+—— et donc si n > 8 alors :
2sm(il)

2 sin (ni1> < 2sin (%) =1

puis |z1| > 1 donc n <7
Sin="7:

Posons Pp(X) = (X +1)" = X7 — 1. On a que —1 et 0 sont racines de Py. Ainsi, Py s’écrit (aprés
DE)
Py(X) = X(X + 1)(7X* + 14X° + 21X + 14X + 7)

Le polynome Q(X) = (X*+2X?+3X242X +1), est son propre polynome réciproque : Q(X) = X4Q (%)
On peut donc écrire :

QX)=X"+2X3+3X%+2X +1

= X? <X2+1>+2X2 <X+)1(>+3X2

X2
—x2((x2r ) a2 (x+ L) 4
= Ve
1
enposanthXJrY = X3(Y? -2 +2Y +3)
=7X3Y - 1)?

1
=7X3(X +=-1)

= (X2 +X+1)?
Au total Py = 7X (X 4+ 1)(X2 + X + 1) et ses racines sont exactement : 0,1, 5", e~ 5" qui est contenu
dans le disque unité.
L’entier recherché est donc 7. ]
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SURJECTIVITE DE L’EXPONENTIELLE MATRICIELLE [15]

I.N Surjectivité de I’exponentielle matricielle (150) (155) (156)

L’exponentielle réalise une surjection de M,, (C) sur GL,, (C).
Démonstration.

1. Commencons par montrer que pour toute matrice U unipotente, il existe N une matrice nilpotente,
qui s’exprime comme un polynéme en U, telle que exp (V) = U.
Soit U unipotente, la matrice U — I, est nilpotente (cela se voit facilement en trigonalisant U) et

on pose :
k+1

f (U - I,)"

qui est une matrice nilpotente comme somme de matrices nilpotentes qui commutent (on s’inspire
du DSE de la fonction logarithme au voisinage de 1 pour écrire N). A ce stade, on a que N est un
polyndme en U, vérifions donc maintenant que U = exp(NV)

On pose ensuite

A(t) = exp Z_: (7 (U-L)| =exp| — -ic (0™ (U —IL,)" ).
=1 = k+1
De sorte que 'on ait A(1) = N. On s’est permis de modifier A pour faciliter les calculs au moment

de dériver tout en conservant l’identité précédente.
Alors :

k=0

A (t) = <§(—t)’“(U — m) (U —1,) - At) = (In + t({U — I,)) ™" (U — I,) - A(t)

Donc A(t) est solution du systéme différentiel

{ Y'#)=Y @) (U—=1)(In+t(U—1I,))""
Y (0) = 1,

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il y a une unique solution définie sur R*. Or, ’application
t — I, +t(U —I,) est également solution. On en déduit donc que les deux solutions sont égales,
en particulier exp (N) = A (1) = U avec N un polynéme en U.

2. Montrons maintenant la surjectivité de ’exponentielle.

Tout d’abord, pour tout M € M,, (C), on a les égalité exp (M) - exp (—M) = exp (M + (—M)) =
exp (0,,) = I, car M et —M commutent. On en déduit exp (M) € GL,, (C) et donc

exp (M, (C)) € GL,(C)

Réciproquement, soit M € GL,, (C), la décomposition de Dunford, nous donne N nilpotente et D
diagonalisable, les matrices N et D étant des polyndémes en M, et telles que M = D+ N. En posant
U=M-D"'=N-D7!+1I,, qui est unipotente, on obtient que M = U - D. De plus, la matrice
U est un polynoéme en M, car D! est un polynome en D. En effet, C[D] est fermé comme espace
vectoriel de dimension fini et

n

-1 _ 7 k(P T \k
D _nlirfoo];o( DE(D - I,)*.

D’aprés ce qui précede, il existe @ € C[X] tel que @ (U) soit nilpotente et exp (Q (U)) = U.
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D’autre part comme D est diagonalisable, il existe P € GL,, (C) et des \; distincts et tous non nuls
tels que D = P-Diag (A1, ...; Alyevoy Apye oy Ap) - P71

Pour chaque i € {1,...,r}, soit o; tel que \; = exp (a;), et soit R € C[X] le polynéme interpolateur
de Lagrange tel que Vie {1,...,7}, R(\;) = .
On a alors

exp (R (D))

exp (R (P-Diag (A1, A1, Ary oo, Ap) - PTY))
P-exp (R(Diag (A1, 3 Aoy Ay ey M) - P71

P-exp (Diag (a1,...,01,...,0p,...,0)) - P71

= P-Diag(exp(al),...,exp(al),...,exp(ar),...7exp(ar))~P_1
P-Diag(M,.o s Moo s Amse s A) - P~1 =D

Finalement, si 'on pose A = Q (U) + R (D), comme U et D sont des polyndomes en M, les endo-
morphismes Q (U) et R (D) commutent et A est un polyndéme en M vérifiant

exp (4) = exp (Q(U)) -exp(R(D))=U-D =M

On sait que exp (M, (R)) # GL, (R). En effet, pour tout A € M, (R) on a det (exp(A)) =
exp (Tr (A)) > 0, donc toute matrice de déterminant strictement négatif n’a pas d’antécédent par
I’exponentielle.

On montre que exp (M, (R)) = {M?, M € GL, (R)}.

En effet, pour tout M € M,, (R), on a exp (M) = exp (%M)2 € {M? M e GL, (R)}.
Réciproquement, soit M € {M?, M € GL, (R)} et B € GL,, (R) tel que M = B2

D’aprés ce qui précede, il existe @ € C[X] tel que exp(Q(B)) = B et on a les égalités
exp (Q(B)) = exp (@ (B)) = exp (Q(B)) = exp (Q(B)) = B = B,

Dot exp ((Q + Q) (B)) = B? = M avec (Q + Q) € R[X], et donc (Q + Q) (B) € M,, (R).
L’exponentielle n’est injective ni sur M, (C) ni sur M, (R). En effet, il existe P € GL,, (C) telle

que
0 -1\ 1 (i 0
@ 9)-7( %)
exp (27r (2 _01>> =Pl exp (277 <é _OZ>) P=P .1, -P=1I, =ecxp(0,)

et
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II Développements d’analyse

FORMULES DES COMPLEMENTS

II.LA Formules des compléments (218) (235) (236) (245)

VzeC\Z, T[(z)[(1—z)=—01

sin(7z)

Démonstration. Quitte a utiliser le théoréme du prolongement analytique, on va démontrer le théoréme
sur ]0,1[ qui admet les points d’accumulation.
Soit s €]0, 1],

+oo +oo
L(s)['(1—s) = J xsfleﬂdxf u e “du

0
+00 +00
= J (J u‘%‘“du) e %dx
0 0
ot +0
= f <f x_sv_se_”xdv) ¥ e % dx
0 0
Fubini-Tonnelli [ +
-10: e — —
u m1: nn 1J (J e m(v+1)dx> v de
0 0

+00 —s
v
= J dv
o v+1
+o0 ,s—1

symeétrie des roles de s et 1—s J v

v

0 v+1

+ +0o0 6tseft

f ; etdt.
o e +1

v

Il
I

On pose f : z+— ;%1 Alors f est holomorphe sauf en im + 2inZ ou elle admet des poles d’ordre 1.

Aussi, a-t-on :

es* . Z— e .
= lim ( )esz =—= _elms
e

ReSiﬂ(f) - zllglfr(z B MT) e? — z—im €% — eiT
car on reconnait 'inverse du taux d’accroissement de la fonction entiére exponentielle et que I'on connait
sa dérivée complexe : elle-méme.

Soit R > 0, on utilise le théoréme des résidus avec le contour suivant :
On appelle g le rectangle de sommets —R, R, R+ 2iw, —R + 2i7 parcours dans le sens trigonométrique
(anti-horaire)

On a: )
i (2)dz = Resix(f) - ind,, (i7) = —€'™*
TR
-R ets 2m e(R+it)s —R e(t+2im)s 0 e(—R+it)s
. f(Z)dZ:J\Rm+ZJ;) WdS+J\R mdS‘i’ZLWWdS.
5 _
o~ S ~~ - ~~ - ~~ -
I I I3 Iy

On calcule séparément les 4 intégrales que 1’on vient d’isoler :
—* I — T(sT(1-19);
R—+0
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. R ets .
— x I3 = —eZWSJ ——ds — —eQmsI‘(s)F(l —8);

tm
—R e + 1
— »  Par inégalité triangulaire (| |a| — |b| | < |a+b|), on peut obtenir une majoration de I'intégrande
de IQ :
e(R+it)s Rs Rs

= ° < — ~ Bl
leftit +1] ~ eR— 1 Rotw

eR+it +1
On déduit de cette majoration la majoration suivante :

eRs

el —1

|Io| < 27 -0 car s < 1;

— x  On procéde de méme sur Iy :

e(fRJr’L't)S e~ Bs _ e—Rs R
e Rt 11| JeRtit 41| S1—e R oo .
On déduit de cette majoration la majoration suivante :

e—Rs

|14] <27r177R—>0 car s > 0.
—e

Ainsi au total
(z)dz — (1—¢€*™*)T(s)I'(1 —s)
YR R—0

—2ime’™s —2im eims 7r

T(s)I(1 —5) = s = e g e :
= (8) ( S) 1762”” e—iTS _ iTs gims Sin(ﬂ-s)
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EQUATION DE LA CHALEUR [3]

II.B Equation de la chaleur (221) (235) (241) (246)

Soit f € C*([0,7],R) telle que f(0) = f(m) = 0. Notons K 'ensemble des éléments
L. [OrxR, — R
' (x,t) —  u(z,t)
de C ([0,7] x R,) qui vérifient :
(1) Oyu et Oyu existent et sont continues sur [0, 7] x R%,
(2) 0%,u existe et est continue sur [0, 7] x R¥,
(3) pour tout réel t = 0,u(0,t) = u(rw,t) =0,
(4) pour tout (z,t) € [0,7] x R%, dyu(x,t) = 0% u(z,t);
(5) Pour tout x € [0, 7], u(x,0) = f(x).

Alors Ky est un singleton.

Dans ce développement il est important de commencer par modéliser le probléme que I'on essaie de
résoudre. Ici on se donne une barre de longueur 7 et on met un thermostat a chaque extrémité de la barre
(par exemple des poches de glaces). On s’intéresse & I’évolution de la température en fonction du temps
et de la position sur la barre lorsqu’on se donne la température en tout point & 'instant initial. On va
voir ici qu’il existe une solution, qu’elle s’exprime comme une série de Fourier et que cette solution est
unique.

Démonstration.
Existence

Meéthode de séparation des variables

Soit u : (x,t) — X(z)T(t) une application non identiquement nulle o X € C?([0,7],R) et T €
C! (R4, R). Alors u est continue et vérifie (1) et (2).
Supposons que u vérifie aussi (3) et (4).

Alors comme u # 0, on peut trouver (xg, %) €]0, 7[ xR, tel que u (zg,to) # 0 et par continuité de u,
on peut méme imposer to > 0. (En particulier X (z¢) # 0 et T (t9) # 0).
Mais alors :
X (w0)T"(to) = X" (20)T (to)
T/ (t()) X// (SL'())

On pose alors k = — = .
P T (to) X (o)

Comme 1'équation
X(2)T'(t) = X" (x)T(t)

est vérifiée pour tout z et tout ¢, on a en particulier X” = —kX et T’ = —kT. On commence par résoudre
ces équations simplifiées.

Supposons k£ <0
Alors il existe (A4, B), non tous deux nuls, tels que :

X(z) = AeV=Fe 4 Be~Vke
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D’apreés 1 ndition: x bords im nt alor: A € ker 1 1 r cett
apreés les co ons aux bords imposent alors | 5 e exp(vV—kT)  exp(—v/—Fer) or cette
matrice est inversible. C’est donc absurde car v # 0, donc k = 0

Supposons k£ =0

Alors X (z) = Az + B et les conditions aux bords imposent alors A = B = 0.

Donc £ >0
et il existe donc (4, B) € R?, non nul, tel que

X(z) = Acos(vVkz) + Bsin(vVkz)

Les conditions aux bords donnent alors : A = 0 et sin(v/k7) = 0. Donc il existe n € N* tel que vk = n

et donc X (z) = Bsin(nx), et T(t) = Ce~""t puis, il existe un réel K € R*, et n e N* tel que :
— K 2
u(z,t) = K sin(nz) exp (—n’t)

pour tout couple (z,t) € [0,7] x R* et méme, par continuité de u, pour tout (z,t) € [0, 7] x R,.

Réciproquement, on vérifie qu’une telle fonction vérifie bien les points (1), (2), (3) et (4). Désormais,
pour tout n € N* nous noterons :

un(z,t) = sin(nz) exp (—n’t)

Superposition des solutions

On prolonge la fonction f par 2m-périodicité et imparité sur R. On note f ce prolongement. On a
donc feC®nCl, et on note by, (f) les coefficients de Fourier réels de f. }
La série Y _. by (f)u, converge normalement donc simplement sur [0, 7] x R,.. En effet, comme f est

continue et C! par morceaux, f est limite uniforme de sa série de Fourier et on a donc (bn( f )) est
neN*

n=>1

sommable, or pour tout n > 1 :

bn(f)“n

bu ()|

On note S la somme de la série.

La convergence normale (donc uniforme) de la série et la continuité des u,, nous assurent donc la conti-
nuité de S sur [0, 7] x R.

On a immédiatement pour tout t € R, on a : S(0,t) = S(m,t) = 0. Donc la fonction S vérifie (3).
Montrons que S vérifie aussi (1) et (2).

Par analogie des méthodes, on traite I'existence et la continuité, par exemple de 0,5 :
Soit € € R*. Pour tout z € [0, 7], tout ¢ € [g, +o0[, et tout entier n > 1, uy,(x,-) est C* et :

20 (bn(Frun) (1) < bu(f))

b(f)|n2e—“: 0 (

n—+a0

donc, comme la série Y] ’ n( f)’ converge, la série >, -, by ( f)éstun (x,-) converge normalement sur

le, +[], pour tout = € [0,7]. Mais € étant quelconque, S est donc dérivable selon ¢ sur [0, 7] x R%, et
0tS est obtenue en dérivant terme & terme dans la série.
De plus, by, (f)0suy, est continue sur [0, 7] x R¥ et la majoration

2 (ba(Pun(a, )| < [bu(F)Inee

est indépendante de et de ¢, donc by, (f)dsu, converge normalement sur [0,7] x [, +o0[. Donc ;5
est continue sur [0, 7] x R%.
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On montre de méme que 0,5 et 6225 existent et sont continues et se calculent par dérivation terme
a terme.

La linéarité de 1’équation de la chaleur assure que S vérifie (4).

Enfin, pour tout = € [0,7], S(z,0) = 37 bn(f)sin(nz) est la somme de la série de Fourier de f

c’est donc f puisque f € CY N CL,. Cest-a-dire que S vérifie (5).
Au final, S € Ky.

Unicité

Soient u; et up des éléments de K. Posons u = u; — ua. Alors u € K.
vy

On définit sur R, la fonction H : ¢t — J u?(z,t)dz.

0
Comme u est continue sur [0, 7] x Ry, H lest aussi sur R;. De plus l'existence et la continuité de
dru sur [0, 7] x R¥ assurent que H est C' sur R¥ et que pour tout ¢t € R¥ :
T

H'(t) = Lﬂ 20pu(z, t)u(z, t)de = L 20%u(x, t)u(x, t)ds

Par IPP et conditions aux bords, on a :

T

[2u(z, t)0pu(z, 1)]] — 2 f (Opu(z,t)? da

0

H'(t)

— 2| (@l do <0
0

Donc H est a la fois décroissante et positive sur R, , et, H(0) = 0 par (5). Donc H est identiquement
nulle, et comme u? est positive continue, u; = us. |

De plus, on a une formule explicite pour la solution de I’équation de la chaleur :

[O,ﬂ'] X R+ - R
4+
(z,t) — 2 b (f) sin(nx)e_”2t
n=1
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THEOREME D’HADAMARD-LEVY [3]

II.C Théoréme d’Hadamard-Lévy (204) (214) (215) (220)

Soient n € N* et f : R” — R” € C? (R, R")". Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est un C2-difféomorphisme de R™ sur R”.

2. Pour tout z € R™, df(z) est inversible, et H Hlim | f(z)] = +o0.
| —+00

Démonstration. On ne démontre que le sens difficile (& savoir 2 = 1). Une idée pour démontrer cette
implication est d’utiliser le théoréme d’inversion globale. Pour cela on a besoin de I'injectivité de f. On
va donc montrer que f jouit de cette propriété en utilisant un inverse a droite de cette fonction. On
cherchera une condition suffisante sur cette inverse pour avoir 'injectivité de f et on démontrera ensuite
que l'inverse posséde cette propriété.

Construction d’un inverse a droite

On suppose que pour tout z € R™, df(z) soit inversible, et lim | f(z)| = +co.

]| —+o0
Quitte a remplacer f par f — f(0) OPS f(0) = 0.
Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0 et 1. Si s: I x R® — R"™ est dérivable selon la premiére
variable et est telle que :

V(t,z) e I x R", fos(t,x) = tx (1)

Alors s(1,-) sera inverse a droite de f.

Sis: IxR™— R", dérivable selon la premiére variable, alors par théoréme de Cauchy, I’application s
vérifie (1) si et seulement si, pour tout (¢,x) € I x R™ (oit on voir & comme étant un parameétre fixé et ¢ la
variable pour appliquer le théoréme de Cauchy qui donne existence et unicité d’une solution maximale),

{ a%(f o8)(t,z) =df(s(t,z)) o ds(t,x) =
fos(0,z)=0
soit si et seulement si, pour tout (¢,z) € I x R™,
{ os(t,x) = (df(s(t,z)))~ o
s(0,z) € f~1({0})

On prend alors un élément dans I'image réciproque de {0} par f, par 'hypothése que 'on a fait au
début, on peut choisir 0. On obtient ainsi :
si pour tout x € R™, s(-, z) est solution sur 'intervalle I du probléme de Cauchy autonome :

1 = F(z,y)
{ y(0) 0 @

alors s vérifie (1) ; ou 'on a noté

{ R" x R" — R"
(z,9) —df(y)~t -

L’application F est de classe C! comme composée de fonctions de classe C!.
En particulier, elle est C° et localement lipschitzienne en y. Donc par le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
pour tout x € R™, il existe une unique solution maximale (s(-,x),]T~,T"[) de (2), notée s(-, z), définie
sur un intervalle ouvert |7~ (x), T (z)[ contenant 0 (a l'oral, on notera T et T~ sans dépendance en x
pour alléger I’écriture, mais on I’évoquera a ’oral).
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On a:
reR TV (z)>1

car si T™ (z) < 1, alors d’apres le critére d’explosion en temps fini (ou théoréme de sortie de tout com-

pact), on a : hm( |s (t,2)|| = 400 et donc comme f est coercitive, on obtient li{rr% : [fos(t,z)| =
t t—>T+ (o
+00. Or ||fos(t,z)| = |tz ‘f( : Tt (x) |z|| < oo. C’est donc absurde.
t—>T+ (x

On peut donc définir Papplication s; = s(1,-) et ainsi 1 est un inverse a droite de f : f o s; = idgn.
Injectivité de f.

Soient y; et yo des éléments de R™ tels que f (y1) = f (y2). Supposons que s; soit surjective, alors
on dispose de x1, x5 tels que y1 = s1(x1) et yo = s1(x2) :

y1 = s1(z1) et Yo = 51 (x2)

Comme s; est un inverse a droite de f, on a :

r1 = fosi(z1)=f(y1) = f(y2) = fosi(z2) =22

Donc y1 = s1 (z1) = $1 (x2) = y2. Donc f est injective.
Il faut donc montrer que s; est surjective.

Surjectivité de s;.

On démontre cette assertion par un argument de connexité : on va montrer que s1(R™) est a la fois
ouvert et fermé dans R™ qui est connexe, c’est-a-dire que s; (R™) = R"™.

s1(R™) est fermé Soit (zy)

ke
continue, on obtient lim f o1 (xk
k—+0o0

telle que (sq (xy)),ey converge vers y € R™. Alors comme f est
= f(y). Si on suppose de plus s; continue alors on a s1(xy) =

\\./Z

T~
=z

s1(f(y)). Donc s1 (R™) est fermeé.

s1(R™) est ouvert (voisinage de chacun de ses points) Soient y € s; (R"). Il s’écrit y = s1(z)
pour un certain € R™. Comme df(y) est inversible, par le théoréme d’inversion locale on dispose
d'un voisinage ouvert U de x = f(s1(y)), et d’un voisinage ouvert V de y tels que f induise un C!-
difféomorphisme ¢ de V sur U. Si on suppose s; continue alors on dispose d’un voisinage ouvert U’
de z inclus dans U tel que s; (U') < V. Alors

s @) =07 (¢ (s @) =07 (f (s @))) =07 ()

Donc est ouvert comme image réciproque de U’ par ¢ qui est continue. Finalement y € s (U') < s1 (R™)
qui contient y. Donc s; (R™) est un voisinage de y. Finalement s; (R™) est ouvert, car voisinage de chacun
de ses points.

Donc, par connexité de R", s; (R™) étant ouvert, fermé et non vide, on a :

S1 (Rn) =R"
Il reste donc maintenant & démontrer la continuité de s;.
Continuité de s;

Soient z¢ € R™ on dispose de r tel que g € B(0,7 — 1).
Comme f est coercitive f~* ( B(O,r)) < B(0, R) pour un certain R
On a ||f o s(t,z)| = [[tz| < r, pour tout t € [0,1] et tout z € B(0,7). C’est-a-dire que 'on a :
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5([0,1] x B(0,7)) = f~Y( B(0,7)) = B(0, R)

Comme F est de classe C! sur B(0, R)2 qui est & la fois convexe et compact, elle y est K-lipschitzienne
(IAF) avec K := max | dF(z,y)|c-
(z,4)€B(O,R)”

Soit z1 € R™ tel que |21 — ol < 1. Par inégalité triangulaire on a 21 € B(0,r). On obtient ainsi :

t
0rs (u,x1) — 0¢s (u, xo) du
0

< J |F (x1,s (u, 1)) — F (20, s (u, z0))| du
0

s (&, 21) = s (8, 20)| =

t
< K ||z — x0|| +J K |s (u,z1) — s (u,zo)|| du
0

Finalement, en utilisant le lemme de Groénwall, on a :
s (8, 21) = s (£, 20)| < K |21 — o] €™
En particulier en ¢ = 1, on obtient que pour tout = € m, ona:
[s1(2) = s1 (z0)]| < Ke™ o — o

Comme xq est quelconque, sy est localement lipschitzienne sur R™, donc en particulier continue.

Conclusion

L’application f est injective, de classe C2, et sa différentielle est partout inversible. Donc d’aprés le
théoréme d’inversion globale f réalise un C? diffeomorphisme de R™ sur f (R") = R™.

Ceci conclut de prouver I'implication 2 = 1.
|
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THEOREME DE LEVY ET TCL [16]+]3]

II.D Théoréme de Lévy et TCL (209) (218) (228) (235) (250) (261) (262)
(266)

On énonce un lemme trés utile qu’on ne démontrera pas.

Soit x,, une suite de variables aléatoires réelles et soit X une variable aléatoire réelle. Alors il y a
équivalence entre les deux assertions suivantes :

(1) VfeCG)R,C)  E[f(Xn)] — E[f(X)]
(2) VfeCR,C)  E[f(Xn)] — E[f(X)]

Soit x,, une suite de variables aléatoires réelles et soit X une variable aléatoire réelle. Alors les

deux assertions suivantes sont équivalentes :
o
(1) X, =5 X ;

(2) Px, &g Px

Démonstration.

(1) = (2)
L’implication (1) = (2) est immédiate car on applique la définition de la convergence en loi :

VfeCy(R,C) E[f(Xn)] = E[f(X)],

avec la fonction ¢, : © — e® pour tout ¢ € R.

2) =)

On va montrer que pour toute fonction f € C§(R,C), on a E[f(X,,)] — E[f(X)]. Soit f € CJ(R,C) on
utilise la densité de la classe de Schwarz S(R) dans CJ(R, C). Alors pour tout ¢ > 0 il existe f. € S(R)
telle que | f — fo|o < e. Alors :

[ELf (Xn)] = ELF(X)]] < [ELf(Xn)] = E[fe(Xo)]| +[E[f=(Xn)] = E[f:(X)]| + [E[fo(X)] - E[f(X)]]-

kS ~ -~

~~ ~~

<e <e

11 suffit donc de montrer le résultat pour f € S(R).
Soit alors f € S(R). Par inversion de Fourier dans la classe de Schwarz, on a f € S(R) et :
f@) = 5= | fecag.
Donc il existe g € S(R) tel que f = J g(€)e™™ d¢. On a alors, par Fubini et convergence dominée puis
re-Fubini : :
BL 0] = B| [ a©e<ae| = [ o [ ag ~ [ g@r[eas — 5| [ aeac] - El7C0)

Ceci établit donc le théoréme sur la classe de Schwarz et on conclut par densité pour les fonctions conti-
nues nulles aux bords.

D’aprés le lemme on a alors la convergence en loi de X, vers X, ce qui conclut cette preuve. |
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Soit (Xp),,cn une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, identiquement distribuées,
et éléments de L2(Q2, F,P). On suppose en outre que Var (X;) # 0. Alors on a :

\/ﬁ (Xn —E [Xl]) n—é&-OON (O,Var (Xl))

Démonstration. Quitte a centrer et réduire les variables aléatoires, c’est-a-dire & remplacer X, par

X, —E[Xq]
Var (Xl)

D’aprés le théoréme de Paul Lévy, il suffit de montrer la convergence simple sur R de la suite de

on peut supposer que X,, centrée et réduite.

fonctions caractéristiques (<,0 Sn ) vers la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite :
neN*

N
12

t € ——

. Xp< 2)

Soit t € R. Pour tout n € N* comme X;,..., X, sont mutuellement indépendantes et identiquement
distribuées, on a :

e, 221 =E o (%))
e (i )

Or, comme X; € L. sa fonction caractéristique est de classe C2 sur R, de plus on a :

o'x, (0) =iE[X1] =0, %, (0) = —E[X}] = = Var (X;) = —1

o ()5 )

Or pour |al, |b] < 1 et pour tout n, on a :

Par Taylor-Young, on a :

n—1

(a —b) Z akpnk
k=0

la™ —b"| = < nla — b|.

2

Donc pour n assez grand ‘1 ™ <let:
n

de sorte que, d’aprés le lemme, pour tout entier n > IV, on ait :

2\" t\" 2\"
H-(1-—) |= ) —(1-=
0=(=5) |=lex () -(-5)

Y (P
X Vn 2n

N

§

-

<n
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Or ( — %)n —> exp (—%) = on(t) ou N ~ N(0,1).

n——+0oo

N CUS
D’ou 99371 5 oN. ]
n
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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE A TROIS TERMES DE LA SUITE DES LOG
ITERES

II.LE Développement asymptotique a trois termes de la suite des log itérés
(218) (223) (224) (226) (230)

. Up € Ri
ot { Upt1 = In (uy, + 1)

Le développement asymptotique & trois termes de u,, est :
2 N 21In(n) R 1
Up = =+ 2 — +o|=].
" n 3 n? n? n?

Démonstration. Soit ug € R¥ et soit u, défini comme dans I’énoncé.

Bien définie : In(1 + R%) < R¥ car In et strictement croissante et In(1) = 0.

Convergence : Par continuité de In si la suite (u,), converge alors elle converge vers un point fixe de
In(1 + ) i.e. vers 0.

Or par stricte concavité de In, on a : 0 < In(1 + z) < x pour tout réel z strictement positif.

On a donc que la suite (uy,), est décroissante et minorée par 0 donc converge.

Equivalent : soit cv # 0 :

ugy (1 - au?n + o(up) — 1)
_ % oyl a+1
2un +0(un )

_ somf - g1 -1 1
On prend alors o = —1 et on obtient : u,; —u,” ~ 3.
Ainsi la série de terme général u;il — u,, ! diverge grossiérement et par sommation d’équivalent dans

le cas divergent (et par télescopage) :
1 1 =, . n
— - — = Ui — Uy~ —.
w 1;0 k+1 Uk B
On en déduit donc :

Uy ~ —.
n

Deuxiéme terme : Un développement limité de u,1 est :

2 3
Un, n

2

% +O(ud).

n

Up41 = Up — +
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Alors :

n+l —

2 12
_ Ll +0 (u2)
2 12 "
En utilisant ’équivalent trouvé précédemment on trouve :
_1 4 1 —u, -2 -1

et = T T 0 T 1on T G

A nouveau par sommation d’équivalent dans le cas divergent et télescopage on déduit :

4 -1 n S —1 —In(n)
u. 7UO — 5 ~ Z — ~ .

Finalement

C’est-a-dire (apres factorisation par (%)_1 puis DL :

p 2, 2 <1n(n)> |

n 3n?2 n2
Troisiéme terme : On réinjecte ’expression que 1’on vient de trouver dans le développement limité que
I'on a effectué au début de la partie précédente et on trouve :
-1l 1 + 1 - _ln(n)
nEl T2 6n 18n2"

u.

. 1 . .
Or la famille <— 12(:2) ) est sommable par Riemann donc ses sommes partielles convergent vers une
n
constante cg. On a alors :

n—1

E 1 —1 1 2
(Uk l—uk —2—|—6k>—un1—u1 _§+6 %—>Co.
k=1

On a alors :

-1 _ "
n 2

|3

(1 tnt 460 40 (1))
(1+1n )+60)+0 (1))

21n(n) 1
3 n2 + +0 E .

S 31 31—/
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CARACTERISATION DE [' PAR LOG-CONVEXITE [3]

II.LF Caractérisation de la fonction Gamma d’Euler par log-convexité (229)
(239) (253)

La fonction Gamma d’Euler est :
RY — R%

+a
T Mj t*let dt
0

Soit F ’ensemble des applications f : R¥ — R* vérifiant :
) =1;

ii) pour tout x € R, f(z + 1) = 2 f(x);

iii) Inof est convexe (on dit que f est log-convexe).

Alors F = {T'}.

Démonstration.

Existence : la fonction Gamma est un élément de F

+00

i) I(1) = f e tdt=1.
0

ii) Par IPP justifiée par la convergence du crochet qui vaut 0, on a pour tout > 0 :

+00

+o0
Iz+1)= f tYet dt = [—t”e_t]gw + JTJ t* et dt = 2T (z).
0 0

()2
iii) La fonction T est C? donc I'application In ol est de classe C?, et (InoTl')” = FFF#
Soit & € R¥ . On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions ¢ — ln(t)t%1 e"z el? (R4, R)

etttz ez eL2(R.,R)etona:

~+00
['(z) = L In(¢)t* te™" dt
+00

=f 1n(t)t%4e_% xt T et dt
0

+oo 3 /4o 3
< (J In(t)*t" te™t dt) U trte dt)
0 0
=TI"(2)2T ()2

1l s’en suit I''T — (F’)2 > 0 et donc I'application In oI’ > 0, donc elle est convexe.

Unicité : T" est le seul élément de F
On sait maintenant que I' € F. On va montrer que tout élément de F coincide avec I" sur N*, puis sur
10, 1[ et enfin sur R¥\N.

Soient f e F et xeRY.

1¢" cas : z est un entier (strictement positif). Comme f et I vérifient i) et i), on a :

fl@) = (z =1l =T(z)

Ainsi f coincide-t-elle avec I" sur N*,
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24 cas : x €]0,1[. Notons g := Inof. Soit n € N*. Alors g est convexe par hypothéses, donc par le
lemme des 3 pentes, on a I’inégalité suivante :

gn) —g(n—1) _gln+z)—gn) _gn+1)—gn)

~ ~
1 x
~ ~~ - ~- -~ ~~ -
pente 1 pente 2 pente3

On fera un beau dessin du courbe convexe pour illustrer le lemme.

Ainsi on obtient In(n — 1) < M < In(n), puis :

0<g(n+z)—gn)—zln(n—1) < xln( n 1)
n—
Or, f vérifie ii) donc par une récurrence immédiate :

g(n+z) =In(f(n+x))
=ln((z+n—-1)f(zx+n—-1))

n n—1
( Hx+n—]>=g($)+ln<n(x+j)>
j=1 j=0
On obtient alors :

n—1

gin+x)—gn)—zln(n—1) =In(f(z)) +In (H(x—!—])) —gn) —zln(n—1)

J=0

=g(x)+1n (ﬁ(aj +])> —In((n =1 —In((n—1)%)

Jj=0

(n—1!(n—-1)*

n—1

[[+9)

=0

=g(z)—1In

Enfin, par le lemme d’encadrement (n — o0)

nln?
g@) = lm In(— "),
n—>+00 Hj:o(x +7)

puis par continuité de ’exponentielle :

nln®

f(z) = lim
n—-+0 H] O(JU —|—j)
Or cette équation est vérifiée par toute fonction de F, donc en particulier par I' € F et donc par
unicité de la limite, f et I' coincident sur ]0, 1].

3¢ cas : z €]1,+0[\N. Ecrivons  comme la somme de sa partie entiére |z| et de sa partie frac-
tionnaire d(z), c’est-a-dire = |z| + d(x) on, remarquons le, d(z) est élément de ]0, 1[. Par les deux cas
précédents, on a alors :

lz]—1
flx) = (z—j) fld(x)) = ( []@ j)> I(d(z)) = I'(x).
j=1

Au total, I'étude des trois cas donnent que les applications f et I' coincident sur R¥, ce qui achéve
de montrer I'égalite F = {T'}.
|
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III Développements mixtes

SIMPLICITE DE SO(3) [6]

IIL.A Simplicité de SO(3) (103) (106) (108) (158) (161) (204)

Tout élément de SO(3) est O(3)-semblable a une matrice de la forme :

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

\

Démonstration. Soit g € SO(3). Alors comme g préserve la norme, si g admet une valeur propre réelle
alors c’est +1. En effet ||g(x)| = |z| en particulier pour 2 un vecteur propre associé & une valeur propre
réelle.

De plus comme deg(x,) = 3, 'endomorphisme g a nécessairement une valeur propre réelle.

Si A est une valeur propre complexe de g, alors comme X, € R[X], nécessairement \ est aussi valeur
propre de g et les valeurs propre de g sont alors : 1, \, A avec A € U car alors det(g) = £A\ = £|\|?.

Au total, on a donc : B
SpC(g)e {(171a1)7(1771a71)7(1a/\7>‘) / AEU}

Dans tous les cas on a donc 1 est valeur propre de g. Soit alors w un vecteur propre associé. Soi F' =
(Ru)t = Vect(v,w). Alors F est stable par g, en effet soit z € F, alors

(u, g(2)y = (*g(u),2) = g7 (u), 2) = (u, 2) = 0

Donc g induit un endomorphisme sur F. De plus, cet endomorphisme est de déterminant 1 et conserve la
norme. C’est donc un élément de SO(2), ¢’est-a-dire une rotation du plan F. Donc sa matrice dans une
cosf) —sinf

certaine base de F' est .
sinf  cosf

) . Ceci conclut la preuve du lemme. |

Le groupe SO(3) est simple.

Démonstration. Soit H <1.SO(3) un sous-groupe distingué non trivial de SO(3). Montrons qu’il s’agit du
groupe en entier.

SO(3) est connexe par arcs. En effet, si g € SO(3), alors on dispose de P € O(3) tel que g = PRyP~!
ou Ry est définie comme dans le lemme précédent. Alors 'application :

[0,1] — 503
t > PRyP™!

est une application continue reliant I3 et g. Ceci prouve la connexité par arcs de SO(3).

Soit h € H un élément non trivial. On considére 'application

S0(3) — R
79— Ti(g.h)
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L’intervalle ¢(SO(3)) L’application ¢ est continue comme composée d’application continue, donc
»(S0(3)) est connexe comme image continue d’un connexe. C’est donc un connexe de R, donc convexe
et donc c’est un intervalle.

D’une part ¢(I3) = 3.
D’autre part Vg € SO(3) ¢(g) = 1+ 2cosa pour aangle de g (cf lemme). Donc Vg € SO(3) ¢(g)

N

3.

Comme de plus SO(3) est compacte, p(SO(3)) est compacte comme image continue d’un compact.
Donc ¢(SO(3)) = [a, 3] avec a < 3.

Le centre de SO(3) est trivial. Soit hg € Z(SO(3)). Soit D une droite de R? et soit g € SO(3) une
rotation d’axe D. Alors D est une droite propre de g associée a la valeur propre 1.

Comme hg o g = go hg, on a hg stabilise D. Par suite hy stabilise toutes les droites de ’espace. Donc
sp(ho) € {(1,1,1),(1,—1,—1)}. Supposons que sp(hg) = (1,—1,—1) et soient alors u un vecteur propre
pour la valeur propre 1 et v un vecteur propre pour la valeur propre —1. Alors ho(u+v) = u—v. Comme
u et v ne sont pas colinéaires, hy ne stabilise pas la droite u + v. C’est absurde.

Donc Z(S0(3)) = {I3}.

La borne a < 3.

a=3=VYgeSO3) ¢(g) =Tr(ghg*h ) =3
= VYge SOB3) 1+2cosf =3
— YgeSO3) 0=2rZ
—Vge SO(3) ghg'h™t=1I3
= Vge SOB3) gh=hg

— he Z(SO(3)) = {I5}

C’est absurde. Donc a < 3.

Construction d’un retournement. On considére § / 1+ 2cosf = a. On peut supposer 6 € [0, 7].
De plus l'application cos est décroissante sur [0, 7], donc :

VneN / o<l <9 on a : 3>1+2cos(z>>a.
n n

Soit g, € SO(3) tel que ¢(gy) = 1+ 2cos (Z). On définit alors hy, = [gn,h]. C'est donc une rotation
d’angle 7/n suivant un certain axe. Il s’en suit que A’ est une rotation d’angle n x w/n = 7, c’est-a-dire
un retournement.

Comme H est distingué et h € H, on a h, = (gnhgrjl) h~' € H et donc H contient un retourne-
ment.

Les retournements sont conjugués et engendrent SO(3). Soit h € H un retournement et soit
D son axe. Soit k € SO(3) un retournement et soit A son axe. On considére g une rotation telle que
g(D) = A. Alors ghg™! € H <1 SO(3) et c’est une rotation d’angle 7 et d’axe g(D) = A (principe de
conjugaison), c’est-a-dire que ghg~! est un retournement d’axe A. Donc ghg™! = k.

Il s’en suit que H contient tous les retournements. Or SO(3) est engendré par les retournements. Donc
H = 50(3). |
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LEMME DE MORSE [13]

III.B Lemme de Morse (157) (170) (171) (214) (215) (218)

Soit Ag € S, (R) ([ GL,(R), alors il existe un voisinage V de Ag dans S, (R) et une application

V - GLu(R)

A o I de classe C! telle que pour tout A€V on ait A = *MAM.

Mp(R) —  S,(R)

M s IMAGM Alors v est différentiable en I et

Démonstration. Soit ¢ :

dyr.H = tHA() + AgH = t(A()H) + AgH € SH(R)

L’application di; est une application linéaire et im(d+r) < S, (R).

Or son noyau est {H € M, (R) | AgH € A,(R)} = A;'A,(R), c’est un espace vectoriel de dimension
n(n —1)/2. Donc, en vertu du théoréme du rang son image est de dimension n(n + 1)/2 = dim S, (R), et
donc di(I) est surjective dans Sy, (R).

On pose alors xy = ¢p la restriction de ¥ & F = {H € M,(R) | AgH € S} (c’est un supplémentaire
du noyau dans M,,(R)).

Alors x est injective sur son domaine de définition (par construction) et comme

M (R) = ker(di;) D F.

on obtient dy; réalise une bijection de F' sur S, (R), c’est-a-dire dy est inversible.

De plus, x est de classe C! (et méme de classe C*) comme restriction d’une application de méme ré-
gularité : en effet ¢ est de classe C* car polynomiale en les coefficients de M.

Par théoréme d’inversion locale, on a un voisinage U de I dans F' (quitte & restreindre U, on le choisit
inclus dans GL,(R) qui est un ouvert dense contenant I) tel que x : U — x(U) =: V réalise un
Cl-difféomorphisme de U sur V = x(U). De plus V est un voisinage de x(I) = Ag dans S, (R)

Ainsi pour tout A dans V, il existe un unique M € U (inversible) tel que A = x(M) = ‘MAyM et
A+ M est de classe C!. |

Lemme 44: Lemme de Morse

Soit f : U — R une fonction de classe C? sur un ouvert U de R™ contenant I'origine. On suppose
que 0 est un point critique quadratique non dégénéré de f, c’est-a-dire df(0) = 0 et d?f(0) non
dégénérée de signature (p,n — p).
Alors il existe un C!-diffeomorphisme = +— u = ¢(z) entre deux voisinages de 'origine dans R" tel
que ©(0) =0 et

F@) = FO) =+ 4y — el

\.

Démonstration. On écrit la formule de Taylor avec reste intégral au premier ordre pour f, pour z € Vj
voisinage de O :
fa) = f(0) + ‘2Q(z)z,
ou .
Qlz) - f (1= £)d f(tz)dt.
1 0

Alors on a en particulier Q(0) = f

1
(1 —t)d®f(0)dt = §d2 f(0) est une forme quadratique non dégé-
0

nérée.
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Par le lemme précédent, on dispose donc de M(z) € GL,(R) de classe C! en z telle que pour x voisin de
0, on ait :
Qz) = "M(zQ(0)M ().
En posant y = M (z)z , il vient :
f) = £(0) = "yQ(0)y.

Or la signature de Q(0) est la méme que celle de d2f(0) : (p,n — p). Donc par changement de base
(théoréme d’inertie de Sylvester) on dispose de A € GL,,(R) telle que

Q(0) = tA( Iy >A.
In_p
Finalement, en posant u = Ay, on obtient la formule annoncée :

f(@) = £0) = (A)QUO)(AY) = uf + -+ =y — -+ —

Il reste donc pour conclure & montrer que v : x +— u = AM (x)z est un C!-difféomorphisme.

On a que v est de classe C' car x — M (x) l'est et que le produit de matrices et de vecteurs est de
classe C*.
De plus dvg : k — AM(0)k, c’est-a~dire dvyy = AM(0) € GL,(R)

Par théoréme d’inversion locale, on obtient alors que v réalise un C!-difféomorphisme entre deux
voisinages de l'identité de R™. |

Ce théoréme nous dit que pour une forme quadratique non dégénérée, les formes quadratiques
assez proche lui sont équivalentes.
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GRADIENT A PAS OPTIMAL [3]

III.C Gradient a pas optimal (157) (162) (219) (226) (229) (253)

Pour tout x € R™, on a :

Vo(x)=Ax —b

Démonstration. On va calculer la différentielle de ¢ en = € R™.
Soit x € R™. Pour tout h € R™, on a :
1
d(x +h) = 5<:c+ h,x + hya — txb —"hb

1 1 1 1 . ‘

= §<m,x>,4 + §<m,h>A + §<h, THa + §<h,h>A —‘xb—"hb
1 1

= 5llzl + <@ hya+ 5lhla - b —"hb

¢($)+<:r7h>A—thb+‘ o (Il

|h]|—0

On en déduit la différentielle de ¢ en = appliquée a h :
do(h) = (x,hya — "hb = (Ax,h) — (h,by = (Az — b, h)

Or d¢, est une forme linéaire continue sur R™ qui est un espace de Hilbert donc par théoréme de
représentation de Riesz, le gradient de ¢ en = est défini de maniére unique et donc on peut l'identifier
trés simplement dans I'expression de d¢, (h). [ |

Lemme 47: Inégalité de Kantorovitch

=l Mah

vz € R™\{0} >
lzlZ 2%~ (An + A1)?

Démonstration. Soit x € R\{0}. Par le théoréme spectrale, A est diagonalisable en base orthonormée.
Notons (eq,...,e,) une base de vecteurs propres avec e; vecteur propre pour A;. On a alors que e; est
vecteur propre de A~! pour la valeur propre )\i On désigne par x; la i coordonnée de x dans la base

(e1,...,€pn). On a donc : i

|
=
&
&
=
>/||_\
N&w

|z allz]a-r =
i=1 i=1""
S e [ $ A
A %
AL\ 5 An b Y
Donc en utilisant 'inégalité de Young trivialisée avec p = ¢ = 2, on a

C’est-a-dire :

T S VS VR
1 K< = — — — -
elalelaes < 45 25 (54 5) o ®)
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t
An

; . . [Alv A'rL] - R
Or l'application g { ' o + A
Or on a que :
A
90) =1+ = = g(An).
n

Donc par convexité de g on obtient :

Ve [\, Al gla) <1+ ;i

n

Et comme toutes les valeurs propres sont dans 'intervalle [A1, \,,] on a donc :

MMM

N, T St

En réinjectant 'inégalité (4) dans U'inégalité (3), on obtient finalement :
1 /A M) v o
I TV SR Y

1 [ AN s
=4[22+ =
s (1 5 lel

(i) L’application ¢ atteint son minimum en Z et en Z seulement.

(ii) Soit a € R™\{Z} et soit (zx)ken la suite définie par :

o =a
[Vo(zi)? . _
————5 SIIp FT
ar =19 [Vé(zi)l%
0 sinon

Try1 = T — V()

converge vers T et

o e (A=
Vk e N ”Ik-',-l —Ir< )\71 <)\n+>\1) Hl‘o — l‘“

Cette méthode est appelée méthode du gradient a pas optimal.

A, est convexe comme somme de deux applications convexes.

On remarquera que le premier item justifie I'intérét de considérer le gradient de I'application ¢.
En effet la résolution du systéme linéaire Az = b revient & minimiser ¢ (c’est ce premier item qui
nous le dit). Or en un point y € R"™, si Vo (y) # 0 alors il indique le sens dans lequel ¢ croit le
plus vite.

Etant donné le point zy, il est donc naturel de chercher le terme x4, sur la droite affine dirigée
par Vo(zy) et passant par x; (on notera que si le gradient est nul alors x; = #} et on prend

R — R
alors x = x1). En fait I'application f : atteint son minimum en
k+1 k) Pp f t ¢(xk —tV(b(l'k))
_ Ve)l®

Y = Ve(@n)3

Démonstration de la remarque. On démontre I’assertion

2
"En fait 'application f : Hf - I(Ef(x V() atteint son minimum en ay = %."
— k— k A
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Soit t € R toujours en invoquant la démonstration de la proposition III.C, on a :

F(8) = 6(rx) — tCAck — b, Volan)) + Vol
= d(ex) — VORI + = V(I

et le résultat provient de I’étude de ce trindme du degré deux. Ceci explique la définition de xf 1. Enfin, on
notera que la dérivée de f s’annule en «aj, par minimalité de f. Donc on obtient la relation d’orthogonalité :

(Vo(zp41), Vo(ar)) = 0. (5)
|

On représente ce qu’il se passe géométriquement dans la méthode du gradient & pas optimal :

Et une "vue du-dessus" donne :

// gt ~ L
< Yo

]
i
[
\
]
3
il

R i
e —

La droite (2, zk+1) est tangente a la ligne de niveau de ¢ en xy1.
NB : les lignes de niveau de ¢ sont des sphéres pour la norme | - || 4.

On justifie le choix d’obtenir xy,1 & partir de x en déplacant le point dans le sens opposé a celui
donné par le gradient car la premiére maniére d’interpréter le gradient est que géométriquement,
il donne le sens de plus grande augmentation.

Démonstration du théoréeme. 1. Pour démontrer ce premier point on convoque directement la démons-
tration de la proposition III.C. Dans le cas particulier ot = Z, pour h # 0 on a :

8z +h) = (@) + g |Al4 > 6(2)

2. On laisse de co6té le cas trivial ot pour un entier p on a x, = z. Pour alléger les notations, on pose
gk = Vo(zy).

Soit pe N. On a :
lzp+1 — Zlla = CA(@ps1 — &), Tpi1 — Tp) + {A(Tpr1 — T), 2p — T).

Or A(xpt1 — ) = Azpy1 — b = gpy1 €t Tpp1 — Tp = —apgp. Donc en utilisant la relation 5 on
obtient :
(A(xps1 — Z), Tpy1 — xp) = 0.
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En utilisant la symétrie de A, il s’en suit :

|pr1 = Zla = CA@ps1 — xp), p — ) + (A2 — T), 2p — T)
= (Tp+1 — Tp, A(p — T)) + 2 — 7%
= {—apgp, gp) + lzp — j“i&
lgl?

= + llzp — 7[5
lgl% "

Mais par ailleurs
lzp — xﬂi = (A(zp — 7),7p — 7) = (A(zp — T), A_IA(xp —Z)) = H9pH,24—1

et donc

_ ngH4 _2
g — 24 = (1— lz, — 2 ©)
pi1 =2l AT A

lgp H4

L’heure est venu d’utiliser notre lemme technique III.C : I'inégalité de Kantorovitch a TSI
plallgpll’y—

On obtient ainsi : .
”gPH > ATLAI

lgplZlgpl%-1 ~ (A1 + An)?

11 en résulte (en utilisant les identités remarquables

(R o P Y U
AT Ou+ A2 )~ Gt 002

En réinjectant dans (6), il vient :

An — A1

m”% — 7| a. (7)

[2p41 — Z]a <

et en itérant (7), on a donc :

_ A=A\
foper = ala < (255 ) loo—ala
n

Enfin en utilisant que 'on a v/Ai|| - | < [ - a < /A -], il vient :

_ An A’rL - )\1 Pt _
|lzps1 — 2| < SO |lzo — 2.

Et cette derniére inégalité assure la convergence géométrique de la suite () versZ et conclut ainsi
la preuve.
|
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THEOREME DE PERRON-FROBENIUS ET APPLICATION AUX CHAINES DE
MARKOV [1]4[11]

III.D Théoréme de Perron-Frobenius et application aux chaines de Markov
(153) (206) (226) (261) (262) (264)

On a les encadrements suivants pour le rayon spectral de A :

n n
min Z a; i | < max Z
1<i<n i | < PUA) < 1sisn \ & 3

j=1

n n
min Za'» < p(A) € max Zau
1<j<n \ & = )\1<j<n =

= =

De plus, S’il existe x € R™ strictement positif et «, 8 dans Ry tels que ax < Az < Sz[resp.
ar < Az < Bz, on a alors a < p(A) < [resp. a < p(4) < 3.

\

Démonstration. Pour le premier point, on peut écrire :

On sait déja que p(A) < 4]l = max Z a;j. On note a; = >

j—1@ij pour 1 <@ < neta =

lgljg (o;) . Pour a = 0, le résultat est ev1dent. Pour a > 0, on a «; > 0 pour tout 7 et la matrice

IKN

B = ((O%a”)> est telle que 0 < B < A, Z;'L=1 b; ; = o pour tout ¢ compris entre 1 et n, ce qui
i 1<i,j<n

nous donne « = p(B) < p(A4) .

En raisonnant avec ' A, considérant que p(*A) = p(A) et|*Al, = || A|1, on obtient le deuxiéme encadre-
ment.

Pour le second point, 'encadrement ax < Az < Sz équivaut a ax; < (Az); < Bz; pour tout ¢ compris
entre 1 et n, ce qui entraine :

. (Ax), Ax
a < mln( )lép(A)é max( )Zéﬁ.
1<isn x4 I<isn 5
On procéde de méme pour les inégalités strictes. |

Soient A € M,,(R) strictement positive et x € C"™ un vecteur propre non nul associé a une valeur

propre A telle que [A| = p(A). Dans ce cas, p(A) est valeur propre de A avec |z| comme vecteur
propre associé, ce vecteur étant strictement positif et il existe un réel 6 tel que x = e’9|x|.

Démonstration. On a p(A) > 0 du fait que A > 0 par le premier point du lemme précédent. De Az = Az
avec |A| = p(A) , on déduit que p(A)|z| = |Az| < |A]|lz| = A|z|,donc y = Alx| — p(A)|x| est positif. Si ce
vecteur est non nul, on a alors Ay > 0 car A est strictement positive. En effet, pour un certain & on a
alors y, > 0 et il en résulte alors que pour tout i, comme A est strictement positive et y est positif, on a :

Z ;Y5 = Qi kY > 0.

Ceci signifie qu’en notant ' = Alz|, on a p(A)z’ < Az’ avec 2’ > 0 (le vecteur x est non nul en temps
que vecteur propre) qui entraine que p(A4) < p(A) par le deuxiéme point du lemme précédent. C’est
impossible. On a donc y = 0, ou Alz| = p(A)|z|, ce qui signiﬁe que p(A) est valeur propre de A avec |z|
comme vecteur propre associé. En écrivant que |z| = A\x| on déduit que |z| > 0. De plus :

Alz| = p(A)|z| = I/\xl = [Ax,
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c’est-a-dire :
n

2 Q4,5 j

Jj=1

Vi e [[l,nﬂ, Z \am-acj| =
j=1

Il s’agit d’un cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire, donc tous les a; jz; ont le méme argument. Ainsi
il existe 0 €] — m, 7] tel que :

Vke[1,n] Vje[l,n] ar;r; = €% ay ;|x;).
En simplifiant par aj ; des deux cotés de 1'égalité (on peut le faire car A > 0), on a :

x = ez,

Si A e M, (R) est strictement positive. Alors :
(i) p(A) est 'unique valeur propre de A de module maximum;
(ii) Pespace propre associé a p(A) est une droite vectorielle engendrée par un vecteur strictement
positif ;
(iii) p(A) est valeur propre simple de A.

Démonstration. (i) Si A est une valeur propre de la matrice A telle que |A| = p(A) et si z est un vecteur
propre non nul associé, on a alors x = e*|z| avec A|xz| = p(A)|z|. Le rayon spectral p(A) est donc
valeur propre de A. De plus, avec :

Az = Az = A (e”]z]) = e Alz| = " p(A)|z| = p(A)z

on déduit que Az = p(A)zx avec x # 0, et A = p(A4) .
Donc p(A) est 'unique valeur propre de A de module maximal.

(i) En notant £, 4) I'espace propre associé a la valeur propre p(A) , tout vecteur non nul = dans E,(4)
est tel que || > 0 par le lemme précédent, et aucune des composantes de x n’est nulle. S’il existe
deux vecteurs z,y linéairement indépendants dans E,(4), le vecteur z = x1y — y12 est alors non
nul (linéaire indépendance) et dans E,4) avec z; = 0, ce qui est exclus. On a donc que x et y sont
linéairement dépends. Comme ils sont quelconques dans F,(4), on en conclut dim (Ep( A)) =1;et
donc E, 4y = Vect(|z|)

(iii) Pour n = 1, il est clair que p(A) est valeur propre simple de A. On suppose donc que n > 2. Si
la multiplicité (algebrique) de p(A) comme valeur propre de A est m > 2, alors en se donnant un
générateur x > 0 de 'espace propre E,(4) (de multiplicité géométrique 1), il existe y € C™ linéairement
indépendant de x tel que Ay = x + p(A)y (la matrice A est semblable & une matrice de la forme

En notant 7 le vecteur conjugué de y dans C", on a
Ay = Ay =z +p(A)y =z + p(A)7

puisque A et x sont réels.
Le vecteur z = 1(y +7) = R(y) est alors réel et Az = z + p(A)z.
Comme z > 0, il existe un réel a > 0 tel que v = z + ax > 0. Alors :

Av=Az+aAx =z + p(A)z + ap(A)x =z + p(A)v > p(A)v.

Ceci nous donne p(A) > p(A) par le second point du premier lemme technique précédent. Cest
impossible. Donc p(A) est valeur propre simple de A.
|
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Si (X,,) est une chaine de Markov de matrice de transition ergodique (i.e. 3n € N P™ > 0), alors
il existe une unique loi invariante :

= (WTw 7”7\7)
(i.e. 7*P = 7*) et
¥
P* — P* = o
n—+a0 .
¥

et pour toute mesure de probabilité 7(%) la suite des itérées 7(") = 7(0) P converge vers 7*.

Démonstration. Comme P™ > 0 et que p(P) = 1, il existe une probabilité invariante 7 pour P"™. Mais 7
est aussi une probabilité invariante pour tout & = n puisque

Ly
prtl = ppr = : Ci ... COn | =(LiC)) i jepny?
Ly
et Cj > 0 pour tout j € [1,N] et },; L;; = 1 pour tout i € [1, N]. Par Perron-Frobenius. L’espace
propre de P™ associé a la valeur propre 1 est de dimension 1. Mais Px = x entraine P"z = z. Donc

E,(P) < E{(P™). De plus, P1 = 1. Donc E{(P) = E1(P™).
On écrit alors la décomposition de Jordan de P :

1
I
P=Q 1 Q™
I,
avec |\;| <1 car p(P) = 1.
Donc on a
1
0
P*—P*=Q . Q.
0

Donc P® est stochastique et de rang 1. Il en résulte que 'on peut écrire :

7T*

P* = :
o

ou 7* est une mesure de probabilité.

Ceci équivaut & P® =1 -7*. Il s’en suit :
7* P = o*1g* = ¥
car 71 = ). m¥ = 1 puisque P* est stochastique.
Mais P® = PP%. Donc :
7* = 7*P® = 7*PPP = 1*P.

D’oti, comme la dimension de I’espace propre associé & la valeur propre 1 est 1, 7* est 'unique mesure
invariante qui soit une mesure de probabilité.

N
Enfin, soit 7(°) une mesure de probabilité quelconque, 7™ = 7O P — 7y P® = ry17n* = Z WJ(-O)T('*.
Jj=1

N
Or 7(9) est une mesure de probabilité. Donc Z TJ(»O) =1let 7™ — 7*. |
j=1
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DISQUES DE GERSHGORIN [6]

III.E Disques de Gershgorin (144) (153) (204)

Si (Pg)k est une suite de polyndmes unitaires de degré n qui converge vers P (dans C[X]), alors,
pour la topologie de la norme, et a réarrangement preés, les racines de Py convergent vers les racines
de P.

Démonstration. On procéde par récurrence pour montrer cette proposition :

— le cas = 1 est immédiat, P, = X — A% > P =x -\
— supposons la proposition vraie au rang n, montrons la pour le rang n + 1.

On note )\gk) = argminycgae(p,) (A1 — AF)]). Alors :

P = (X = A7)Qu(X) P = (X = M)Q(X)

ol (Qy) est une suite de polynomes unitaires de degré n. Montrons que @y converge vers Q.
()

On note a,, ag,]f)’bm’b”” les coefficients de P, Py, @, Q. On a lors les relations suivantes :

a®) = )~ AP

Gm, = b — A1bpy

Alors une récurrence descendante donne :

k k k k n—m—1 )\ ™
bsr]f)=afn)+1+)\(1 )afn)ﬂJr...Jr(/\g )) aglk)Jr()\g ))
b = Gmt1 + AMAmy2 + -+ )\?_m_lan + AT
Or on sait que l'on a convergence de la suite a't) vers am, par convergence de Py vers P, de plus

k
)\g ) converge vers Aj car

n+1
A = < [T = Ml = [P — [P =0

j=1

Donc on obtient finalement la convergence de bﬁ,’? vers by,, c’est-a-dire la convergence de Q) vers
Q. Par hypothése de récurrence, on conclut alors la preuve de cette proposition.
|

Soient C; les composantes connexes de D(A) et soient n; le nombre de disque de Gershgorin dans
C;. Alors C; contient exactement n; valeurs propres de A.

Démonstration. On considére I'application continue :

v [07 1] - MTL(C) ol ai,j(t) _ { (7% sij=1

t o~ (ai;(?) ta;;  sinon

Alors

7(0) = et 1) =A

Qp.n
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On note n = (ny,...,n,) définis dans le théoréme et on défini A}, = {keN" / ki +---+ k. =n}.
On définit enfin :

& ={te[0,1] / Cj contienne exactement k; valeurs propres de 7(t)}.

On a alors

[0,1] = | | &

kehy,

On va montrer que & est fermé pour tout k, et alors par connexité de [0,1] (comme l'union sera une
union disjointe de fermé qui partition le connexe [0, 1]), tous les & seront vides & exception d’un seul :
&, 30.

Soit k € A}, on démontre la fermeture par caractérisation séquentielle.

Soit (tp)p une suite d’éléments de & qui converge vers t € [0, 1]. Montrons que t € &.

On note )\gp)’ ceey )\%p) les valeurs propres de y(t,) et A1,..., A, celles de (¢).

Par continuité des valeurs propres (proposition précédentes) et ouverture des composantes connexes (elles
sont en nombre fini), on dispose d’un entier NV tel que pour tout entier p > N si \; € C; )\l(p) € Cj. Onen
déduit ainsi ¢t € &, et donc & est fermé.

Au total
[Oa 1] = 5@

et donc chaque composante connexe de D(A) contient autant de valeurs propres de A que de disques de
Gershgorin de A. [}
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