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1. EXERCICES

Exercice 1. (Solution)

Soit f Pendomorphisme de R? dont la matrice dans la base B = (e1, es) est <2 _3).

1 0
(1) Calculer f(el)a f(62)7 f(el + 62)'
(2) On se donne la base B = (€, ¢€}) ou €] = e; + ey et €, = e; — ey. Quelle est la
matrice de f dans la base B’ 7
(3) Soit g 'endomorphisme défini par g(u) = 2u pour tout u € R?. Quelles sont les
matrices de g dans les bases B et B’ ?
(4) Quel est le noyau de f 7 De g 7

Exercice 2. (Solution)
Les questions sont indépendantes.

(1) Soit D; et Dy deux droites de R?, & quelles conditions a-t-on R? = Dy @ Dy ?

(2) Soit Dy, D et Ds trois droites de R?, a quelles conditions a-t-on R®* = Dy @® Dy® D3
? Donnez un exemple simple de trois droites qui ne sont pas en somme directe.

(3) Soit dans C™ les sous-espaces suivants : U = Vect((1,...,1)) et V = {(xy,...,2,) |
Yor ., x; = 0}. Montrez que C" = U @ V. Pour tout & = (21,...,2,) € C",
déterminez Ty € U et Ty € V tels que ¥ = Xy + Ty .

(4) Soit p un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E tel que p*> = p. Montrez que
E = Ker(p) @ Im(p).

Exercice 3. (Solution)

Soit R3[X] l'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a
3. On rappelle que R3[X] est un R-espace vectoriel, de base B = {1, X, X2 X3}. Soit
f: R3[X] — R[X] l'application définie par :

f(P)=(X?—-1)P" —2XP' 4 2P.

(1) Montrez que f est linéaire, puis que Im(f) C R3[X]. On considére désormais f
comme une application linéaire de R3[X] dans lui-méme.

(2) Ecrire la matrice de f dans la base B.

(3) Déterminez la dimension et une base du noyau de f, ainsi que de 'image de f.

(4) Soit Q(X) = X3 —3X + 1. Déterminez f~1(Q).

Exercice 4. (Solution)
Soit f: R™ — R™ définie par : f((x1,...,2,)) = (0,21,...,Tp_1).
(1) Montrez que f est une application linéaire.
Déterminez la matrice de f dans la base canonique de R™. Est-elle inversible ?
Déterminez Ker(f) et Im(f).
Montrez que f™ =0 (on dit que f est nilpotente).

)
(2)
(3)
(4)



Exercice 5. (Solution)

Les résultats suivants sont & connaitre, ils font partie du cours d’Algébre Linéaire 1.
Exercez-vous a les redémontrer, vous les réviserez ainsi que les notions de base sur les
espaces vectoriels. Soit F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, et soit
f : E — F une application linéaire.

(1) Soit Ker(f) = {@ € E | f(@) = 0}. Montrez que Ker(f) est un sous-espace
vectoriel de E.
(2) Soit Im(f) = {f(@) | @ € E}. Montrez que Im(f) est un sous-espace vectoriel de
F.
(3) Montrez que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.
(4) Montrez que f est surjective si et seulement si Im(f) = F.
(5) Montrez que si f est bijective alors dim(FE) = dim(F) (appliquez le théoréme du
rang).
(6) Montrez que si U est un sous-espace vectoriel de E alors f(U) est un sous-espace
vectoriel de F'.
(7) Montrez que si V est un sous-espace vectoriel de F alors f~1(V) = {4 € F |
f(u@) € V'} est un sous-espace vectoriel de E.
(8) Soit U un sous-espace vectoriel de E' et soit (eq, ..., e) une base de U.
a) Montrez que (f(e1),..., f(ex)) est une famille génératrice de f(U).
b) En déduire que dim(f(U)) < dim(U).
c) Montrez que si f est injective alors dim(f(U)) = dim(U).

Exercice 6. (Solution)
Soit A : C[X] — C[X] l'application définie par A(P) = P(X +1) — P(X).

(1) Montrez que A est une application linéaire.

(2) Soit C,[X] 'ensemble des polynémes de degré au plus égal a n. On rappelle que
C,,[X] est un C-espace vectoriel, de base {1, X, ..., X"}. Montrez que la restriction
de A a C,,[X] est une application linéaire de C,[X].

(3) Déterminez la matrice de A,, dans la base {1, X, ..., X"} de C,[X].

(4) En déduire le rang de A,,, puis son noyau et son image.

Exercice 7. (Solution)

Soit w une racine 5-iéme de 'unité dans C, avec w # 1. Soit C4[X] le C-espace
vectoriel des polynéomes de degré au plus égal a 4 et soit B = {1, X, X% X3, X*}. Soit F,
I’application linéaire :

F, :CX] = C°
P (P(1), P(w), P(w?), P(w®), P(w"))

(1) Donnez la matrice de F,, lorsque C[X]; est muni de la base B et C® de sa base
canonique.

(2) Montrez que son déterminant est non nul et en déduire que F,, est un isomor-
phisme.

(3) Montrez que F;' = $F,-1.



2. SOLUTIONS

Solution 1. (Enoncé)
(1) L’image de e; par f se lit sur la premiére colonne, ainsi f(e;) = 2e; + e3. De méme
f(e2) = —3e;. Par linéarité de f, il vient : f(e; +ea2) = f(e1) + f(ea) = —e1 + ea.

(2) 1l s’agit d’exprimer f(e}) et f(e)) dans la base B'. Or,
f(e'l) = f(@l + 62) = —e1tey = —6/2
et,

/ / / /
e;tey, el —e—2

f(ey) = fler) — f(e2) =2e1 +ex+3e; =5e; + e, =5 5 5

= 3¢} + 2¢h,.

-1 2

On peut utiliser la formule du changement de base, si P désigne la matrice de passage de
la base B vers la base B’, alors :

Donc la matrice de f dans la base B’ est ( 0 3).

B =P AP

(3) La matrice de g dans les bases B et B’ est <(2) (2)>’ car g(e;) = 2e; et g(e}) = 2¢; pour
ie{1,2).

(4) En utilisant la matrice de f dans la base B, trouver le noyau de f revient a résoudre

le systéme AX =0 avec A = G _03) et X = (;) Ce systéme est :

20 — 3y =0
z=0

qui a pour unique solution (0,0). Donc ker(f) = {(0,0)}. De méme, ker(g) = {(0,0)}.

Solution 2. (Enoncé)
(1) Comme dim(D;)+dim(Dy) = 141 = 2 = dim(R?), on a R? = D, @ D, si et seulement
si D1 N D2 = {O}

(2) Comme
dim(D,) + dim(Dy) + dim(D3) = 1 + 1+ 1 = 3dim(R?),
on aR3 = D; ® Dy @ Ds si et seulement si
D1 ﬂ <D2 + D3> - DQ ﬁ (Dl + Dg) - D3 ﬂ (Dl + Dg) - {O}

Dans R?, les droites D; = Vect(1,1,0), Dy = Vect(0,0,1) et D3 = Vect(1,1,1) ne sont
pas en somme directe (car D3 C Dy + Ds) bien que l'on ait Dy N Dy N D3 = {0}.

(3) L’espace U est une droite vectorielle non nulle, donc est de dimension 1. L’espace V' est
un hyperplan car c’est le noyau de la forme linéaire non nulle ¢ : (21,...,2,) — > o, 2
donc V est de dimension n — 1. Il suffit alors de prouver que U NV = {0} pour avoir
C"=U@a® V. Soit alors ¥ = (21,...,2,) € UNV, comme ¥ € U, il existe A € C tel que
#=A1,...,1) donc z; = A pour tout 7 € [I;n]. OrF€ Vdonc ) ! 2, =0=>" A=
nA donc A\ = 0 et finalement & = 0 et cela conclut.



Soit & € C", et cherchons Xy € U et &y € V tels que ¥ = ¥y + Zy. On sait que Ty est
de la forme (A,...,\) pour A € C, et qu'en notant Zy = (y1,...,y,) ona y ., y; = 0.
Comme on doit avoir pour tout ¢ € [1;n], z; = A + y;, en sommant de i = 1 & n ces

inégalités il vient :
in = ZA+Zyi =n\
i=1 i=1 i=1

donc \ = % et y; = x; — A pour tout i € [1;n] et on a bien trouvé la décomposition
voulue.

(4) Le théoréme du rang donne dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(E) donc il suffit de

prouver que ker(p) N Im(p) = {0}. Soit & € ker(p) N Im(p), alors comme Z € ker(p),

p(Z) = 0. De méme, comme 7 € Im(p), il existe 4 € E tel que z = p(#1). On a alors
T=p@) = p(@) =p(p(#1) = p(@) = 0

et cela conclut.

Solution 3. (Enoncé)
Soit (Q, P) € R3[X]? et A € R, alors :

FOP+Q)=(X*-1)(A\P+Q)" —2X(A\P+ Q) +2(\P+ Q)
=(X2-1DAP"+ Q") —2X(\P' + Q') —2(A\P + Q)
=A(P)+ f(Q)
donc f est bien linéaire. De plus si I'on prend P = aX? + bX? + cX + d € R3[X] alors,
f(P) = (X% —1)(6aX +2b) — 2X (3aX? + 2bX +¢) + 2(aX® + bX* + cX +d)
(%) =2aX?® — 6aX — 2b+ 2d
est bien de degré au plus 3 et donc f(P) € R3[X].

(2) On calcule f(X?) pour 0 <7 < 3. 1l vient,

f) =2
f(X)=-2X+2X=0
F(X?) =2(X%—1) —2X(2X) +2X?* = -2
FIX3) = (X? - 1)6X —2X(3X?) +2X? = 2X® - 6X,
20 -2 0
. 00 0 -6
donc la matrice de f dans la base Best : A = 00 0 0
00 0 2
our déterminer le noyau de f, on peut soit résoudre le systéeme = 0 avec
(3) P d i 1 vau de f i dre le sy AX =0
d
_|¢ 4
X = b eR
a

ou alors utiliser 'expression (x) avec P = aX?3 + bX? + ¢X + d. Dans les deux cas on
aboutit au systéme suivant :

2d—2b=0
—6a =0
20 =0



donc a =0, b=d et il n’y a pas de contrainte sur c. On en déduit que le noyau de f est :
ker(f) = {bX* 4+ cX +b| (b,c) € R?}.

C’est un espace de dimension 2 et de base (X, X? + 1).
Pour trouver I'image de f on peut utiliser la formule * et écrire :
Im(f) = {/(P) | P € RyX]}
={f(aX®+bX?*+cX +d) | (a,b,c,d) € R*}
= {2aX® — 6aX —2b+2d | (a,b,c,d) € R*}
={aX?®-3aX +V| (a,b) € R?*}
ou la derniére égalité se prouve par double inclusion.

(4) Le polynome @ est de la forme aX?® — 3aX + ' avec a = 1 et V' = 1 donc est dans
Im(f). En utilisant la formule %, on voit que :

f(X3+%)=X3—3X+1:Q

donc en notant P = X3 + % on a f(P) = Q. Si P, est un autre polynéme vérifiant

f(P) = Q, alors f(P,) = f(P) et donc f(P, — P) =0 i.e P, — P € ker(f) = {bX? +
cX +0b| (b,c) € R*} par la question (3). Donc,

FHQ) = P +ker(f) = {X°+ % + X2 4+2C +b] (b,c) € R2).

Solution 4. (Enoncé)
(1) Soit & = (z1,...,2,) ER", = (y1,...,yn) € R" et A € R, alors :
FOZ+9) = f(Azr +y1,- -, Az + Yn))
=0, \t1+y1, s ATyt + Yn1)
=XNO0,z1,. .2y 1) +(0,y1, -, Yn_1)
= Af(z) + f(y).

Donc l'application f est bien linéaire.
(2) Soit (eq,...,e,) la base canonique de R™ i.e. e; = (0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en

i-éme position. Alors f(e;) = e;41 pour 1 <7 <n—1et f(e,) = 0. La matrice de f dans
la base canonique est donc :

0 0
1

M=y
O ... ... 1 0

La matrice M n’est pas inversible, il y a plusieurs maniére de le voir. On peut par exemple
voir que det(M) = 0 car c’est une matrice triangulaire inférieure avec des zéros sur la
diagonale. On peut aussi voir que f n’est pas injective car f(e,) =0 et e, #0 (il y a
plein d’autres arguments possibles).



(3) Soit & =" | w;e; € ker(f), (x1,...,2,) €ER™ Ona

r) = Z f(xlel) = Zajif(ez lef 61 + xnf en Zmzeﬁ-la
1=1 =1

par linéarité de f. Comme la famille (es,. .., e,) est libre, la derniére égalité force x5 =
-+~ =x, =0. Donc & = x1e; € Vect(ey). Inversement, si & € Vect(e;), alors f(&) = 0 et
donc ker(f) = Vect(ey).

Montrons que Im(f) = Vect(ea, ..., e,). Pour I'inclusion directe, soit § € Im(f), alors il
existe ¥ =Y " x;e; € R™ tel que y = f(Z). D'ou :

n n n—1
y=1r (Z -Tiei> = Zl’if ei) szeHJ =z1€9 + -+ Ty_16, € Vect(eg, ... €p)

i=1 i=1

par le calcul déja fait précédemment. Pour 'inclusion réciproque, soit ¢ € Vect(ea, . . ., e,),
2 -t — n P = n 1 .
on écrit ¥ = > ", y;e;. Posons &= )" , x;e;_1, alors :

= Zx@-f(em) = inei =y € Im(f),
i=2 i=2
ce qui conclut.

(4) Il y a plusieurs maniére de faire. On peut montrer que M™ = 0 par un calcul long
et fastidieux. On peut montrer que Im(f"~!) = Vect(e,) et donc f* = 0. On peut aussi
vérifier que f™(e;) = 0 pour tout 1 < i < n.

Solution 5. (Enoncé)

(1) L’élément 0 est dans ker(f) car f(0) = 0. Ensuite, soit (Z,7) € ker(f)? et X € K,
alors f(AZ +4) = Mf(Z) + f(i) = A0+ 0 = 0 car f est linéaire. Donc AT + 7 € ker(f) et
ker(f) est bien un sous-espace vectoriel de F.

(2) L’élément 0 est dans Im(f) car 0 = f(0). Ensuite, soit ( 7) € Im(f)* et A\ € K,
alors il existe des éléments 2 et y; dans F tels que f(z7) = Z et f(y3 ) = 7. On a alors :
fOT + 1) = Mf(21) + f(y1) = AT+ ¢ car f est linéaire. Donc AT + i € Im(f) et Im(f)
est bien un sous-espace vectoriel de F.

(3) Suppsons f injective, et soit va € ker(f), alors f(Z) = 0 = f(0) donc par injectivité de
f, =0 et ker(f) C {0}. L’inclusion inverse étant toujours vraie, il vient ker(f) = {0}.
Inversement supposons ker(f) = {0} et montrons que f est injective. Soit (Z,7) € E? tels
que f(Z) = f(v), alors :

0= /@)~ f@) =T~
donc ¥ — i € ker(f) = {0} et donc & = ¢ et [ est injective.

(4) Cela découle des définitions de Im(f) et de la surjectivité d’une application.

(5) Supposons f bijective, alors f injective donc ker(f) = {0} et f surjective donc Im(f) =
F. Le théoréme du rang donne alors :
dim(F) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 0 + dim(F") = dim(F),

et cela conclut.



(6) L’élément O est dans f(U) car 0 = f(0) et 0 € U car U sous-espace vectoriel de E.
Ensuite, soit (Z,7) € f(U)? et A € K, alors il existe des éléments 7] et y; dans U tels que
F(5) = 7 et f(45i) = . On aalors - fG +47) = AF(3) + F(5i) = AT+ car f est
linéaire. Donc A\Z + ¢ € f(U) car Az} + y; € U est un sous-espace vectoriel de E. Donc
f(U) est bien un sous-espace vectoriel de E.

(7) L'élément 0 est dans f~'(V) car f(0) = 0 € V car V sous-espace vectoriel de F.
Ensuite, soit (7,7) € f~'(V)* et A € K. On a alors :

FOZ+3) = A (@) + f(7) €V
e

car V est un sous-espace vectoriel de F'. Donc AT + ¢ € f~1(V) et f~'(V) est bien un
sous-espace vectoriel de F.

(8) a) Il s’agit de montrer que tout élément ¢ € f(U) est une combinaison linéaire des
(f(ei))1<i<k- Soit alors i € f(U), il existe & € U tel que f(Z) = y. Or (ey,...,ex) est une
base de U, donc & peut s’écrire & = Zle zie; avee (z1,...,75) € K*. On a alors :

k k
y= f(f) =f (Z l’ﬁi) = inf(ei)

car f est linéaire, on a bien écrit ¥ comme une combinaison linéaire des (f(e;))1<i<-

b) Comme (e, ..., ex) base de U, dim(U) = k. De plus, (f(e1),..., f(ex)) est une famille
génératrice de f(U) qui contient k éléments. Une base de f(U) contiendra donc moins de
k éléments et donc dim(f(U)) < k = dim(U).

c) Il suffit de montrer que (f(ey1),..., f(ex)) est une famille libre, comme on sait qu’elle
est déja génératrice par a), on pourra en déduire que c’est une base de f(U) et donc
dim(f(U)) = k = dim(U). Soit alors (A1,...\,) € K* des scalaires tels que

k

Z )\if(ei) =0.

=1

Par linéarité de f, on peut écrire :

k k
0= Z Nif(er) = f <Z m)

donc Y°F | Nie; € ker(f) = {0} car f est injective (cf question (3)). Donc S-F_ Aie; = 0
et comme (ey, ..., e) base de U, il vient Ay = ... A\ = 0 et cela conclut.

Solution 6. (Enoncé)
(1) Soit (P,Q) € C[X]?> et A € C, alors :
AAP+Q) = (AP + Q)X +1) = (AP + Q)(X)
=AP) X +1)+ QX +1) - (A\P)(X) - Q(X)
=AP(X+1)+Q(X +1)—-AP(X)—-Q(X)
= M A(P) + A(Q)

et donc I'application A est bien linéaire.



(2) L’application A, restreinte a C,[X] est encore linéaire, il s’agit de vérifier que pour

P=>_,a.X* € C,[X], A(P) € C,[X]. Or,
AP)=P(X+1)—P(X) = Zn:ak(x + 1)k — Zn:akxk
k=0 k=0

est bien un polynéme de degré au plus n et donc dans C,[X].

(3). Calculons pour 0 < j < n, A(XY) :

AX)=(X+1) - X7 = XJ: (‘Z)X —XF = ]i (‘Z)X

i= =0
Donc la matrice de A dans la base canonique {1, X,..., X"} de C,[X] est la matrice
M = (mi;)o<ij<n O :
() sij>i
Mg = { 0  sinon.

ce qui donne,
0 (o)
w |t 0

0 . .0

(4) La matrice extraite M’ = (m; ;)1<i j<n €st une matrice triangulaire supérieure dont les
termes diagonaux sont non nuls, donc est inversible. La matrice M posséde une matrice
extraite de taille n inversible donc rg(AM) > n. Comme la premiére colonne de M est
nulle, rg(M) <n+1—1=n et donc rg(M) = n. On en déduit rg(A,) = n.

Par le théoréme du rang, dim(ker(A,)) = dim(C,[X]) —rg(A,) = 1, or 1 € ker(A,)
(polynome constant) donc ker(A,,) = Vect(1).

Montrons que Im(A,) = C,_;[X], comme ces deux espaces ont la méme dimension qui
vaut n, il suffit de montrer que Im(A,) C C,_1[X] (on rappelle que si ' C E sont
deux espaces vectoriels qui sont de méme dimension finie, alors F' = FE). Or pour P =
S par X" €CylX] ona:

A(P) = P(X +1) - P(X)

= ak(X+1)k—Zaka
k=0 k=0
n—1 n
= an(X -+ l)n + Zak(X + 1)k — Zaka
k=0 k=0
n n n—1 n
ST S (AL D SNSRI SR
=0 L k=0 k=0
n—1 n n—1 n—1
— 0 X"+ a, ( )X 3 a(X +1)F =3 Xt —a, X"
=0 L k=0 k=0
n—1 n n—1 n—1
S (1 Swer - S
=0 k=0 k=0

Donc A(P) € C,,_1[X] et cela conclut.



Solution 7. (Enoncé)
(1) Soit j € [0;4], alors :
Fw(Xj) = (17 wj> w2j> w3j> w4j)

donc la matrice de F), dans la base canonique de C,4[X] est :

1 1 1 1 1
1 w w? w w
M=|1 w? w* w' w®
1 w? ws w? w'?
1 w* w® w2 w'

(2) Le terme général de la matrice M est m;; = w YU~ On a donc une matrice de
Vandermonde V' (1, w,w?, w®, w*) dont le déterminant est non nul car les (w")p<;<4 sont
distincts car w est d’ordre 5 dans le groupe (C*, x). L’endomorphisme F, est donc un
isomorphisme car il est inversible.

(3) Soit M’ la matrice de F,-1 dans la base canonique de C4[X], alors
M = ((w™) D) g s
Il suffit alors de vérifier que MM’ = 515 pour conclure. Or pour (i,7) € [1;5] :

MM'[i, ] = Mli, k]M'[k, ]

5
- Z wEDE=1) (w—l)(k‘—l)(j—l)
k=1

5
_ Z(wi—j)k—l
k=1
{ 5P 1=5 sii=j

i-3)5_1 .
(zfui,j)_l =0 sinon.

et cela conclut.



