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FEUILLES D’EXERICES N°5
Diagonalisation

1. EXERCICES

Exercice 1. (Solution)
(1) Soit la matrice
2 1
A= (1 2) .
) Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

(a
(b) Diagonalisez A et en déduire une formule pour A" (n € N).
(2) Mémes questions pour la matrice

B—

N DN
N — DN
— NN

Exercice 2. (Solution)
Soit f I’endomorphisme de R?® défini dans la base canonique (ey, €9, €3) par

fler) = —e1+es, flea) =e1—ea, flez) =e2—es.
Cet endomorphisme est-il diagonalisable 7
Exercice 3. (Solution)

Trouver les éléments propres (valeurs propres et vecteurs propres) des matrices suivantes.
Sont-elles diagonalisables 7 Si c¢’est le cas, déterminer une base de diagonalisation.

2 1 -1 2 11 010
A=|o1 1|, B=|0o21], c=[001
11 0 112 00 0

Exercice 4. (Solution)

Trouver une matrice A de taille 2 x 2 admettant comme valeurs propres 2 et 3, comme
2-vecteur propre (1, 3) et comme 3-vecteur propre (6, —1). Quels sont les vecteurs propres
et valeurs propres de A0 ?

Exercice 5. (Solution)
Soient 6 € [0, 27] et Ry la matrice (dans la base canonique) d’une rotation d’angle 6 dans
R2. La matrice Ry est-elle diagonalisable sur C, sur R ? On discutera selon les valeurs de

6.

Exercice 6. (Solution)

Montrer que si A est une valeur propre pour A, alors A 4+ 1 est une valeur propre pour
A+ 1d. Que peut-on dire pour A+ A™ (n € N) ? Si B est une matrice quelconque, que
peut-on dire sur les valeurs propres de A+ B ?



Exercice 7. (Solution)
Expliquer sans calcul pourquoi la matrice suivante n’est pas diagonalisable :

b
I
S O3
=
—

Exercice 8. (Solution)
Soient £ un R-espace vectoriel de dimension 2 et B = (e1, e2) une base de E. Soient

=4 5)

et f 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est M.

(1) Déterminer une matrice P de GLy(R) telle que P~ M P soit diagonale.

(2) En déduire la matrice de f° dans la base B, puis calculer les coordonnées dans la
base B du vecteur f°(v) ot v = 2e; — es.

(3) Calculer f™ suivant les valeurs de m (m € N).

Exercice 9. (Solution)
On considére la suite de FIBONACCI, définie par Fy = 0, F} = 1, et pour tout n € N,
Fn+2:Fn+l+Fn~

(].) Calculer FQ,Fg, F4 et F5.
(2) Déterminer une matrice A telle que pour tout n € N,

Fo F,
. =A ")
(Fn+2) (F n+1)
(3) Déterminer A™ pour tout n € N et en déduire une expression de F,,.
Exercice 10. (Solution)
On considére ’équation différentielle
(E):y"+ 14y’ +49y =0
ol y est une fonction de R dans R.
/
(1) Soit y une solution de (F). En posant Y = (5,) et Y/ = (5,,), montrer qu’il
existe une matrice A telle que
Y’ = AY.

(2) Trigonaliser la matrice A et en déduire ’ensemble des solutions de (F) sur R.

Exercice 11. (Solution)
(1) On considére I'application A définie sur R,,[X] par

A: P(X)— P'(X).

Montrer que A est un endomorphisme de R,[X]. Déterminer les valeurs propres et les
sous-espaces propres de A. L’endomorphisme A est-il diagonalisable 7
(2) Mémes questions avec P(X) — P(X +1) et P(X) — X(P(X +1) — P(X)).



Exercice 12. (Solution)
On considére f Pendomorphisme de M, (R) défini par f(M) = ‘M. Déterminer les

valeurs propres et les sous-espaces propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable
?

Exercice 13. (Solution)
(1) Soit A,B € M,,(K) (K =R ou K = C). On pose

~XI, -B (I, B
M:( A 1n> etN_(o —Xln)
Calculer M N et NM et en déduire que x45(X) = xpa(X).
(2) Soit A € M,,(C). Déduire de 1) que x44(X) € R[X].

Exercice 14. (Solution)

(1) Soit P € C[X] un polynoéme de degré n. Montrez que X" P (%) est un polynéme et
exprimez ses coefficients en fonction de ceux de P.
(2) Soit A une matrice complexe. Montrez que x4(0) = det(A).

(3) On suppose maintenant A inversible. Montrer que
(1) 1
(X)) = _<Xn — )
xa-t(X) x4(0) MAX

Exercice 15. (Solution)
Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension 3.

(1) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel de dimension 1 de E stable par f.

On suppose dorénavant que le polyndéme caractéristique de f est le polynéme
(1 - X)(X? —4X + a), oul a est un nombre réel > 3.

(2) On suppose a # 4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f
soit diagonalisable.

(3) On suppose a = 4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le rang de
f — 2Id pour que f soit diagonalisable.

(4) La matrice

2 3 =3
A=1|1 2 -1
1 0 1

est-elle diagonalisable ?

Exercice 16. (Solution)
Soit @ un nombre réel. On considére la matrice
0 1 —1
A= | -1 1 0 | € M3(R).
a 1—a -1

(1) Calculer le polynéme caractéristique x4(X) de A.

(2) Pour quelles valeurs du paramétre a la matrice A est-elle diagonalisable?

(3) Pour ces valeurs de a, calculer une matrice P € GL3(R) telle que P~'AP soit
diagonale.

(4) On suppose a = 0. Montrer que les vecteurs v3 = (1,0,0),v9 = Avs,v; = Avy
forment une base de R3. Soit f 'endomorphisme de R? défini par f(z) = Az pour
r € R3 (vecteur colonne). Calculer la matrice de f dans la base (vy,v2, v3).



Exercice 17. (Solution)

Montrez que le déterminant de A € M,,(R) est le produit des valeurs propres complexes
de A, valeurs propres comptées avec multiplicité, et que la trace de A est la somme des
valeurs propres complexes comptées avec multiplicité.

Application : si n > 1, donner sans calcul les valeurs propres de la matrice J,, € M, (R)
n’ayant que des 1 comme coefficients. Retrouver ce résultat en utilisant I’exercice 13 de
la feuille de TD 3.

Exercice 18. (Solution)

(1) Montrez qu'un polynoéme de R[X] et de degré impair a au moins une racine réelle.
(2) En déduire qu'un endomorphisme d’'un R-espace vectoriel de dimension impaire pos-
séde au moins une valeur propre réelle.

Exercice 19. (Solution)

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie et soient w4, ..., u, des endomorphismes
de E (n > 2). On suppose que les u; commutent deux a deux et sont tous diagonalisables.
Montrer qu’il existe une base de F qui diagonalise simultanément tous les u;.

Indication : on pourra commencer par montrer que les sous-espaces propres d’un endo-
morphisme sont stables par tout endomorphisme commutant avec celui-ci.



2. SOLUTIONS

Solution 1. (Enoncé)

(1) (a) Le polynéme caractéristique de A est x4 = X? —4X +3 = (X — 1)(X — 3), donc
les valeurs propres de A sont 1 et 3. Pour déterminer les espaces propres de A, il faut
résoudre AX = X et AX =3X. On obtient alors :

ker(A — L) = Vect ((_11» et ker(A — 31,) = Vect (G)) .

On peut donc écrire A = PDP~! avec P = (_11 1) et D = ([1) g) (pour obtenir la

matrice P on met les vecteurs propres trouvés en colonnes).

(b) On a donc :

A= (PDPYy = pD"p! = (

2
1 -1
-1 _1
car P —2(1 1).

(2) (a) Le polynéme caractéristique de B est :

14+3" —1+43"
—14+3" 143" )

1-X 2 2

yg=| 2 1-X 2
2 2 1-X
1-X 2 2

- 2 1-X 2
0 X+1 —XxX-1

—(1-X)

1-X 2 | ] 2 2
X+1 - X—1| “|X+1 -X -1

= (X +1)*(5 - X).

Les valeurs propres de B sont donc —1 et 5. Pour obtenir des vecteurs propres associés, il

x
faut résoudre BX = —X et BX =5X. Si X = | y |, alors BX = —X donne le systéme
z
suivant :
20+ 2y +22=0
20+ 2y +22=0
20 +2y+22=0
donc,
1 1
E_(B)=ker(B+1I3)=Vect | | =1],[ O
0 -1
De méme,
1
E5(B) = ker(B — 513) = Vect 1
1
(b) On peut donc écrire :
11 1\ /-1 0 0\ /1 1 1\
B=1-1 0 1 0 -1 0) -1 0 1
0 -1 1 0 0 5 0 -1 1



D’ou :

1 1 1\ /(=) 0 0 1 1 1
B =|-1 0 1 0 (=" of|-1 0 1
0 —1 1 0 0o 5/ \0 -11

2(71)n+5n (71)n+1+5n (71)n+1+5n

(_1)n§»1+5n 2(_1)377,_'_5n (_1)n§»1+5n

(—1)”§H+5” (—1)"§H+5” 2(—1)3"+5"
3 3 3

Pour calculer I'inverse de P, on peut soit résoudre le systéme :

rTt+yt+z=a
—x+2z2=0b
—-y+z=c

en fonction de (a,b, c) € R? ou alors utiliser la matrice des cofacteurs.

Solution 2. (Enoncé)
On calcule la matrice M de ’endomorphisme f dans la base canonique de R?,

Le polynoéme caractéristique de f est donc :

X+1 -—1 0

Xf:XM: 0 X+1 —1
10 X+41
- X+41 -1 10
=D X+J_X+1—J

= (X+10°—1=X(X>+3X+3).

Or le polynoéme X2 4 3X + 3 n’est pas scindé sur R car son discriminant est strictement
négatif, donc x; n’est pas scindé sur R et donc f n’est pas diagonalisable.

Solution 3. (Enoncé)
Le polynoéme caractéristique de A est :

2-X 1 -1
XA = 0 1-X 1
11 =X

1-X 1 1 -1

‘42_Xw 1 —XM%1—X 1‘

—(2- X)X(X —1).

La matrice A posséde donc 3 valeurs propres distinctes 0, 1, 2 donc est diagonalisable. Pour
trouver des vecteurs propres associés il faut résoudre les systémes AX =0, AX = X et
AX = 2X, on trouve :

1 1 1
Ey(A) = Vect -1 et E(A) = Vect -1 E5(A) = Vect 1
1 0 1
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| =
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-
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1 1 1
Une base de diagonalisation est : (1 , (1 1 donc on peut écrire :
1 0
1 1
1 0

[\
—_
@]
—_

et un calcul donne :

1 1 1 -1 -1 1
-1 -1 1 =1 0 1
1 1
1 0 1 3 3 0
Le polynome caractéristique de B est :
2-X 1 1
XB = 0 2—X 1
1 1 2-X
2-X

1 1o
—(Q_X)‘ 1 2—X‘+‘2—X 1‘
— (1 - X)(X*>=5X +5)

Les valeurs propres de B sont donc 1, a, a oul a = 5+2*/5 et a = 5_2‘/3. Il faut résoudre les

systemes BX = X, BX =aX et BX = aX, on trouve :

0
Ey(B) = Vect 1 ;
—1
—1+a —1+a
E,(B) = Vect 2—a et E;(B) = Vect 2—a
1—a 1—a

On peut donc écrire :

0 —l14a —1+a\ '

1 2—a 2-—a
-1 1-—a 1—a

0 —-1+a —1+4+a
B=11 2—a 2-—a
-1 1-—a 1—a

o O O
o O
QO O

Le polynéme caractéristique de C est X3, I'unique valeur propre de C est 0, un calcul
immeédiat donne :
1
Eo(C)=Vect | |0
0

La somme des dimensions des sous-espaces propres de C' ne vaut pas 3, donc C' n’est pas
diagonalisable.

Solution 4. (Enoncé)
Si une matrice A vérifie ces propriétés, alors elle est diagonalisable. On peut alors écrire

A=PDP ! avec P = (1 6) et D= (2 O). On a alors :

3 -1 0 3
1 (56 —6

— -1 _ -
A=PDP' = o (_3 39)



car P~ = % (zl)) _61> On en déduit alors le calcul de A™ :

A" = PD"P™' = —
19

Les valeurs propres de A% sont 2% et 319 et les vecteurs propres de A sont des vecteurs
propres de A0,

1 2n+2x3n+1 3X2n+1_2><3n+1
3X2n_3n+1 9X2n+1+3n

Solution 5. (Enoncé)

‘ ~ [cos(f) —sin(6)
On sait que R9 o <51n(9) COS(Q)

XRy = X2 - 2co8(0) +1= (X — eie)(X _ e—ie).

). Donc le polynome caractéristique de Ry est

Sif =0, alors Ry = I est diagonalisable sur R donc aussi sur C, si 6 = 7, alors Rg = — 15
est diagonalisable sur R donc aussi sur C. Dans les autres cas Ry n’admet pas de valeurs
propres réelles donc n’est pas diagonalisable sur R, mais admet deux valeurs propres
complexes distinctes donc est diagonalisable sur C.

Solution 6. (Enoncé)
Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre \, alors :

(A4+Id)X =AX+ X =(1+1)X,
or X # 0 donc A + 1 est bien une valeur propre de A + Id. De méme, on montre que
A+ A" est une valeur propre de A + A",
On ne peut rien dire en général sur les valeurs propres de A + B, par exemple si

0 1 00
A_(O 0) etB-(1 0),

alors les seules valeurs propres de A et B sont 0 mais les valeurs propres de A+B = ((1) (1))

sont 1 et —1.

Solution 7. (Enoncé)
Le polyndme caractéristique de A est y4 = (7 — X)3, donc la seule valeur propre de A
est m. Si A était diagonalisable, il existerait P inversible telle que A = PDP~! avec

= 0 0
D = 0 = O :71'[3
0 0 =«

On aurait alors :
A=PDP ! =PrL,P ! =nPP ! =71l

ce qui est clairement absurde : la matrice A n’est donc pas diagonalisable.

Solution 8. (Enoncé)
(1) Les valeurs propres de M sont 1 et —1, aprés résolution des systémes MX = X et
MX = —X, on montre que :

ot -1 e () et a1 v ( (1))

3 1 ) vérifie P~'MP

donc la matrice M est diagonalisable et la matrice P = (_1 q

diagonale.



(2) 1l suffit de calculer M®, or :
5
s /1 oN o (1 0N, ., (2 3
M_P(O ) pr=r(, S )Pt=m= (2 )

f5(U) = f(v) =2f(e1) — fle2) = 2(2e1 — e2) — (3e1 — 2e3) = e1.

On a donc,

1 0

0 —1
pair et D™ = D si m impair. On en déduit que f™ = Idg si m pair et f™ = f si m
impair.

(3) Soit m > 0, alors en notant D = ,il vient M = PDP~' et D™ = I, si m

Solution 9. (Enoncé)
(1) On calcule facilement, Fy =1, F3 =2, F; =3 et F5 =5.

(2) La matrice A = ((1) i) convient.

(3) On va diagonaliser A. Le polynome caractéristique de A est X?— X —1 dont les racines
sont ¢ = HT\/E et p = 1_7*/5 Aprés résolution des systémes AX = pX et AX =X, on
montre que :

ker(A — oly) = Vect ((;)) ot ker(A — 3ly) = Vect ((;)) .

donc la matrice A s’écrit A = PDP~! avec ,
pP= (1 1~) et D= (“0 Q).
© @ 0 ¢

1 n,N ~n _ AN + =n
A" = PD"P~! = LTy a ) .
95 — ( n+1(p _ g0"+1<,0 SDfn-&-l _ (pn—l-l

Fn AN FO _An 0 _ 1 Son_gan
() = (8) = (1) =525 (A= o

donc pour tout n > 0,

On a donc,

D’on,

Solution 10. (Enoncé)

(1) La matrice A = (_(319 _11 4) convient.

(2) Le polynome caractéristique de A est xa = X2 + 14X + 49 = (X + 7)?. La matrice
A admet 7 pour unique valeur propre, et comme A # 75, A n’est pas diagonalisable.
Cherchons deux vecteurs X,Y tels que AX = 7X et AY = 7Y + X. Les vecteurs

_ _1
X = ( 71) et Y = < ()7) conviennent, on peut alors écrire :

=EDEHE )



Les solutions de (E) sur R sont données par €'Y} avec Yy € R? or :

. 677t t€77t
€ = O 677t
Les solutions sont donc de la forme :

ts (a+tB)e "
avec (a, B) € R2.

Solution 11. (Enoncé)

(1) Il est clair que A est linéaire, de plus si P € R, [X], alors A(P) € R,,[X] donc A est un
endomorphisme de R, [X]. Soit A une valeur propre de A et P un vecteur propre associé,
alors P’ = AP, en analysant les degrés, il vient nécessairement A = 0 (car P # 0). La seule
valeur propre de A est 0, espace propre associé est Ro[X], donc A est diagonalisable si
et seulement si n = 0.

(2) Soit A : P +— P(X + 1), alors A est un endomorphisme de R, [X]. Pour étudier la
diagonalisabilité de A, on calcule la matrice de A dans la base canonique. Comme pour
j € [0;n],
' (] (i
J) — J — 1 __ 7 7

AX7) = (X +1) _z;()x =X +E;(Z)X
la matrice de A dans la base canonique est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale. Donc 1 est la seule valeur propre de A. Montrons que ’espace propre associé a
la valeur propre 1 est Ro[X] (les polynémes constants). Soit P € Ej(A), alors P(X +1) =
P(X) et donc pour tout n € N, P(n) = P(0) (récurrence immédiate). Le polynéme
P — P(0) admet donc une infinité de racines donc est nul et P est bien constant. On en
déduit alors que A est diagonalisable si et seulement si n = 0.

On procede de maniére similaire pour la derniére application, la matrice dans la base
canonique de A : P — X(P(X + 1) — P(X)) est triangulaire supérieure avec comme
éléments diagonaux, (0,...,n). En effet, pour j € [0;n] :

7j—1 . j—1 . J -
iy — i xiy = ) xi — T\ i+t J i
A(X7) = X((X +1) X)X; (Z)X ;(Z>X ;<¢—1)X‘
I’endomorphisme A admet donc n + 1 valeurs propres distinctes donc est diagonalisable
car dim(R,[X]) = n + 1. De plus tous les espaces propres sont de dimensions 1. Soit
alors P € R, [X] et k € [0;n] tel que A(P) = kP. Si k = 0 alors P(X + 1) = P(X)
et P est constant, ainsi Fy(A) = Ry[X], supposons maintenant & non nul. En écrivant
P =3, X" il vient :

A(P) = zn:alA(Xl) = ; a ‘ll (Z_ll)x :zn: (zn:al<l_l1)> Xt

=0 l 1= i=1 l=i

Donc comme A(P) = kP, il vient en identifiant les coefficients ag = 0 et :

(%) Vi e [1;n], Zn:al (2—11) = ka;.

=t

n
an (n B 1) = ka,,

10

L’équation en 7 = n donne,



donc a, = 0 si k # (n’zl) = n. Plus généralement, le systéme d’équation » donne
nécessairement, :

VJ>]C, CLjZO.

L’éqution « en i = k donne (kfl)ak = kay,, ce qui ne donne pas de condition sur a;. On

en déduit alors que :
. - l
V1<) <k, Zal<j_1>:k:aj

k
1 [
1<y = E
ViI<j<k, a k—j( <j—1)al>

l=j+1

soit encore :

ce qui permet de déterminer les (a;);<, de proche en proche en fonction ag. On trouve
par exemple,

Ey(A) = Vect(X), Ey(A) = Vect(X? 4+ X) et E3(A) = Vect(X? +3X? + 2X)

et,
E4(A) = Vect(X* +6X° + 11X* + 6X).

Solution 12. (Enoncé)
Cherchons un polynéme annulateur de f. Soit M € M,,(R), alors :
FAM) = (fo f)M) = f('M) ="("M) =M =Tdp,m(M).

Donc f? = Id, k) et un polynéme annulateur de M est X? — 1 = (X — 1)(X + 1), les
valeurs propres de f sont donc a chercher parmi 1 et —1.

On rappelle que I'on a la décomposition M,,(R) = S, (R) ® A, (R) ou S, (R) est 'ensemble
des matrices symétriques réelles et A, (R) ’ensemble des matrices antisymétriques réelles.
On voit donc que :

Er(f) = Sa(R) et B_1(f) = A, (R).

L’endomorphisme f est donc diagonalisable, car M,,(R) est la somme directe des sous-
espaces propres de f.

Solution 13. (Enoncé)
(1) Un simple calcul donne :

~XI, 0 _ (BA-XI, 0
MN—( A AB—XIn> etNM—( —XA —Xln>’

donc en utilisant la relation det(MN) = det(N M) il vient :
(=X)"xaB = (=X)"XBa4,
soit encore xap = xpa par intégrité de K[X] et le fait que (—X)" # 0.

(2) 11 suffit de remarquer que pour x € R,

Xan(7) = det(AA — al,,) = det(AA — x1,) = Xx74(7) = Xz (2).

ot la derniére égalité vient de la question (1). Alors en notant P = y 44, on a P(x) = P(x)

pour tout r € R, les polynomes P et P coincident donc sur un ensemble infini, donc sont
égaux d’'out P = P et P € R[X].

11



Solution 14. (Enoncé)
(1) On écrit P =", _, ax Xy, alors :

n k n n n
X"p (i) = X" Zak (i) = X" ZakX_k = Zakxn—’f = Zan_ka.
X k=0 X k=0 k=0 k=0

(2) On a x4(0) = det(A — 01,,) = det(A).

(3) Soit x € K*, alors :

(
—det(xA 1( — a2 '1,)
= det(zA™ ) det(A — 27'1,)
_ (_1>nxn
det(A)

— cie_ti):) (x”XA (%)) :

On vérifie 1’égalité en = = 0 en utilisant les questions 1 et 2.

det(z7'1, — A)

Solution 15. (Enoncé)
(1) Par le résultat de l'exercice 18, f admet une valeur propre réelle, en prenant x un
vecteur propre associé a A, 'espace Vect(z) est stable par f.

(2) Supposons [ diagonalisable, alors x s est scindé sur R[X]. De plus, les valeurs propres
de f sont les racines de x;. Les racines de X? — 4X + a sont :

24+ V4 —aet2—+vV4—a.

qui doivent étre réelles car f diagonalisable, cela donne nécessairement a < 4. Inverse-
ment, si a < 4, alors a €]3,4[ et donc x; posséde 3 racines distinctes, donc f possede
3 = dim(F) valeurs propres distinctes, donc f est diagonalisable. On a donc montré :

f diagonalisable <= a € |3,4].
(3) Sia =4, alors x; = (1 — X)(X —2)?, donc f est diagonalisable si et seulement si F
est la somme directe des espaces Ey = ker(f —Idg) et Fy = ker(f —21dg), si et seulement
st :
dim(F) = 3 = dim(F;) + dim(Es).
Or 1 est racine simple de x, donc dim(E;) = 1. Donc :
f diagonalisable <= dim(E;) = 2 <= rg(f — 21dg) =1,

ou la derniére équivalence vient du théoréme du rang.

(4) Le polynome caractéristique de A est :
xa=(1-X)(X?—4X +4).

On est donc dans le cas a = 4 de la question précédente, la matrice A est diagonalisable
si et seulement si rg(A — 213) =1, or :

03 -3
A-2I;=[1 0 -1
10 —1

12



est de rang 2 car posséde le mineur extrait <(1) 8) qui est inversible (on pouvait aussi

dire que les deux premiéres colonnes de A étaient libres). Donc A n’est pas diagonalisable.

Solution 16. (Enonceé)
(1) Le polynome caractéristique de A est :

-X 1 —1

a l—a —-1-X

-1 1-X -X 1
“ e 1-a _(1+X)‘—1 1—X‘
=—X(a+ X?).

(2) Pour que A soit diagonalisable, il faut x4 scindé et donc a < 0. Si a = 0, alors
xa = —X?3, donc A est nilpotente, mais A est non nulle donc A n’est pas diagonalisable.
Si a < 0, alors x4 est scindé a racines simples et donc A est diagonalisable.

(3) Supposons a < 0, les valeurs propres de A sont alors, 0, \/—a et —y/—a. On résoud
les systémes AX = 0, AX = /—aX et AX = —y/—aX pour obtenir une base de

diagonalisation de A. On trouve :

1
Ey(A) = Vect 1 :
1
et
ayv/—a+1 —ay/—a+1
E/~4(A)=Vect [ [V—a+1-a E_;~4(A)=Vect [ [ —v/—a+1-a

a?—a+1 a?—a+1
donc A = PDP~! avec :
1 ay—a+1 —av/—a+1

0 0
P=\|1 V—a+1—a —v/—a+1l—a] e¢eD=1]10 /—a 0
1 a®?—a+1 a?—a+1 0 0 —v—a

Solution 17. (Enonceé)

Comme R C C, on peut voir A comme une matrice a coefficients dans C. Comme le
corps C est algébriquement clos, tout polyndéme non constant est scindé, en particulier
X4 est scindé et donc A est trigonalisable dans C. Il existe une matrice P inversible et T’
triangulaire supérieure telles que :

A=PTP !

Notons (A, ..., A,) les éléments diagonaux de T', qui sont exactement les valeurs propres
de A comptées avec multiplicités. On a alors :
det(A) = det(PTP™') = det(P) det(T) det(P) ™ = det(T) = H i
i=1
et,

t(4) = a(PY(TP) = t(TP7)(P)) = (1) = Y
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et cela conclut.

Toutes les colonnes de J,, sont proportionnelles a la premiére, qui est non nulle donc J
est de rang 1. Donc 0 est valeur propre de multiplicité au moins n — 1 de J,, la derniére
valeur propre est donnée par la trace de .J,,, qui vaut n. On a alors :

Sp = {0,n},
ou 0 est de multiplicité n — 1 et n de multiplicité 1. Pour retrouver ce résultat en
utilisant I'exercice 13 du TD3, on voit que a,(x) est x;,(—x) et cet exercice montre que
an(x) = 2" (x +n), dou :

X5, (X) = (=" X" (n - X),

et on retrouve le méme résultat.

Solution 18. (Enoncé)
(1) Soit P un polynéme de degré impair, quitte & considérer —P, on peut supposer que
le coefficient dominant de P est strictement positif. On a alors :

lim P(z) =+4ocoet lim P(x)= —oo,

T—r+00 T——00

donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, P s’annule.
(2) Soit E un R-espace vectoriel de dimension impaire et f € L(E). On sait x est un
polynome de degré dim(E) donc est de degré impair, par la question (1), x; admet une
racine A et donc A\ est une valeur propre de f.

Solution 19. (Enoncé)

On procéde par récurrence sur k& = dim(E). Pour le cas kK = 1; il n'y a rien a faire.
Supposons le résultat vrai au rang k. Soit F un K-espace vectoriel de dimension k+ 1, et
soit (uy,...,u,) des endomorphismes diagonalisables de E qui commutent deux a deux.
Si tous les (u;)1<i<n sont des homothéties, alors le résultat est immeédiat. On suppose
donc qu’il existe i € [1;n] tel que u; ne soit pas homothétie. Comme ’endomorphisme wu;
est diagonalisable, on peut écrire :

E= éEl,
=1

ou les Ej := ker(u; — A\ Idg) sont les sous-espaces propres de u;, qui par hypothése sur w;
vérifient :

Vie[l;r], dim(E) € [1;k].
Montrons que les espaces E; sont stables par tous les (u;)i1<j<,. Soit € Ej, montrons
que uj(z) € By i.e. u;(uj(x)) = \u;(z), or :

ui(uj(z)) = wji(u(x)) = uj(Nx) = Nuy(),

U;0U;=U;OU;
ce qui conclut. On sait que les endomorphismes (u; El)lgjgn sont diagonalisables et com-
mutent, donc par hypothése de récurrence, il existe une base (e, . .., e,) qui diagonalise
simultanément tous les (u;,, )1<j<n. Ennotant B la réunion des bases ((e14, - - -, €r,0) )1<i<r,
on voit que B est une base qui diagonalise tous les (u;)1<j<n.

Remarque : Une autre démonstration sans récurrence a été vue en cours.
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