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FEUILLE D’EXERCICES n°® 5

Polynoémes d’endomorphisme, réduction de Jordan

Exercice 1. (Solution)
Soit A une matrice carrée. On note x 4 son polyndéme caractéristique et p4 son polynéme
minimal. On considére les hypothéses
Hy @ xa(X) = (X —1)3(2 - X).
Hy @ pa(X) = (X —1)}(X —2).
H; : (A—-1d)(A—-21Id) =0.
Quelles hypothéses parmi Hy, Hy et Hs sont suffisantes pour prouver chacune des affir-
mations ci-dessous

(1) A est une matrice carrée d’ordre 3.

(2)

(3) Le spectre de A est inclus dans {1, 2}.
(4) Le spectre de A est {1,2}.

(5) dim By = 2 et dim Fy = 1.

(6) A est inversible.

Exercice 2. (Solution)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et soit f un endomorphisme de F.
On suppose que f? +Id = 0 et que f n’est pas une homothétie. Montrez que f est
diagonalisable de valeurs propres i et —i.

Exercice 3. (Solution)
Déterminer le polyndme minimal des matrices suivantes :

L 111 12 -2
A:< ),B: ,C=121 -2
2 2 -3

(On pourra commencer par déterminer le polynoéme caractéristique, les valeurs propres et
les espaces propres associés.)

Exercice 4. (Solution)
Déterminer le polyndme minimal des matrices suivantes :

3 0 8 3 1 -1
A=|3 -1 6|, B=[11 1
-2 0 =5 2 0 2
Exercice 5. (Solution)
1 g
On pose j = exp(2mi/3) et A= | j j° 1
21

(1) Déterminer le noyau et 'image de A (considéré comme endomorphisme de C?). En



déduire que A% = 0.

(2) Déterminer une matrice P inversible telle que P71AP =

o o O
o o O
o O =

Exercice 6. (Solution)
Soit M € M;3(R) telle que M? + M = I;.
(1) Trouver un polynéme annulateur de M de degré 4.
(2) Montrer que M est semblable & une matrice diagonale D.
(3) Montrer que D? et I3 — D sont semblables.
(4) En déduire qu’il n’existe pas de matrice M € M3(R) telle que M?* + 'M = I3 et
tr(M) = 0.

Exercice 7. (Solution)
Soit A une matrice carrée d’ordre n et polynéme minimal ps. Soit P € K[X] un
polynome. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) P(A) est inversible.
(2) pged(P, pa) = 1.

Exercice 8. (Solution)
Soit A et B dans M,,(K) telles que AB = BA et M = <61 i) € My, (K).
(1) Calculer P(M) pour tout P € K[X].
(2) Démontrer que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et B = 0.

Exercice 9. (Solution)
Soit A € M,,(C). Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est nilpotente.

(2) Le spectre de A est {0}.
(3) A" =0.

Exercice 10. (Solution)
Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € M3(C) telle que
0

A? = 1

0

o O O

1
0
0

Exercice 11. (Solution)
Soit A une matrice carrée d’ordre n nilpotente d’indice d, ¢’est-a-dire

d = min{k € N | A¥ =0},

(1) Montrer que zéro est la seule valeur propre de A. La matrice A est-elle diagonalisable
7 Quel est son polynome caractéristique ? Son polyndéme minimal ? En déduire que
d<n.

(2) On note V(A) = Vect{A* k > 0}. Montrer que {I,, A, A% ... A%} est une base de
de V(A).

(3) Montrer que I,, — A est inversible et trouver son inverse.

(4) Montrer que deux matrices nilpotentes d’indice égal a m sont semblables. Est-ce
encore vrai pour deux matrices nilpotentes de méme indice d, 1 < d <n ?



Exercice 12. (Solution)
Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension n, v un endomorphisme de F,

C(u) ={ve L(F)/vou=uowv}, le commutant de u, et K[u] = {P(u) on P € K[X]}.
(a) Montrer que dim Ku] < n.

(b) On suppose u cyclique i.e. tel qu'il existe zg de E avec {zg, u(zo), u*(x), ..., u" " (x0)}
base de E. Montrer que C(u) = K[u| et que {Idg,u,u?, ..., u" "'} est une base de C(u).

(c) Exemples: prouver que dans chaque cas u est cyclique,

- u est nilpotent d’indice n (u" = 0 et u™~! # 0),
- u a n valeurs propres distinctes dans K.

Exercice 13. (Solution)

Soit A € M, (C) telle que A*(A —I,,) = 0.
(1) Montrer que A? est diagonalisable et que A — A? est nilpotente.
(2) Déterminer la décomposition de Dunford de A.

Exercice 14. (Solution)

Soit A une matrice de M5(R). C’est aussi la matrice dans la base canonique de
I’endomorphisme qui & = associe Ax. On notera encore A cet endomorphisme par com-
modité. On note x4 le polynéme caractéristique de A et p4 son polynéome minimal.

(1) Sixa=(X—=X)(X —X\) avec A\ # \g, que vaut ps? A est-elle diagonalisable?
(2) Sixa=(X—XN? onadonc s =X —Xoupus= (X —N)>~

(i) Si pa = X — A, que vaut A?

(i1) Si pa = (X — A)?, montrer qu'il existe z € R? tel que (z, A(x)) soit une base de
R2. Que vaut la matrice de A dans cette base?

(3) Si x4 = X?+ bX + c est sans racine dans R, que vaut pu4? Soit z € R? non nul.
Montrer que (z, A(z)) est une base de R%. Que vaut la matrice de A dans cette base?
(4) Soit B une autre matrice de M>(R). Démontrer I’équivalence entre :

(1) A et B ont le méme polynome caractéristique et le méme polynéme minimal,

(17) A et B sont semblables.

Exercice 15. (Solution)

Soient A et B deux matrices de M3(R).
(1) Démontrer ’équivalence entre

(1) A et B ont le méme polynoéme caractéristique et le méme polynéme minimal,

(1) A et B sont semblables.
(On pourra considérer les différentes factorisations possibles pour le polynéme caractéris-
tique et raisonner comme a l’exercice précédent.)
(2) Cela reste-t-il vrai dans My(R)?

Exercice 16. (Solution)
Réduire sous la forme de Jordan les matrices suivantes :

IR 10 0 0 3 -1 1 -7
00 1 0 9 -3 -7 -1
S AP 2 29T o 0 g s
01 -1 1 00 2 —d

Exercice 17. (Solution)
Déterminer la décomposition de Dunford des matrices suivantes :
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1. SOLUTIONS

Solution 1. (Enoncé)
(1) L’hypothése H; suffit car le degré du polyndéme caractéristique est la taille de la
matrice. Les hypothéses Hy et Hs ne suffisent pas car par exemple les matrices :

1100
1 0
etB:(O 2),

vérifient respectivement Hy et H3 mais ne sont pas de tailles 3.

A:

o OO
OO =
o N O
N OO

(2) L’hypothése Hj suffit car la matrice A est alors annulée par un polynéme scindé a
racines simples donc est diagonalisable. Les hypothéses H; et Hs3 ne suffisent par car par
exemple la matrice :
110
A=10 1 0
0 0 2

vérifient H; et H, mais n’est pas diagonalisable.

(3) Chaque H; suffit car les valeurs propres d’une matrice sont incluses dans les racines
d’un polynéme annulateur.

(4) Les hypothéses Hy et Hj suffisent car les valeurs propres d’une matrices sont exacte-
ment les racines de son polynéme minimal/caractéristique, par contre ’hypothése Hj ne
suffit pas comme le montre 'exemple A = I[,,.

e S

1 0
(5) Aucune hypothése ne suffit & elle seule. En effet, la matrice A = | 0 0| vérifie
0 2
H, et Hy mais dim(E;(A)) = 1. L’hypothése Hj ne suffit pas, par exemple avec A = I5.
Par contre, les hypothéses H; et Hjs suffisent, en effet d’aprés Hy, A est de taille 3, et
ses valeurs propres sont 1 et 2, d’aprés Hs, on a forcément ps = (X — 1)(X — 2) qui est
scindé a racines simples, donc A est diagonalisable et H; permet d’avoir dim(F;(A)) = 2
et dim(F2(A)) = 1.

(6) Chaque hypothése suffit, en effet les 3 hypothéses impliquent chacune que 0 n’est pas
valeur propre de A et donc A inversible.

Solution 2. (Enoncé)

Par hypothese, le polynome X2+ 1 annule f, donc le polynéme minimal iy divise X% +1,
d’ou :

pp €{X +4, X —i, X* +1}.

Or, si puy = X +1, alors f = —ilIdg donc f est une homothétie ce qui est exclu. De méme,
on ne peut avoir uy = X —i. On a alors uy = X? + 1 qui est scindé a racines simples
dans C, donc f est diagonalisable et ses valeurs propres sont exactement les racines de p¢
et ce sont donc 7 et —i.

Solution 3. (Enoncé)
Le polynome caractéristique de A est (X — 1)2, par le théoréme de CAYLEY-HAMILTON
, g vaut X — 1 ou (X — 1), comme A ne vaut pas I, on a py = (X —1)2
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Le polynome caractéristique de B est —X?(X — 3). Comme pp divise xp, et up, xp ont
les mémes facteurs irréductibles, on a nécessairement pug = X (X —3) ou up = X?(X —3),
on vérifie alors que le noyau de B est de dimension 2, donc nécessairement pug = X (X —3).

Le polynéme caractéristique de C' est —(X — 1)(X + 1)%.. Comme pc divise x¢, et uc,
Xc ont les mémes facteurs irréductibles, on a nécessairement uc = (X — 1)(X + 1) ou
pp = (X —1)(X + 1)2, on veérifie alors que I'espace propre E_;(C) est de dimension 2,
donc nécessairement puc = (X — 1)(X + 1).

Solution 4. (Enoncé)
Le polyndme caractéristique de A est y4 = —(X + 1)(X? — 8X + 31), comme g4 divise
X4, et 4, x4 ont les mémes facteurs irréductibles, on a nécessairement

pa=—xa=(X+1)(X*—-8X +21).

Le polynéme caractéristique de B est xp = —(X — 2)3, comme 4 divise 4, il vient
pa = (X=2),0ups=(X—-2)?0upuys = (X —2)3 On vérifie par calul que (A—21I3)? # 0,
et donc py = (X —2)3.

Solution 5. (Enoncé)
T

(1) Soit X = [y | € ker(A), alors :
z

x4+ jy+i%2=0
jr4+ 2y +2=0
Px+y+jz=0

les 3 équations sont équivalentes (on passe de 'une & lautre en multipliant par une
puissance de j). Le noyau de A est donc engendré (par exemple) par les vecteurs

1 0
0 et 1
—J —j?

Par le théoréeme du rang, I'image de A est de dimension 1 donc engendré par une ses
colonnes non nulles, par exemple la premiére, d’otul

1
Im(A) = Vect J
j2

On remarque alors que Im(A) C ker(A) et donc A% = 0.

(2) La question revient & trouver une base (e1, e, €3) de C? telle que Ae; = Aey = 0 et
1
Aes = e;. 1l suffit de prendre un vecteur ez non nul, par exemple e3 = | 0 |, de poser
0
1
e1 := Aeg = | j | et de prendre un vecteur ey dans le noyau de A tel que (e, ez, e3)
2
J



forme une famille libre, par exemple ey = ( , la famille (eq, es, e3) est bien libre car :
1
0
0

1
j 0 = —j2#£0.
J* =j
1 1
Par construction, la matrice P= | 5 0 0| vérifie la condition voulue.
.2 .
Jg =30

Solution 6. (Enoncé)
(1) On écrit :
M* = (Is—"'M)* =15 — 2 "M +"M>.
Or en transposant la relation M? + ‘M = I, il vient :
tM?* =13 — M,
d’ou :
M* = Iy —2(I5 — M?) 4 I — M.
Le polynome P = X% — 2X? + X est de degré 4 et annule M.

(2) On a :
P=X(X?-2X4+1)=X(X-1)(X’+X-1)=XX-1)(X—-a)(X —a)

ou a = ’1%\/5 et a = —5 Le polyndme P est donc scindé a racines simple dans
R[X] et annule M, la matrice M est donc diagonalisable et donc semblable & une matrice
diagonale D.

=

(3) Soit P une matrice inversible telle que M = PDP~!, alors :
PD*P = M?*=1,—'M = I — (P~ 1) D'P,
d’ou :
D?=1Iy— P (P )D'PP = P" (P ") (I3 — D)'PP = Q(I3 — D*)Q ",
avec Q = (P~HY(P~1), les matrices D et I3 — D? sont donc bien semblables.

(4) Supposons qu'’il existe une telle matrice M, alors M par la question (1), la matrice
M est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans {0, 1,a,a}, si tr(M) = 0, alors
tr(D) = 0 et comme D? et I3 — D sont semblables, il vient :

tr(D?) = tr(ls — D) = 3.
Or, tr(D?) est de la forme :
tr(D?) = 2% + y* + 2°
avec (z,y,2) € {0,1,a,a}3. De plus, on doit avoir x + y + z = 0, et on vérifie que ces
conditions sont incompatibles. En effet, M ne peut avoir une valeur propre nulle car il
n’y a pas deux valeurs propres de M qui sont opposées (ce qui contredirait la relation
tr(M) = 0). De plus, comme a € R\ Q, M ne peut avoir que 1 et a en valeurs propres car

1a encore la relation tr(M) = 0 serait impossible. De méme avec a. Les valeurs propres
de M sont donc 1, a et a mais :

’+a®+a>=4—-V5+3,

et donc ce triplet de valeurs propres ne fonctionne pas non plus et la matrice M n’existe
pas.



Solution 7. (Enoncé)
(1) = (2) : On le fait par contraposée, si P A us # 1, on peut écrire P = QR et
pa = QRy avec @ € K[X] de degré supérieur a 1. Il vient alors :

0= pa(A) = (QR2)(A) = Q(A)Ry(A).

Par minimalité de pa, Ra(A) ne peut-étre nul, donc Q(A) n’est pas inversible, et donc
P(A) = Q(A)R(A) non plus.

(2) = (1) : Par le théoréme de BEZOUT, il existe (U, V') € K[X]? tels que UP+puaV =
1. En évaluant en A cette relation, il vient :

U(A)P(A) + pa(A)V(A) = I,
soit encore U(A)P(A) = I, et donc P(A) inversible.

Solution 8. (Enoncé)
Un calcul par bloc donne :
A% 2AB
2 _
w0 ")
A3 3A%’B

(I'hypothése AB = BA étant cruciale ici). De méme, M3 = ( 0 A3

) . On conjecture

et montre alors par récurrence que :

AF kAR1B
k __
Yk >0, M_<O " )

Soit alors P = ") _ a;, X", il vient alors :

P(M) =) aM*
k=0

B Z . (Ak k;Ak—lB)

k=0
_ <220 apA* 22:0 akkAle>
o O ZZ:O ClkAk

_ (P(OA) B&'X)l))

(2) Supposons M diagonalisable, alors le polyndéme minimal 5, de M est scindé a racines
simples, par la question précédente, il vient pp(A) = 0. Donc la matrice A est annulée
par un polyndéme scindé a racines simples : la matrice A est bien diagonalisable. Montrons
maintenant que B = 0. On sait que pu4 divise pps. Or, le polyndme caractéristique de M
est :

A-XI, B

XM—’ 0 A— X1, =det(A - XI,)* = X%

Comme 14 et x4 ont les mémes facteurs irréductibles, de méme pour gy, et xar, il vient
nécessairement 14 = pp7. On peut maintenant conclure. Comme 4 est scindé a racines
simples, 4 et p/y sont premiers entre eux, par l'exercice 7, p/y(A) est inversible. Comme
pa = piar, pa(M) =0 et donc Bp'y(A) =0 et donc B = 0 car p/4(A) inversible.



Solution 9. (Enoncé)
(1) = (2) : Soit k un entier tel que A* = 0. Soit A\ € C une valeur propre de A et X
un vecteur propre associé. On sait que AX = A X, donc :

0=AFX = \X,
donc \¥ =0 car X # 0, et finalement \ = 0.

(2) = 3): Comme A est a coefficients dans C, le polynéme caractéristique de A est
scindé et ses racines sont exactement les valeurs propres de A, comme par hypothése 0 est
la seule valeur propre de A, il vient x4 = (—1)"X™ et le théoréme de CAYLEY-HAMILTON
permet de conclure que A" = 0.

(3) = (1) : Immediat.

Solution 10. (Enoncé)
010

Soit M = [0 O 1|, remarquons que M est une matrice nilpotente d’indice 3, car
000

M? # 0 et M3 = 0. Supposons par I'absurde qu’il existe A telle que A% = M, alors :

AS = (A2)% = MP = 0.

Donc la matrice A est nilpotente, si I’on note d son indice, alors d < 3 d’aprés le cours.
On a donc A* = 0, or A* = M? # 0 : contradiction et donc la matrice A n’existe pas.

Solution 11. (Enoncé)
(1) La preuve du fait que 0 est la seule valeur propre de A a été faite dans I'exercice 9. Si
A est diagonalisable, alors on peut écrire A = PDP~! avec D diagonale dont les éléments
diagonaux sont nuls, d’ot A = 0. Le polynéme caractéristique de A est x4 = (—1)" X",
son polynéme minimal est py = X9 D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON | ji4
divise x4 et donc d < n.

(2) Montrons que {I,,, A, A% ..., A%"1} est libre et génératrice. Si cette famille n’était pas
libre, il existerait des scalaire ()g, ..., A\¢_1) € K% non tous nuls tels que :

d—1
k=0

donc P = Zf:_ol A\ X% est un polynéme annulateur non nul de A de degré < d, contradiction
avec le fait que le polynéme minimal soit de degré d, la famille est donc bien libre.
Montrons maintenant qu’elle est génératrice, soit P(A) = >, _, arAF € Vect{A* | k > 0},
en faisant le division euclidienne de P par X9, il existe un couple (Q, R) € K[X]? tels
que P = QX%+ R, dou :

P(A) = Q(A)A” + R(A) = R(A) = i b A,

et donc la famille est bien génératrice.

(3) On écrit :
Ln=1,— A= (I, — A)(I, + A--- 4+ A%,

(la factorisation étant licite car A et I,, commutent) donc I,, — A est inversible d’inverse
I+ A+ 4 AL



(4) Soit A une matrice nilpotente d’indice n, alors il existe X € K" tel que A" 'X ## 0.
Montrons que la famille (X, ..., A" 1 X) est libre. Soit (Ag,...,\n_1) € K™ tels que :

(%) XX 4+ -+ N 1 AVTIX =0
En appliquant A"~! il vient (en utilisant que A™ = 0) :
MA"IX = 0.
Or A" 'X # 0 donc \g = 0. En reprenant la relation (x) et en appliquant A"~2, on
montre que A\ = 0 et ainsi de suite et donc \y = A\; = --- = \,,_1 = 0 et la famille est

libre. En écrivant la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé & A dans la base
(A"1X, ..., X), on voit que A est semblable a :

0o 1 0 ... 0
0 0 1

0
: o1
0O ... ... 0 0

De méme pour la matrice B, les matrices A et B sont semblables a la méme matrice donc
sont semblables. Le résultat est faux pour d < n. Par exemple, considérons les deux
matrices :

i

A= Ji et B = (J2 J )
J> ?
ou J; = (0) et Jp = 8 (1) . Les matrices A et B sont toutes deux nilpotentes d’indice

2, mais ne sont pas semblables car rg(A) = 1 et rg(B) = 2.

Solution 12. (Enoncé)

(a) Soit r = deg(u, ), montrons que (Idg,u,...,u" 1) est une base de K[u]. Cette famille
est libre, car si 37— \;u’ = 0, alors le polynome P = 37— A\, X* annule u, donc p, divise
P, mais deg(p,,) > deg(P) et donc P = 0 et finalement \g = --- = \,_; = 0 et la famille
est bien libre. Montrons qu’elle est génératrice. Soit P(u) € K [u], en faisant une division

euclidienne de P par p,,, il existe (Q, R) € K[X]? tels que :
A= Quy, + R et deg(R) < r = deg(uy).
On écrit R = Y1) a; X" et on a alors :

r—1

P(u) = (Qu)(u) + R(u) = R(u) = Zo«iui € Vect (IdE, u,... ,ur’l) ;

=0
et la famille est bien génératrice. On en déduit dim(K[u]) = r et r < n par le théoréme
de CAYLEY-HAMILTON.

(b) Soit P(u) € Klul, alors :
P(u)ou= P(u)o X(u) = (PX)(u) = (XP)(u) =uo P(u),

et donc C(u) C KJu|. Soit maintenant v € Clu], par hypothese, il existe des scalaires
(Ao, -5 An_1) tels que :

v(xg) = i ' (z).
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Montrons alors que v = Z:':ol \iu' =: P(u), nous allons montrer que ces deux endomor-
phismes coincident sur la base (xg, ..., u" " (zg)). Soit j € [0,n — 1], alors :

v (z0)) = (v ° u’) (o)

Donc les endomorphismes v et P(u) coincident sur une base de E et donc v = P(u) €
Klu]. Pour montrer que (Id,u,...,u"!) est une base de C'(u), il suffit de montrer que
deg(u,) = n. Or si P annule u, alors P(u)(zy) = 0 et donc comme (z, . .., u" ! (xq)) libre,
on a nécessairement P de degré > n. Donc u, > n et le théoréme de CAYLEY-HAMILTON
donne deg(u,) = n et cela conclut.

(¢) Si w est nilpotent d’indice n, alors u"~! # 0 et donc il existe = € E tel que u"~'(z) # 0.
On montre alors que (x,...,u" (x)) est une base de E en faisant le méme raisonnement
que la question (4) de l'exercice 11.

Supposons que u ait n valeurs propres distinctes, que I'on note Ay, ..., A,. Soit (eq,...,e,)
des vecteurs propres associés et notons x = Y, €;. Montrons que (z,...,u" (x)) est
une base de F, il suffit pour cela de montrer que c’est une famille libre de E. Soit
(10, -+, ftn—1) des scalaires tels que 27~ pu’(z) = 0. On a alors :

n—1 n—1 n
D wii () =y N
=0 1=0 j=1
n n—1
=22 _nie
j=1 i=0

n n—1 A
j=1 \'i=0
= P(\ej,
=1
ot P =" 1, X7, et on a utilisé la relation :
Filw) = file) =Y Ney.
=1 =1

Le polynome P est de degré au plus n—1 et comme (eq, ..., e,) est une base de E, il admet
tous les \; comme racines donc P admet au moins n racines distinctes et c’est donc le
polynome nul. Ainsi p19 = -+ = p,—1 = 0 et cela conclut.
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Solution 13. (Enoncé)

(1) On a A% = A% donc A* = A3 = A? je. (A%)? = (A?), la matrice A? est annulée
par le polynome P = X? — X = X (X — 1) qui scindé a racines simples, donc A? est
diagonalisable. On remarque enfin,

(A2 — A)? = A* —24% 4 A2 = 24% —24° = —24%(A—I,,) = 0,

et donc la matrice A2 — A est nilpotente.

(2) Soit D = A% et N = A% — A, alors D et N commutent, A = D + N, et par la
question précédente, D est diagonalisable et N nilpotente, ¢’est donc la décomposition de
DUNFORD de A.

Solution 14. (Enoncé)

(1) Comme g4 divise x4 et que ces deux polynomes ont mémes facteurs irréductibles,
on a g = (X —A)(X — A2). On voit que py est scindé a racines simples donc A est
diagonalisable.

(2) (i) On a nécessairement A = \I,,.
(1) Par hypothése, R? = ker((A — \I,,)?), de plus comme puy # X — A\, A # M, et donc
R? # ker(A — \I,,). Soit alors o € ker((A — AI,,)?) \ ker(A — \I,,), montrons que (z, Az)
est une base de R?, il suffit de montrer que c’est une famille libre. Soit (c, 3) € R? tel
que ax + SAx = 0. Supposons § # 0, alors Ax = yx avec v = —%. Donc z est un vecteur
propre de A, or la seule valeur propre de A est A et donc = € ker(A— \I,,) : contradiction.
Donc 3 = 0 et finalement a = 0 car z # 0 et la famille (z, Az) est une base de R%. La
matrice de A dans cette base est :

0 —A\2

12X )

(3) Comme pi4 divise x4, nécessairement g4 = x4 = X?+bX +c. Le méme raisonnement
que précédemment montre que (z, A(z)) est une base de R?, la matrice de A dans cette

base est :
0 —c
1 —=b)"

(4) L’'implication (i1) == (i) est toujours vraie. Pour le sens réciproque, il suffit de
traiter les 3 cas possibles des questions 1), 2) et 3) pour s’apercevoir que dans chaque
cas la matrice A était semblable & une matrice dont les coefficients étaient uniquement
déterminés par le polynome minimal et caractéristique de A.

Solution 15. (Enoncé)
(1) L’implication (i) == (i) est toujours vraie.

Pour I'implication (i) = (ii), on raisonne comme dans l’exercice précédent :
Si xa = —X3+aX? + bX + c est sans racines dans R donc irréductible dans R (car de
degré 3) alors g = —xa4 = X? —aX?—bX —c. En prenant x € R? non nul, (z, Az, A%z)
est une base de R®. En effet, si la famille était lice, il existerait (a, 3,7) € R? non tous
nuls tels que :

azr + Az +yA%r = 0.
Soit P le polynéome défini par P = o + BX + vX?, alors P est non nul de degré au

plus 2, donc premier avec iy car p4 irréductible. Par le théoreme de BEzZOUT, il existe
(U, V) € RIX]? tels que UP + Vs =1, on a alors :

r=UP(A)x+ Vps(A)z =0,
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contradiction et donc (z, Az, A%r) base de R3. La matrice de A dans cette base est :

Sixa=—(X—-XN(X?2+0bX +c)avec A € R et X2+ bX + c sans racines dans R, alors
en utilisant le lemme des noyaux il vient :

R? = ker(A — \I,,) @ ker(A% 4+ bA + cl,,).

Sil'on prend z € ker(A%+bA+cl,) non nul, alors en utilisant le raisonnement de 1’exercice
précédent, (z, Az) est une base de ker(A%+bA + cl,,), si 'on prend y € ker(A — \I,,) non
nul, alors (y, z, Az) est une base de R? et la matrice de A dans cette base est :

A0 0
0 0 —c
01 —-b

Sixa=—(X —=X)(X — X)) (X — A3) avec A, A\g et A3 distincts deux a deux, alors A est
diagonalisable et semblable a :

A 000
D=0 X 0
0 0 As

Sixa=—(X —X\)?(X — \y) avec \; # A3, alors par le lemme des noyaux :
R? = ker((A — M\ 1,,)?) @ ker(A — \o1,,)

et par un raisonnement similaire a la question (2) (ii) de 'exercice précédent la matrice
A est semblable & une matrice de la forme :

A=A 0
1 2\ 0
0 0 X

Sixa=—(X—-MN)? alors us € {X -\, (X—=X)? (X—))?}. Dans le premier cas, A = \I,.
Dans le second cas, on prend z € ker((A — \I,,)?) \ ker(A — \I,,) et y € ker(A — \I,,), on
vérifie alors que (y, r, Az) est une base de R? et que la matrice de A dans cette base est :

A0 O
0 0 —\?
0 1 2

Enfin, dans le dernier cas, uq = (X —\)3 et en prenant x € ker((A—\I,)?)\ker((A—A\I,,)?)
non nul, on montre que (z, Az, A%r) est une base de R? et que la matrice de A dans cette
base est :

00 N
1 0 —3)\2
0 1 3\

Dans chaque cas, la matrice A est semblable & une matrice dont les coefficients sont
uniquement déterminés par le polynome minimal et caractéristique de A, donc si xp = x4
et up = pa, alors A et B sont semblables.
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Remarque On peut montrer que pour (A, B) € M,,(R)?, on a I’équivalence suivante :
P € GL,(R), A=PBP'<«=3PcGL,(C), A=PBP

On aurait alors pu considérer les matrices A et B a coefficients dans C et utiliser la
réduction de JORDAN.

(2) Le résultat est faux pour n = 4, comme le montre l’exemple suivant :

Ji
J ?
ouJ; = (0) et Jo = 8 (1)) Les matrices A et B sont toutes deux vérifient toutes les

deux pg = pp = X% et xa = xp = X%, mais ne sont pas semblables car rg(A) = 1 et
rg(B) = 2.

Solution 16. (Enoncé)

Le polynome caractéristique de A est y4 = —X3. La matrice A est donc nilpotente, de
1
plus ker(A) = Vect 1 est de dimension 1, donc la forme de Jordan de A est :
-1
010
A~ 10 0 1
000
1
Pour trouver une matrice de passage, on résout AX = [ 1 | et ensuite AY = X. On
—1
trouve alors (par exemple) :
0 1
X=[1]letY=|1
1
0 —3

On remarque que la matrice B est de la forme :

4 (0
B—(m)A+h

Le polynéme caractéristique de B est xyp = (X — 1)3(X —4). On en déduit que la forme
de Jordan de B est :

4000
0110
B~1o 011
0001
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et une matrice de passage est :

P =

coow
s

ou P est la matrice de passage précédente.

Le polynome caractéristique de C' est xo = X* (remarquer que la matrice C' est triangu-
laire supérieure par blocs pour simplifier le calcul). De plus,

1 0
3 -5
ker(C') = Vect ol | 2
0 1
et ker(C?) = R*. La forme de Jordan de C' a deux blocs et ces blocs sont nécessairement
1
de taille 2. On choisit un vecteur qui n’est pas dans ker(C'), par exemple e; = 0 et
0
3
I'on pose e; = Ce; = (9) . On prend ensuite un vecteur ez qui n’est ni dans ker(C'),
0
0 1
ni dans Vect(eq, e5) par exemple e3 = (1) et 'on pose ¢4 = Ces = _47 . La famille
0 2

(€9, €1, €4, €3) est alors une base de R* et la matrice de ’endomorphisme associé a C' dans

cette base est :
Ja
Jo )’

avec Jy = (8 é)

Solution 17. (Enoncé)
La matrice A est diagonalisable car posséde 2 valeurs propres distinctes, donc la décom-
position de Dunford de A est :

D=Aet N=0.

Le polynéme caractéristique de B est xp = (X — 1)?(2 — X). Par le lemme des noyaux
et le théoréme de CAYLEY-HAMILTON , on sait que :

R® = ker(B — I3)* @ ker(B — 21I3).

Or on montre que :

2 1 0
ker(B —2I3) = Vect | | 1| |, ker((B —I3)?) =Vect [ (0], |1
1 0 0
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En notant P la matrice de passage de (61762,63) a (f1, f2, f3) ou (e, eq,e3) est la base
canonique de R? et f; = (1,0,0) = ey, fo = (0,1,0) = e3 et f3 = (2,1,1). On a alors :

1 0 2 1 00
P=1011]letD=P|0 1 0| P
0 01 0 0 2
On trouve alors :
1 0 2
D=0 11
0 2
et donc
01 -1
N=B-D=1{(0 0 0
00 O

On peut vérifier que D est diagonalisable, N est

=

ilpotente, B=D + N et DN = ND.

Le polynome caractéristique de C est yo = (1 — X)(X — 2)?. On montre que :

-3 1 0
ker(C'— Is) = Vect | | =1 |, ker((C —2I3)*) =Vect | (O], |1
1 0 0

En notant P la matrice de passage de (61,62,63) a (f1, fa, f3) ou (eq,eq,e3) est la base

canonique de R? et f; = (=3, —1,1), fo = (1,0,0) et f3 = (0,1,0). On a alors :
-3 10 1 0 0
P=|-101]eD=P|0 2 0] P
1 00 00 2
On trouve alors :
2 0 3
0 21
0 01
et donc
0 4 4
N=C-D=1(0 00
000

On peut vérifier que D est diagonalisable, N est nilpotente, C' = D + N et DN = ND.

Le polynéme caractéristique de D est yp = (X — 1)?(2 — X). On montre que :
1 0 -1
Ey(D)=Vect | | 0 ,  Ey(D) = Vect 11,10
0 0 1

La matrice D est donc diagonalisable, car la somme des dimensions des sous-espaces
propres de D vaut la taille de D, donc la décomposition de Dunford de D est D = D + 0.
Le polynome caractéristique de E est xg = (X + 1)%(3 — X). On montre que :

1 -2 2
ker(E —3I3) = Vect | | =1 | |, ker((E + I3)?) = Vect 1],10
1 0 —1
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En notant P la matrice de passage de (e, e2,e3) a (fi, fg,fg) ou (ey, ey, e3) est la base

canonique de R? et f; = (1,—1,1), fo = (—2,1,0) et f3 = (2,0,—1). On a alors :
1 -2 2 3 0 0
P=1-1 1 0 et D=P|0 -1 0 | P "
1 0 -1 0 0 -1
On trouve alors :
3 8 8
D=[-4 -9 -8
4 8 7
et donc
-2 —4 =2
N=FE-D=1[1 2 1
0O 0 O

On peut vérifier que D est diagonalisable, N est nilpotente, E = D + N et DN = ND.
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