Questions et exercices sur la lecon 213 : Espaces de HILBERT.
Exemples d’applications.

LAURENT MONTAIGU

Ce document vise a regrouper quelques questions qui peuvent étre posées par le jury pour la
legon 213 : Espaces de HILBERT. Exemples d’applications. Il y a aussi des exercices. Le niveau
de difficulté donné (de 1 & 5 étoiles) est subjectif.
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1 Questions

Voici une liste de questions auxquelles il faudrait étre capable de répondre (relativement) rapidement :

e Montrer que I'espace £2(N, C) est un espace de HILBERT.

Démontrer I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ ainsi que le cas d’égalité.

e Que dire d’une norme vérifiant 'inégalité du parallélogramme 7

Montrer I'existence et I'unicité de ’adjoint d’un opérateur et rappeler ses différentes propriétés.
e Donner un exemple de base hilbertienne de L?([0, 27]).
e Donner un exemple de base hilbertienne de L?(R).

Donner la définition d’une famille (z,,)n,en € HY sommable.

Donner la définition d’une famille (z,,)neny € H N normalement sommable.
et un VRAI/FAUX :

e Si M est la matrice d’une application linéaire f dans une base quelconque de H, alors M7 est la matrice de
f* dans cette meme base.

e La composition de deux endomorphismes auto-adjoint est un endomorphisme auto-adjoint.

e L’application (f,g) — (f,g) = fol f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur I'espace C2,([0,1],R) des fonctions
continues par morceaux sur [0, 1].

e Si(e1,...,ey) est une base de F, alors la projection p sur F a pour expression p(z) = Y ,_, (z,ex) €.

e Soit A C H une partie d’un espace pré-hilbertien H. L’ensemble A+ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

e Une famille (z,,),en € HY sommable est normalement sommable.
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2 Exercices

Exercice 1 Wrveiwye (Solution)

Montrer que (C°([0,1]),]|-]ls) n’est pas un espace de HILBERT.

Exercice 2 Ry (Solution)
On considére H un espace de HILBERT et on note B la boule unité fermée. Donner ’expression du projecteur
orthogonal sur B.

Exercice 3 WRvriwye (Solution)
Soit T': ¢*(N) — ¢2(N) défini par :

Yu = (Un)n>0 € ZQ(N), T(u) = (Un+41)n>0-
1. Montrer que T est continu et calculer sa norme d’opérateur.
2. Déterminer T™.

Exercice 4 WRvwve (Solution)

Soit H = ¢?(N,R) l'espace de HILBERT des suites de carrés sommables. On note :
C={(@n)n>0 € H|Vn >0, x, > 0}.
Montrer que C' est un convexe fermé de H et déterminer la projection orthogonale sur C.

Exercice 5 WRTrwye (Solution)

Calculer :

I= inf / (23 + ax® + bz + x)%e " du.
(a,b,c)€R3 Jo

Exercice 6 WRvrivye (Solution)
Soit H = C™ I’ensemble des suites nulles & partir d’un certain rang. On munit H du produit scalaire (u,v) =
> o UnTy et on définit une forme linéaire f sur H par :

Unp
n+1

Vu = (un)nzo € H, flu) =)

n=0
1. Montrer que f est bien définie.
2. Déterminer ker(f)*.
3. A-t-on H = ker(f) @ ker(f)*+ ? Commenter.

Exercice 7 WRWwy (Solution)

Soit H un espace de HILBERT et x € H. Montrer que :
2]l = max{|f(z)| € H" | | ]| <1}.
Exercice 8 WHRvrwve (Solution)
Soit H = ¢?(N) et F I'ensemble suivant :
F = Vect ({{(A")n>0 | |A] < 1}).

Montrer que F' est dense dans H.
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Exercice 9 WRveiy (Solution)
Soit H = L3 _(R,C) I'espace des fonction 27-périodiques de carrés intégrables sur [0,27]. On définit pour p € H
et a € R, I'élément 7, € H défini par :

Vz € R, (1a9)(z) = ¢(z — a).
Soit ¢ € H, trouver une CNS pour que ’ensemble suivant :
F, = Vect ({1, | a € R})
soit dense dans H.

Exercice 10 Polynomes de LEGENDRE WRWY1Y (Solution)

Soit H = L?([—1,1]) muni du produit scalaire (f,g) = f_ll fg. On note (L,), la base obtenue aprés utilisation
du procédé d’orthonormalisation de GRAAM-SCHMIDT sur la famille libre (X™),>0. Montrer que pour tout n > 0,

n+l ar
Lp=Y 25 (x2_1)n

2np!  dX7

Exercice 11  Convergence faible Yl R1eye (Solution)
Soit H un espace de HILBERT. On dit qu’une suite (z,)n>0 € HY converge faiblement vers z, et 1’on note

T, — xsi:
n—-4oo
Yy e H, (zn,y) — (2,9).

n—-+oo

1. Montrer que si (z,)n>0 converge faiblement, alors la limite est unique.

2. Soit (en)n>0 une base hilbertienne de H. Montrer que e,, — 0.
= n—-+oo

3. Montrer que si x,, — =z alors x,, — z. Que dire de la réciproque ?
n—-+oo n—-+oo

4. Montrer que si e © et ||y || W lz|| alors WS T

Exercice 12 Wl Y1y (Solution)
Soit H un espace de HILBERT et T' € B(H) tel que :

Vo€ H, (Tz,z)>|z|*
Montrer que T est un isomorphisme.

On pourra montrer que l’'image de T est fermée et dense dans H.

Exercice 13  Opérateurs de HILBERT-SCHMIDT WRIIYTY (Solution)
Soit H un espace de HILBERT séparable. Soit T' € B(H) un opérateur de HILBERT-SCHMIDT i.e. il existe une
base hilbertienne (e,,)n>0 de H telle que Y-, - ||Te,||* converge.

1. Soit (en)n>0 €t (fm)m>0 deux bases hilbertiennes de H montrer que :

Do lTeal® =D IT* il
n=0 m=0

2. En déduire que la quantité > - || Te,||? ne dépend pas de la base hilbertienne choisie. On la note ||T|%4.
3. Montrer que ||T|| < [|T]|ms-

4. On considére dans cette question l'espace H = (?(N). Soit ¢ = (¢,)n>0 € H. On définit I'opérateur T, de
¢?(N) dans ¢?(N) par :

Ve = (zn)n>0 € H, Tex= (Z cn+pmp> .
n>0

p=0

Donner une CNS sur ¢ pour que T, soit un opérateur de HILBERT-SCHMIDT.
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5. Montrer que I'ensemble Lyg des opérateurs de HILBERT-SCHMIDT est un espace de HILBERT.

Exercice 14 YR #vy (Solution)
Soit T': L?(R) — Cy(R) un opérateur continu de L?(R) dans I'ensemble des fonctions continues sur R. On suppose

que :
Vz € R,Vf € L*(R), T(rof) = 7(Tf),

Vr € R,Vf € L*(R), 7.f=f(-—2).

Montrer qu'’il existe g € L?(R) tel que pour tout f € L%(R), Tf = f x g oul * désigne le produit de convolution de

fetg.
On pourra utiliser le théoréme de RIESZ & f — T f(0).

Exercice 15 Théoréme de BANACH-ALAOGLU YRR (Solution)
I1 est conseillé de faire cet exercice aprés avoir fait I’exercice 11. Soit H un espace de HILBERT et (z,,), une suite
bornée de H, le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une sous-suite (xgp(n))nZO qui converge faiblement.

1. On suppose H séparable et on note (hy,),>o une suite dense dans H. Montrer par extraction diagonale qu’il
existe une extractrice p : N — N telle que (<x@(n), hk>)n>0 converge pour tout k € N.

2. Montrer que la suite (z,(n))n>0 st de CAUCHY et conclure dans le cas ot H est séparable.

3. Dans le cas général, on pose F = Vect ({z,, | n > 0}). En remarquant que F est un espace de HILBERT
séparable et que H = F @ F+, conclure.
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3 Solutions

Solution 1. (Enoncé)
11 s’agit de montrer que ||| ne vérifie pas I'identité du parallélogramme. Notons f la fonction constante égale a 1
et g la fonction identité. On a alors || f|lcc = ||g]lcc = 1. De plus,

[f=9llc= sup [1—2|=1
z€[0,1]

et

If +9gllc = sup [1+z|=2.
z€[0,1]

20113 + 2092 =4 #5=|If - gllz + I + gll3

Solution 2. (Enoncé)
Soit € H. Si x € B, alors pg(x) = x. Sinon, on fait un dessin et on conjecture que le vecteur de B qui minimise

la distance entre x et B est sur le segment [0, x] et est sur la frontiére de B, on a donc pp(z) = % dans ce cas.

[l
On conjecture donc que :
rsizeB
pp(r) =

”;—‘” sinon.

Pour le prouver, on peut utiliser la caractérisation de la projection orthogonale par les angles obtus. Il s’agit donc
de prouver que :
VyEB, §R(<x_p3(x)ay_p3($)>)§0

Ce produit scalaire est nul quand = € B. Si z n’est pas dans B, on calcule alors :

7 A N [ D
(o~ pa(a).y ~ o) = vy =t ety - .

] ]

Or par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

(@, llzlly)] < lzlllzllliyll < =) = (2, z)

car |ly|| < 1. On a donc :
R((z, ||zlly — =) <0,

et cela conclut.

Solution 3. (Enoncé)
1. L’application T est clairement linéaire. Soit u € ¢?(N), alors :

[eS) 9] 9]
ITul® =Y g1 =D funl® <Y fual? = [lul,
n=0 n=1 n=0

donc T est continu et ||T|lo,, < 1. Montrons qu'il y a égalité, par exemple avec la suite v = (d1,n)n>0 =
(0,1,0,...,0,...)ona:

o 3
1Tl = <Zlunl2> = 1= ull,
n=1

et donc || T|op = 1.
2. Soit (u,v) € £2(N)?, alors :

(oo} (oo} (oo}
(Tu,v) = E Up+10p = E UpUp_1 = ug X 0+ E UpUp_1-
n=0 n=1 n=1

L’adjoint de T est donc donné par :

Vu € (2(N), T*(u) = (0,ug,u,...).
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Solution 4. (Enoncé)
On peut écrire C' sous la forme suivante :

Cr = {(@r)rz0 | @ > 0} = ¢ ([05 +00])

olt ¢, : T+ . Les applications ¢ sont continues, donc ¢, 1([0; +00]) est fermé en tant qu’image réciproque d’un
fermé par une application continue. La convexité de (), est immédiate. Finalement, C' est un convexe fermé en
tant qu’intersections de convexes fermés.

Pour z € C, on définit p(z) = (p()n)n>0 par :

1 >
Vn €N p(x)n:{ Ty siz, >0

0 sinon.

Montrons que p est la projection sur C. On peut utiliser la caractérisation des angles obtus. Soit z € H et y € C,

alors :
o0

<I - p(x), Yy— p(x)) = Z(xn - p(x)n)(yn - p(x)n)
n=0
Or si x, >0,
(@n = p()n)(Yn — P(T)n) = 0 X (Yo — 25) =0,
et si z, <0,

(xn _p(x)n)(yn - p(x)n) = &(yn - xn) <0,
<0 >0

et donc (z — p(x),y — p(z)) <0 et cela conclut.

Solution 5. (Enoncé)
Soit E' = R[X] muni du produit scalaire suivant :

W(P.Q) € B, (P.Q)= / " P)Q)e .

Il s’agit de calculer la distance entre le polynéme X2 et le sous-espace vectoriel F' = Vect(1, X, X?). On peut par
exemple (mais ce n’est pas la seule maniére) orthonormaliser la base (1, X, X?) par le procédé de GRAAM-SCHMIDT,
on obtient alors que :
X2 —4X +2

5 )
est une base orthonormée de F', on en déduit que la distance recherchée vaut :

(1, X —1,

I? =d(X° F)* = | X*)* = [lpr(X°)]?

(XX (XY (X, x 1y (xe KA 2V
(X%, XY — (X3,1)° — (X3, X — 1) <x, : >
=720 — 6% — 187 — 187

=6

On en déduit enfin,

I=16.

Solution 6. (Enoncé)

1. Soit u € H, comme (uy,)n>0 est & support fini, la série définissant f(u) ne comporte qu'un nombre fini de termes
non nuls donc est bien convergente et f est bien définie.

2. Montrons que ker(f)* = {0}. Soit v € ker(f)=, alors pour tout u € ker(f), (u,v) = 0. Comme la suite (v,),, est
a support fini, il existe m tel que v,, = 0. Soit maintenant n > 0 et montrons que v,, = 0. La suite u définie par :

Up=n+1, up=-(m+1), etVk#nm, u,=0.
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et dans ker(f). On a donc :
0= (u,v) = (n+1)7,,

et donc v, = 0 et cela conclut.
3. La forme linéaire f n’est pas nulle donc ker(f) # H, on n’a pas H = ker(f) @ ker(f)*, on peut donc en déduire
que H n’est pas un HILBERT.

Solution 7. (Enoncé)
Le résultat est immeédiat si 2 = 0, on suppose maintenant = non nul. Soit f € H' avec ||f|| < 1. Alors :

[f @) < ll=[[[[ I} <

donc

|zl = max{|f(x)| € H"| [ fllop < 1}.
Il suffit maintenant de remarquer que la forme linéaire f : y — <y, ﬁ> est continue et vérifie |f(z)| = ||z| et
IfII < 1.

Solution 8. (Enoncé)

Par le théoréme du supplémentaire orthogonal, on sait que H = F @ FL, or F=F +. il suffit donc de prouver
que F+ = {0}.
Soit u € F*, alors :
VAEC, A <1, (za,u) =) A" =0.
n=0

La fonction z — Y07 W, 2" est une série entiére de rayon de convergence au moins 1 (car u, € (*(N)) et est nulle
sur le disque unité par hypothése. Par le principe des zéros isolés, f est nulle et donc :

vneN, u,=0.
D’out u = 0 et cela conclut.

Solution 9. (Enoncé)
L’ensemble F, est un sous-espace vectoriel de H, donc est dense dans H si et seulement si Fé = {0} (théoréme du
supplémentaire orthogonal). Soit g € Fj;, alors :

Va € R, /0 7Tg(a:)(Ta(p)(ac) dz = /0 ! g(x)p(x —a)dx = 0.

On écrit g =3, oy cn(9)e™ et @ =3, oy calip)e™, alors :

2m
Va € R, / g(@)p(z —a)de =Y calg)en(p)e™ = 0.
0 nez
Donc par unicité du développement en série de FOURIER, il vient :
Yn €Z, cn(g)en(p)=0.

On montre alors facilement que F, est dense dans H si et seulement si,

Vn€Z, cn(p)#0.

Solution 10. (Enoncé)
Le polynéme (X2 — 1)" est de degré 2n, donc L,, est de degré n. Il suffit alors de montrer que :

V(n, m) € N27 <Lnu Lm> = 5n,m7
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ot 0y, désigne le symbole de KRONECKER. Soit alors n > m > 1 (le cas n = m = 0 étant immédiat) deux entiers,

il vient :
,/n—ﬁ——w/m—f— dm

21 2mm) dam™

ce qui en faisant une intégration par parties en dérivant d — (x —1)™dx et en mtegrant e (ac — 1)" dz donne :

\/n+—\/m+ n—1 m+1
(L, L) /d 1)"d (z% —1)™dz,

2np! 2mm! dzn— 1 dgm+1

le terme de bord étant nul car (ﬁv—nn(mQ —1)" s’annule en 1 et —1. En faisant m intégrations par parties il vient alors

\/n—|— \/m+ n—m 2m
(L, L) = 2 2/ " 2o L2 gy

2nnl 2mm) dzn— m da?m
Vot sy /m+iem) o gnem
= (2% —1)"dz.
2nn! 2mm] _y dan—m

Ainsi, si n > m alors cette derniére intégrale est nulle car :

dnfmfl

1
o n _ 2 n _
/ qp—m (22 — 1)"dz [—dx"—m—l(x 1) }_1 0.

Et si n = m, alors

1 dqn—m 1 1 nl2
/ (zz—l)”dx:/ (fol)”:Q/(ﬁfl)”dx:Qle”
0

1 dl‘n_m 1 (2n+ 1)!

ot la derniére intégrale se raméne & une intégrale de WALLIS avec le changement de variable u = cos(x). On a alors

n+3 2 x 4"n)?
2n)! =1
Tz P Gy = b

<Ln7Lm> =

et cela conclut.

Solution 11. (Enoncé)
1. Si z,, converge faiblement vers x et z’, alors pour y € H :
<SC - fL'/,y> - <1’,y> - <’1}/,y> = lim (<93n,y> - <xnay>) = 07
n— oo
et donc z = z'.
2. Soit x € H, alors la série Zn20|<x,en>|2 est convergente (de somme ||z||?) et donc en particulier son terme

général tend vers 0 et donc la suite (ey,),>o converge faiblement vers 0.
3. Soit y € H et n > 0, il suffit d’écrire :

[ns9) = o) = [{n = 2.9)] < len = all gl — 0

et donc (x5, )n>0 converge faiblement vers x. La réciproque est fausse, si (e, ), est une base hilbertienne alors (e, ),>0
converge faiblement vers 0 mais pas fortement vers 0 car |le, || = 1 pour tout n > 1.
4. Soit n > 0, alors :

lzn = 2l* = llzall* = 280 ((2n, @) + 2ll* = Ml = 2R (J2]%) + 2l =

et donc z,, — .
n——4oo
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Solution 12. (Enoncé)
11 est clair que T est injectif. Pour montrer que Im(7T") = H, on va montrer que Im(7T) est fermé et dense dans
H. Commengons par montrer que cet ensemble est dense dans H en montrant que son orthogonal est nul. Soit
x € Im(T)+, alors :

0= (Tz,2) > ]},

donc x = 0 et Im(T")+ = {0} i.e. Im(T) est dense dans H. Montrons maintenant que cet ensemble est fermé, soit
(Yn)n>0 € Im(T)N une suite convergente vers y € H. Pour tout n > 0, il existe x,, € H tel que y,, = T'x,,. Montrons
que la suite (x,,)n,>0 est de CAUCHY. Soit n,m > 0, alors :

||-Tn - xm”2 < <T($n — Tm), Tn — xm) < Hyn - ym||||.1‘n - wmll»

par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. On a donc

|20 = Zmll < lyn — yml|-

Comme la suite (y,,)n>0 est de CAUCHY (elle est convergente), il en est de méme pour la suite (2, )n>0. Comme H
est un espace de HILBERT, la suite (z,,)n>0 est convergente vers z € H et par continuité de T :

Yn =Tz, —> Tx.
n—r—+4o00

Par unicité de la limite, il vient y = Ta € Im(H) et cela conclut.

Solution 13. (Enonceé)

1. On a:
Y ITen]” = Z Z| Ten, fm)|? Z Z| T* frsen)® = > 1T fll?,
n=0 m=0

n=0m=0 m=0n=0
I'interversion des sommes étant justifiée par positivité.

2. Soit (€l,), une autre base hilbertienne. En appliquant de nouveau la question précédante, il vient :

DT fl? =D NT e P = Y 1 Ter |,
m=0 n=0 n=0

et cela conclut.
3. Soit x € H, alors :

|ITz)? = ZI (Tz,en)|” = ZI<~”&T*6n>I2 <21 Y 1T enl® = 121> D I Tenll* = 1T I35,
n=0 n=0 n=0

donc | Tz|| < ||z||[|T||ms et finalement | T|| < ||Tms-
4. Une base hilbertienne de ¢?(N) est donnée par e, = (6,.)k>0. On a alors pour n > 0

Te(en) = <Z ck+p5n,p> = (Ck+n)k20'
k>0

p=0

Donc
00
ZHT =SS Jerral = 30 Y Jenesl? = zw ) 1—Zm+1|cm|2
n=0 k=0 m=0n+k=m n+k=m

I'interversion des sommes étant licite car tout est positif. On en déduit alors que T, est un opérateur de HILBERT-

SCHMIDT si et seulement si -

Z(m + 1Dlem]? < 0.

m=0
5. Il est clair que L g est un espace préhilbertien pour le produit scalaire :

o0

(T,S) g = Z (Ten, Sen) ,

n=0

Laurent Montaigu M2 Agreg Université de Bordeaux



montrons maintenant que cet espace est complet. Soit (7,), € Lus une suite de CAUCHY pour ||.|gs. Par la
question 3, la suite (7},),, est de CAUCHY pour ||.|| donc comme B(H) est complet, il existe T € B(H) tel que :

T, —T| — O.

n—-+oo

Soit (€, )m une base hilbertienne de H, alors pour n > 1 il vient par le lemme de FATOU :
o0 o0 o0
2 - 2 .. 2 . . 2 e
T |75 = ZOIITemII = ZohnrglogfllTemH < lim inf ZOIITenH = liminf |75 | sz < oo,
m= m= m=

donc T' € Lyg, montrons maintenant que T, tend vers T pour ||.||gs. Soit € > 0. Il existe ng € N tel que pour
tout k,n > ng :
T — Tkl < e.

On a alors :
. 2 _ N . 2 < limi . 2 _ i .
1T, — Tl3s Z{)lﬂ{gf (T = To)em|® < lim inf ZO I(Th; = Ta)enl|* = liminf |75, - Tullas <e,
ou ’on a encore utilisé le lemme de FATOU.

Solution 14. (Enoncé)
La forme linéaire f — T f(0) est continue car pour f € L?(R) :

ITHO)] < T flloo < T Fl25

donc par le théoréme de RIESZ, il existe g € L?(R) tel que pour tout f € L?(R),
710) = [ Falgla) da.
Soit maintenant f € L?(R) quelconque, alors :

(Tf)(@) = 7 (TF)(0) = T(r_(£))(0) = /

R

(T2 f)(t)g(t) dt = /Rf(t+$)9(t) dt = /Rf(U)g(u—x)du = (f*9)(x),

ou la fonction g est définie par :
Ve ER, (@)= g(—a).

Solution 15. (Enoncé)
Il s’agit de la preuve du théoréme 2 du document suivant : https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/
thomas.cavallazzi/assets/pdf/developpements/Optimisation%20Hilbert.pdf.
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