
Théorème 1 (Formule des compléments).

∀z ∈ C \ Z, Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)

Preuve.

Les deux membres de cette égalité étant analytiques sur C \Z, qui est un ouvert connexe de C, il suffit de
prouver l’égalité sur ]0, 1[, car ]0, 1[ a un point d’accumulation dans C \ Z. Soit donc α ∈]0, 1[, on a:

Γ(α)Γ(1 − α) =

∫

∞

0
tα−1e−t dt

∫

∞

0
u−αe−udu

=

∫

∞

0
tα−1e−t

(
∫

∞

0
u−αe−udu

)

dt

=
u=tv

∫

∞

0
tα−1e−t

∫

∞

0
t−αv−αe−tvdv dt

=

∫

∞

0
v−α

(
∫

∞

0
e−(1+v)t dt

)

dv (Fubini-Tonelli)

=

∫

∞

0

v−α

1 + v
dv

Comme le membre de gauche est symétrique α←→ 1− α, le membre de droite aussi et donc:

Γ(α)Γ(1 − α) =

∫

∞

0

vα−1

1 + v
dv

Enfin, le changement de variable v = ex donne:

Γ(α)Γ(1 − α) =

∫

∞

−∞

eαx

1 + ex
dx =: I(α)

On va calculer cette dernière intégrale par la méthode des résidus.

On considère la fonction f(z) =
eαz

1 + ez
. Cette fonction est méromorphe sur C et admet des pôles simples

en iπ + 2ikπ, k ∈ Z. Soit R > 0, on applique le théorème des résidus au rectangle γR dont les sommets
sont −R,R,R+ 2iπ,−R+ 2iπ.

ℜ

ℑ

(1)

(2)

(3)

(4)

−R R

R+ 2iπ−R+ 2iπ

Le rectangle γR

Le seul pôle de f dans le rectangle est iπ. Comme c’est un pôle simple, on a:

Res(f(z), z = iπ) = lim
z→iπ

f(z)(z − iπ) = lim
z→iπ

eαz
z − iπ

ez − eiπ
= −eiαπ
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D’après le théorème des résidus, on a:
∫

γR

f(z)dz = 2iπRes(f(z), z = iπ) = −2iπe−iαπ (⋆)

On sépare le rectangle en 4 chemins et on étudie la contribution de l’intégrale sur ces 4 chemins.
Pour le chemin (1), on a:

∫

(1)
f(z) dz =

∫ R

−R

eαx

1 + ex
dx −→

R→+∞

I(α)

Le chemin (3) donne:

∫

(3)
f(z)dz = −

∫ R

−R

e2iαπ
eαx

1 + ex
dx −→

R→+∞

−e2iαπI(α)

Le chemin (2) se majore par:
∣

∣

∣

∣

∣

∫

(2)
f(z)dz

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 2π

0

eαR+iαt

1 + eR+it
i dt

∣

∣

∣

∣

≤

∫ 2π

0

eαR

eR − 1
dt = 2π

eαR

eR − 1
−→

R→+∞

0 (α < 1)

Le chemin (4) se majore par:
∣

∣

∣

∣

∣

∫

(4)
f(z)dz

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 2π

0

e−αR+iαt

1 + e−R+it
i dt

∣

∣

∣

∣

≤

∫ 2π

0

e−αR

1− e−R
dt = 2π

e−αR

1− e−R
−→

R→+∞

0 (α > 0)

Le passage à la limite R→ +∞ dans (⋆) fournit:

(1− e2iπα)I(α) = −eiπα

ce qui, après simplification, donne:

I(α) =
π

sin(πα)
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