Théoréme 1 (Formule des compléments).

™

V2 e C\Z, T()IT(1-2)= sin(rz)

Preuve.

Les deux membres de cette égalité étant analytiques sur C\ Z, qui est un ouvert connexe de C, il suffit de
prouver 1’égalité sur ]0, 1], car ]0, 1] a un point d’accumulation dans C \ Z. Soit donc a €]0, 1], on a:
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Comme le membre de gauche est symétrique oo <— 1 — a, le membre de droite aussi et donc:

o0 ,Uocfl
Fa)l'l—a)= d
@ri—a)= [
Enfin, le changement de variable v = e* donne:
oo 60651/‘
Fa)l'1l—-a)= =1
@ri-a)= [ Fdr=1)

On va calculer cette derniére intégrale par la méthode des résidus.
az

On counsideére la fonction f(z) = Cette fonction est méromorphe sur C et admet des poles simples

—.
en im + 2ikmw, k € Z. Soit R > 0, on applique le théoréme des résidus au rectangle vz dont les sommets
sont —R, R, R+ 2im, — R + 2im.
Le rectangle r

R
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Le seul pole de f dans le rectangle est im. Comme c’est un pole simple, on a:

zZ—1 ;
Res(f(z),z =im) = Zh_{?,,f(z)(z —im) = zh—g'lﬂ eazﬁ = —e" "
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D’aprés le théoréme des résidus, on a:

f(2)dz = 2inRes(f(2),z = im) = —2ime™"*" (%)
TR
On sépare le rectangle en 4 chemins et on étudie la contribution de l'intégrale sur ces 4 chemins.
Pour le chemin (1), on a:

R et
0 f()dz—/ dz — I(a)

_rl+e*  R-o4oo
Le chemin (3) donne:
" ian " 2iam
“ f(z)dz = — /_R e T dz AT € I(a)
Le chemin (2) se majore par:
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Le chemin (4) se majore par:
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Le passage a la limite R — +oo dans (x) fournit:

(1 _ eQiﬂ'a)I(a) _ _eifra

ce qui, aprés simplification, donne:
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