Définition 1. La lettre p désignera toujours un nombre premier. Ainsi la somme E désigne une somme

p<n
portant sur les nombres premiers inférieurs a n.

Remarque 1. Dans ce développement la fonction log désigne le logarithme népérien usuel et non le
logarithme décimal.

Définition 2. On note 7 la fonction de comptage des nombres premiers, c’est-a-dire : w(x) = {p | p < z}|.

Lemme 1. 7(z) =0 <®), en particulier, Z log(p) = O(n).

p<n

Preuve.

On commence par montrer par récurrence forte sur n que H p < 4". L’initialisation est claire. Soit
p<n

n > 2. Supposons le résultat vrai pour tout k < n. Si n est pair le résultat est immédiat, on écrit donc a

partir de maintenant n = 2m + 1.

Soit maintenant p € [m + 1;2m + 1] alors p | (2m + 1)! et p 4 m!. Donc par le lemme de Gauss :

2m + 1
pl
m

H ol (Qmm+ 1>

m+1<p<2m+1

Donc encore par le lemme de Gauss :

et
2m—+1
2m+1 :l 2m+1 n 2m+1 §EZ 2m+1 §122m+1:4m
m 2 m m+1 2 Pt k 2
D’ ou:

IIr=
p<n

Ce qui acheéve la récurrence.
On peut conclure, soit t €]1,n] :

H p H p < 4m4m+1 — 42m+1 —gn
<m+

P 1 m4+1<p<2m+1

=m0 = T t< [ p<4”

t<p<n t<p<n
ie
m(n) < nﬁi(é)) +7(t) < nﬁi(é)) +1
Le choix t = fournit la conclusion.

log(n)

Le développement commence & partir de ce lemme :

Lemme 2. (Formule de Legendre)
Soit n > 1, alors :

uor-£ 3]

k=1
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Preuve.

Comme v, (ab) = vy(a) + v,y (b) :

vp(n!) = va(k) = Z Z vp(k) = Zl Z 1
k=1

Or les éléments de [1;n] tels que v, (k) > I sont les plr avec r < L) J Le nombre d’éléments de [1;n] tels

que v, (k) =1 vaut donc {%J — {%J On peut maintenant terminer le calcul :
p P

o =S (5] [ ]) =S5 2] - S 2] -5 2]

Théoréme 1. On a les estimations suivantes :

1
e (ler Théoréme de Mertens) Z log(p) = log(n) + O(1)
p<n

1
e (2¢me Théoréme de Mertens) ] log(log(n))
p n—r—+00
p<n

Preuve.

On prouve d’abord le premier théoréme.
On a pour n > 1 et d’aprés le lemme 1 :

n . n n

—-—1< _ =

P _{pJ ;p p—1
Donc :

= > log(p va<n!>log<p)szmofgf):n2@+n2%

p<n p<n p<n p p<n p<n

Z log(p

p<n p

Or comme les facteurs premiers de n! sont tous inférieur a n, n! = H p» (™) ie log(n!) = Z vp(n!) log(p).
p<n p<n

. N log(p)
Le lemme 1 fournit 'estimation : log(p) = O(n) et de plus —_—
1; (p) = O(n) p; o1}

- n

ny log(p) +0(n) <log(n!) <ny_ @ + O(n)

p<n p<n

converge. On peut donc

écrire :

1 1 !
D’ou Z o8(p) = og(n) + O(1). Or par une comparaison série-intégrale,

n
p<n p

log(n!) = Z log(k) = nlog(n) —n+ O(1)

1<k<n
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Et cela conclut la preuve du ler théoréme de Mertens.
On prouve maintenant le 2éme théoréme :

On a:
Sy
p<n p<n p IOg 2<k<n IOg(k)
Avec _—
bk = ng( ) Si k =p
0 sinon
. B o log(p) , . . .
On peut écrire by = ar — ar_1 avec a, = Z . On peut alors transformer ’expression précédente :
p<n p
Z > St
pn P 2<k<n log
k
an __m log (m)

B log(n) log(2) bt log(k)log(k — 1)

3<k<n

+ Z log(1+ )

log T log (k +1)log(k)
—0(1)
Or par le ler théoréme de Mertens :
log (1+ 1) ak 1

“og(k + 1) log(k) k—too klog(k)Z k—itoe klog(k)

Finalement, par sommation des relations de comparaisons pour les séries divergentes positives :

1 1
Z ——  ~  log(l .
PO NEN Z FTog(h) v 8 005()

1 - 1
Remarque 2. Il y a un 3éme théoréme de Mertens : H (1 — —) = loeg( ) (1 +0 (1og( ))>
mh kLt P n n

p<n
O v désigne la constante d’Euler.

Remarque 3. Le 2éme théoréme de Mertens peut etre précisé :

Z 1_ log(log(n)) + M + O(logl(n))

p<n

1 1
A noter que le fait de remplacer O [ ——— | en o | ——— | est équivalent au théoréme des nombres premiers
log(n) log(n)

(résultat tres difficile) qui donne 1’équivalent suivant : w(n)

n—stoo log(n)

Référence Je ne connais pas de références exactes pour ce développement. Le lemme 1 se trouve dans
"Introduction & la théorie analytique et probabiliste des nombres" de Gérald Tennenbaum. Ce livre donne
également une preuve des théorémes de Mertens mais elle est légérement différente de celle présentée ici.
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