Théoréme 1. Soit £ = C°[0,1] muni de la norme infinie. Alors ensemble des fonctions continues sur [0, 1]
et dérivables en aucun point de [0,1] est dense dans E.

Preuve.

On note I =[0,1]. Soit € > 0 et n > 1, on pose :
Un={feE|Veel,yecl,0<|y—z[<e, [f(x)—[fyl>nlz—yl}

La preuve va se dérouler en 3 étapes.

Premiére étape : U, ouvert.

Montrons que F.,, :=US, ={f € E|Jr e [,Vy € [,0 < |y —z| <¢|[f(x) — f(y)| < nlz —y[} est fermé.
Soit (f,), € Y, telle que f, —+> f dans E ie (fp), converge uniformément vers f sur I. L’hypothése
’ pP—+00

sur la suite (z,), donne :
VpeN,Jz, € [,Vy € 1,0 < |y — z| < ¢|fp(x) — fp(y)| < nl|zp, —y|

Comme I compact, il existe une extractrice ¢ et x € I telle que (a:g,(p))p converge vers x. Soit y € I tel
que 0 < |y — x| < g, alors il existe py € N tel que pour tout p > po, ’y — Iw(p)‘ < e. (I suffit de prendre
e—lz—yl

5 ). Donc pour p > pog

po tel que pour tout p > pg, | — xw(p)| <

|f<p(p)(zw(p)) _ f«/)(p)| <n

o) — Y
Ce qui donne en faisant tendre p vers +oo :
f@) 1wl
r—y

car

| fo) @) = F(@)] < [ fon) (@ow) = [(@o)| + [[@op) — F@)]) — 0

p——+o0

Le premier terme tendant vers 0 par convergence uniforme et le second par continuité de f en z. Donc
f € F. et cela conclut.

Deuxiéme étape : U, , dense dans E.

Soit f € E et § > 0, on va prendre g € B(f,d) NUe,, de la forme g(z) = f(x) + dsin(Nz) avec N a
déterminer. Il est immédiat que peu importe le choix de N € N, g € B(f,d). Soit maintenant (x,y) € I?
distincts :

lg(x) —gw)| _ |f(z) = fy) + d(sin(Nx) — sin(Ny)|
|z -yl [z -yl
- gﬁdNi)ﬁmNyﬂ‘f@)f@W‘

- lz =yl r—y

Pour minorer uniformément le premier terme on va choisir N assez grand pour que le sinus oscille vite sur
de petits intervalles, pour majorer uniformément le second terme on va utiliser 'uniforme continuité de f.

Laurent Montaigu ENS Rennes



Plus précisément :
Par uniforme continuité de f :

)
Ja > 0,Y(z,y) € Plz -yl <o = |f(@) - fy)l <
On peut supposer o < min(1,e) ce que nous faisons par la suite. Soit maintenant = € I, il existe y € I tel
que :
21 < [Nz — Ny| < 4w et |sin(Nz) — sin(Ny)| > 1

4
On choisit N tel que Nw < «a. L’inégalité précédente donne alors:

ON 6N
> |22 228
47 8

6N

l9(z) — 9(y)| _IN
8T

|z -y

N
Il suffit de choisir alors N assez grand pour que — > n, un tel N sera indépendant de x car n,a,d le

7r
sont et pour un tel N on aura g € U, , et cela conclut la deuxiéme étape.

Troisiéme étape : Conclusion

On peut maintenant conclure, soit R = m Ui ,, comme F muni de la norme infinie est un Banach,
n>1
d’aprés le théoréme de Baire I’ensemble :
R:= (U
b
n>1

est dense dans E. Orsi f € R alors pour tout z € [0,1] il existe z,, € I tel que 0 < |z —2,,| < % et :

o)1),
Ty — T
Donc,
sup f(xn) B f(d?) = 400
n>1 Tn —T
et donc f n’est pas dérivable en z et cela conclut la preuve. O

Remarque 1. La référence de cette preuve se trouve dans "Gourdon Analyse".

Remarque 2. Si on présente un tel développement, il faut absolument connaitre des exemples de telles
fonctions.

o0
o Fonction de Weierstrass : Z a™ cos(b"x) on 0 < a < 1etab>1.

n=1

1 —2<z<
e Soit g(z) = { 11_;1 0<z<9 si-2ses0 que l'on prolonge par 4-péridodicité sur R, alors

n=0

est continue dérivable nulle part.

Remarque 3. En fait, ce qui compte vraiment c’est d’obtenir I’existence d’une fonction continue dérivable
nulle part. Si on a un telle fonction f, alors ’ensemble

{P+%|P6R[X],m21}

est dense dans [0, 1] par le théoréme de Weierstrass et ne contient que des fonctions continues dérivables en
aucun point de I.
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Remarque 4. Il est possible de remplacer la deuxiéme étape par :

Deuxiéme étape bis : F,, est d’intérieur vide.

En effet, si ce n’était pas le cas, il contient une boule B(P,d) ou P € [X] et § > 0 (par densité des
polynomes dans E). Soit ¢ € I, qui vérifie la condition d’appartenance a F; ,,. Soit R > 0, on construit alors
une fonction g affine par morceaux définie par :

0 si0<zxz<t-—n
B %(t—(a?—n)) sit—n<x<t
g(x) = ~Yz—(t+n) sit<az<t+n
0 sinon
Yy
x
t—n t+n

Figure 1: Le graphe de la fonction g

)
ou l'on choisit n > 0 assez petit pour que n < —). Avec un tel choix de 7, si 0 < |y — t| < &, alors :

Re
’g(t)—g(y)‘ NI
t—vy ne
On a alors P+ g € B(P,9) et :
’g(‘r)_g(y)} >R|x—y|
r—y

Si M = [|P'||x,[0,1], on prend R = M +n et on obtient :

P(z) +g(z) — P(y) — 9(y) ‘ > Hg(x) —9() ‘ 3 ‘ P(z) — P(y)

HZ|M—|—n—M|—n
=y r—=y r—=y

et cela conclut.
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