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1 Exercices Centrale

Exercice 1. (Solution)

1. Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral.

0o - 7
2. Déterminer la nature de / w
0

sin(y/7)

n

dt.

3. Déterminer la nature de Z
n>1

Exercice 2. (Solution)

(oo}
1. Pour quelles valeurs de = € R, l'intégrale / t*~le=t dt est-elle définie ? On note I'(z) cette intégrale
0

quand elle est définie.
2. Montrer que :

e i) (1) =1
o ii) I'(x +1) = zI'(x).

e iii) logol' est convexe.
3. Soit f: R™* — R qui vérifie i), ii) et 4ii). Montrer : f =T.
Exercice 3. (Solution)
Soient (E, N), (E’,N’) deux espaces vectoriels normeés.
1. Soit (yn)n>0 € EN qui converge vers | € E, montrer que I' = {(y,), | n > 0} U {}.

2. Soit f: E — E' telle que pour tout K C E’ compact, f~!(K) est un compact de E. Montrer que pour
tout fermé F de E, f(F) est un fermé de E’.

Exercice 4. (Solution)
On note GL,(Z) = {M € M,(Z)NGL,(C) | M~ € GL,(Z)}.

1. Soit M € M, (Z), montrer : M € GL,(Z) < |det(M)| = 1.

2. Soit A € M,,(C) telle que M = I,,, étudier la convergence de la suite (A¥)x>o ott A = MEI".

3. Montrer qu’il existe une constante K, qui majore tous les cardinaux des sous-groupes finis de GL,,(Z).

2 Exercices Mines-Ponts

Exercice 5. (Solution)
Soient A,...,A, € M, (C)? diagonalisables et qui commutent.

1. Montrer que Ay, ..., A, sont diagonalisables dans une méme base.

2. Soit G un sous-groupe commutatif de GL,(C) inclus dans {M € M, (C) | M? = I,}, montrer que G
est fini et majorer son cardinal.

3. Soit n,m deux entiers, on suppose GL,(C) et GL,,(C) isomorphes. Que dire de m et n ?
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Exercice 6. (Solution)
Soit n € N* et A € §,,(R). Montrer I’équivalence entre les deux propositions suivantes :

e i) Pour tout (A, ) € Sp(A), A+ p # 0.
e ii) VB € S,(R) 3IM € S, (R), AM + MA = B.

Exercice 7. (Solution)

On pose pour x >0 et n > 1, f,(z) = (;2:-

1. Déterminer le domaine de définition de f(z) = > 7, fn(x) et montrer qu’elle y est continue.
2. Déterminer un équivalent de f en 0.

3. Ecrire f sous la forme d’une intégrale, en déduire un équivalent de f en +ooc.

Exercice 8. (Solution)
1

Soit (pk)k>1 la suite des nombres premiers pris dans 1'ordre croissant. On pose v, = [[,_, T~ pourn > 1.

P

. . 1
1. Montrer que (vn)n>1 converge si et seulement si 3~ -, - converge.
2. Montrer v,, > > 1

i=1n"

3. Existe-il C' > 0 telle que ¢(n) > C'n pour tout n > 1 ?

Exercice 9. (Solution)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et f € L(FE) diagonalisable. Montrer I’équivalence
entre :

i) Ty =Xy
e ii) Il existe z € E, (z, f(z),..., f""!(x)) soit une base de E.

Exercice 10. (Solution)
Soit A € M3(Z) telle qu'il existe n € N*, A™ = I. Montrer que A'? = I,.

Exercice 11. (Solution)
Soit (A, B) € GL,(C)2 et M = (0 A

B 0). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si AB Dest.

3 Exercices X-ENS

Exercice 12. (Solution)
Soit f : R™ — R continue de carré intégrable et g : RT — R définie par g(z) = f(z) — 2e™* fox et f(t)dt
pour tout z € R, montrer que g est de carré intégrable et :

/ g*(x) dz :/ f2(z) da.
0 0
Exercice 13. (Solution)

On note A : N* — N telle que A(1) = 1, A(p) = —1 pour tout p premier et \(mn) = A(n)A(m) pour tout
(m,n) € (N*)2.

n

1. Déterminer le domaine de définition D de N(z) = >.°7, A\(n) =%

n=1 1—gn*
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2. Pour z € D, exprimer N(z) en fonction de b, =3_;,, A(d).
3. Calculer b,, pour n > 1.

4. Donner un équivalent de NV en 17.

0 L
LT A

Exercice 14. (Solution)
Soit P =Y"}_,a,X" a coefficients réels et scindé sur R. Montrer aj_1a,+1 < aj pour k € [1;n — 1].
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4 FEléments de corrections

Solution 1. (Enoncé)
1. Soit I un intervalle de R et a < b dans I. Soit f € C"*1(I), alors :

k! n!

=3Iy / PO prn gy
k=0 a

2. La fonction f :t+— M est continue sur R™* et f ~ % donc fol f converge. De plus pour > 0 en
z—0

faisant un intégration par parties :

Tsin(Vt) . ) 1 * o [ cos(Vt) ., —2cos(/x) [ cos(V/t)
/1 Tdt_ [—2cos(\/f) \/5]1 2/1 3 dt = VG + 2cos(1) 2/1 3 dt

xr t o0
Donc comme || %f)dt converge, [ f converge.
t2

3. Comme f est C', on peut écrire :

n+1 n+1 n+1 1
o= [ sa] = | [ g - 50 < [T = 1) = S e

Or f(t) = <40 — D done || flscuniny < 735 et Tyoy (F(0) = [ F()dt) converge et done
2 e
> n>1 f(n) aussi par la question 2.

Solution 2. (Enoncé)
1. La fonction f : t — t*~Le~t est continue sur R, de plus f(t) ~. t*=1 donc fol f converge si et seulement
t—0

si z > 0. comme f(t) =o (%), floo f converge pour tout x € R, donc I'(x) est bien défini pour = > 0.

2. i) est immeédiat, i7) se fait par intégration par parties. Pour 4ii) : on vérifie facilement que I" est de classe
C® sur R** a valeurs dans R pour vérifier la convexité de log oI, il suffit de vérifier que (logol’)” > 0 i.e.
I''T > TI"2, or par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

oo 2 oo oo
I (z) = (/ <log(t)tm7ﬂe_%> (tszle_%> dt) g/ log(t)*t* et dt/ t* et dt =T (z)T(z)
0 0 0
3. Soit f vérifiant i), i) et iii). Alors pour x €]0, 1], 'inégalité des 3 pentes appliquée a g(x) = log(f(x))

donne :
’ g(n) —g(n—1) _ glz+n)—g(n) _ gn+1) - g(n)
n—(n-1 ~— zxz+n—-n ~ n+l-n

Or par 1) et i), g(n) = log((n — 1)!) pour n > 1, d’ou :

(n—1)%mn-1)!
im0+ k)

n*(n —1)!

<f@) < 7 ——
io(@+ k)
Les deux termes de cet encadrement sont équivalents quand n — +o00, donc

z _ |
Vo €01, f(z) = lim %
notoo [ ol +

Or T vérifie 4), ii) et iii) et le membre de droite ne dépend pas de f, donc f = I" sur ]0,1] et finalement
f =T sur R par ii).

Solution 3. (Enoncé)

1. Soit (yn)n une suite d’éléments de I' distinguons deux cas :

Soit y,, prend une méme valeur une infinité de fois alors on peut construire une suite extraite de vy, qui est
constante et donc convergente. Dans 'autre cas tous les éléments de I' sont atteints qu'un nombre fini de
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fois par y, et nous allons montrer que (y, ), converge vers x. Soit € > 0 il existe ng tel que pour tout n > ng
|xr, — z|| < e. Par hypothése, il existe n; € N tel que pour n > ny y,, € {zk|k > no} U{z}. Donc pour n > ny
Iy — o] < e

2. Soit G un fermé de E montrons que f(G) est un fermé de E’. Soit (y,)n € f(G)Y une suite convergente
vers | € E'. Pour tout n dans N il existe x,, € G tel que y,, = f(z,,) Posons I' = {y,|n € N} U {l} qui est un
compact. Par hypothése f~(T) est un compact de E et comme (1), € f~1(I') on peut extraire une sous
suite de (z,)n la conclusion est immédiate.

Solution 4. (Enoncé)

1. Si M € GL,(Z) alors en prenant le déterminant dans MM~ = I,, et en utilisant que det(M ') € Z,

nécessairement det(M) = 41. Inversement, si |[det(M)| = 1 alors M~1 = com(M)T € M, (Z) et

M € GL,(Z).

2. La matrice M est annulée par le polynéme annulateur X — 1 qui est scindé a racines simples dans C, d’ott
AN - 0

M est diagonalisable de valeur propre des racines d-éme de 'unité. Ecrivons M = P oo P

1
det(M)

B0 (B o

=P : : P! et donc B? = P : : p-1

0 % 0 (,\771)‘1

Donc, A =

Pour i € [1;n],

A —1 2
< - <1donc A7 — 0.
3 3 g—+o0

3. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(Z) et ® le morphisme de réduction mod 3, il suffit de montrer que @
est injective. Soit M € Ker(®), en utilisant le théoréme de Lagrange, M vérifie M¢ = I,, avec d = |G|. En
utilisant les notations de la question précédente, A € M,,(Z) car M € ker(®) et donc il existe gy € N tel que
A% =0, A est une matrice nilpotente diagonalisable donc A =0 et M = I,, et ® est bien injective.

Solution 5. (Enoncé)
1. On fait une récurrence sur la dimension, pour le cas n = 1 il n’y a rien & faire. Supposons le résultat vrai
pour tout rang inféieur ou égal & n — 1. Si tous les A; sont des homothéties, le résultat est immédiat. Sinon,
il existe A; avec un espace propre F)(A) non trivial, il suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence a
Ex(A) et @ 2xesp(a)Eu(A) et de faire la réunion des bases obtenues pour conclure.
2. Tous les éléments de G vérifient M? = I,, donc (résultat classique) G est commutatif, de plus tous les
éléments de G sont diagonalisables avec des valeurs propres +1. Par co-diagonalisation, G est conjugué a un
sous-groupe de :

& ... 0

0 ... e,

Donc G est fini de cardinal < 2™.
3. Soit ® : GL,,(C) — GL,,(C) un isomorphisme, ®(£2,,) est alors un sous-groupe de cardinal 2" de GL,,(C)
qui vérifie les hypothéses de la question précédente donc |®(G)| < 2™ et donc n < m. Par symétrie, n = m.

Solution 6. (Enoncé)

i) = 4i). On introduit 'application @4 définie par w4 (M) = AM + M A et ii) correspond a la bijectivité
de 4. Comme A est une matrice symétrique, @4 est un endomorphisme de S, (R) qui est de dimension
finie, il suffit de montrer que ¢4 est injective. Soit M € S, (R) telle que AM + M A = 0. La matrice A
est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée, soit (X7, ..., X,,) une base de diagonalisation
associée aux valeurs propres Aq,...,\, de A. D’ou :

AMX; = ~MAX; = —\MX,

Donc si M X; était non nul, —)\; serait valeur propre de A ce qui est exclu. Donc MX; = 0 pour tout
1 < i < n et donc finalement M = 0.
i1) = ). Par contraposée, supposons qu’il exist e une valeur propre de A de A telle que —\ soit aussi
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une valeur propre de A. Soit X un vecteur propre associé & A et Y un vecteur propre associé a —\. Soit
M = XYT, comme X et Y sont non nuls, M # 0. De plus,

AM + MA = AXYT + XYTA=AXYT - 2XYT =0
Donc ¢4 n’est pas injective et donc pas bijective.

Solution 7. (Enoncé)
1. Par le critére de convergences des séries alternées, il est clair que f est définie sur D =R\ {—n |n > 1}.
Soit K un compact de D, chaque f,, est continue sur D, soit R = sup,.cpl|z|, alors. pour n > R :

> ful2)
k=n

Donc par convergence uniforme f est continue.
2. On peut écrire f(z) =2+ 3> f.(z) = L + g(x) avec g continue en 0 par le méme raisonnement que la
question précédente, d’oul

—
— R n—+4oc0

3. On utilise la relation n— fo t"t#=14¢. Donc,

D" [ Pt
=> = Z/ (—1)mnteldr = / dt
"0 n—+ax ne00 0 t(1+t)

="
n>0 ntx

11
T) = — du
i) 33/0 1+ur

Par le TCD, il est clair que cette derniére intégrale tend vers %

La permutation étant justifiée par convergence uniforme de sur [0,1]. Le changement de variable

u = t* donne :

Solution 8. (Enoncé)

Comme (p1 ) est une suite & valeurs positives qui tend vers 0, In(1 — p—) ~ pL et donc :
n’ n—+oo Pn

Zi cv @—Zln(l—i) CV <= v, CV

n>1 n n>1 Pn

Ou la derniére équivalence se déduit du passage a I’exponentielle.
2. On peut écrire par développement en série géométrique :

welIXi= T g =g

Gorgyenn PO () B

;ru

ou P (k) désigne le plus grand facteur premier de k et par convention P*(1) = 1. Or tout entier n vérifie
Pt(n) <n<p,doncuv, >3" L

3. Par les deux question précédentes, [];_, ﬁ —+> 400. Supposons par I'absurde d’une telle constante
pr N—+oo

VHEN*7 i_ (Hk 1pk?) _C
Un Hk 1Pk

C, alors on aurait :

ce qui n’est pas possible.

Solution 9. (Enoncé)

Le sens ii) = i) est immédiat, en effet si deg(mf) < n, alors la famille (Idg, f,..., f"~!) est liée et donc
pour tout z la famille (z,..., f*71) est lice.
Inversement, comme f diagonalisable et 7y = xs, f posséde n valeurs propres disctinctes (Aq, ..., \,), soit
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(e1,...,e,) une base de vecteurs propres associés, montrons que x = Y ., e; vérifie (z,..., f"~!(x)) libre.
Soit (ag,...,an—1) € K™ tels que Z?:_OI a;f(z) = 0. Or pour i > 0,

Fil@) =3 fileg) =D Nieg
Jj=1 Jj=1

Donc,
n—1 ) n n—1 ) n
0=> aifi (@)=Y aXie; =D P(N))e;
i=0 j=1i=0 j=1
ou P = Z?:_ol a; X', comme la famille (ej,...,e,) est libre, P(A\;) = --- = P(\,) = 0 donc P a n racines

distinctes et comme deg(P) < n — 1, P est nul d’ou le résultat.

Solution 10. (Enoncé)
Le polyndome P = X'2—1 annule A et est scindé a racines simples dans C donc A est diagonalisable sur C et ses

i0
€ 0 >P‘1 on a

deux valeurs propres sont de la forme e? et e~ pour 6 € [0,27]. En écrivant A = P ( 0 e-if

1 1
xa=X?—2cosf0X +1 or comme A € M,,(Z), xa € Z[X] donc 2cosf € Z et enfin cosf € {—1,—5,0, 5,1}

2
e 0 € {77, %, g, g,o}. On vérifie aisément que dans chaque cas A2 = I,

Solution 11. (Enoncé)

Un simple calcul donne M? = (AOB BOA> et donc M?P = ((AOB)P (B?4)p
est diagonalisable alors M? aussi et en prenant un polynéme annulateur de M? on en déduit que AB est
diagonalisable. Montrons que la réciproque est vraie. Comme A est inversible, AB et BA sont semblables
donc si AB est diagonalisable alors BA aussi et on en déduit que M? est diagonalisable. II suffit de montrer
que Ker(M) = Ker(M?) pour conclure. Or c’est immédiat car comme A et B sont inversibles donc M 1’est

. 0 B!
aussi (d’inverse <A‘1 0 ))

) pour tout p € N. Donc si M

Solution 12. (Enoncé)
On pose pour & > 0, h(x) = 2e=* [ ' f(t)dt et I(x) = [ €' f(t)dt. Pour z > 0, g(x)? = f(z)*—2h(x)f(z)+
h(z)? et donc en intégrant de 0 a z :

T ) B T ) - T T )
/0 g(t)2 dt = /O F)2dt—2 /O Bt F(t) dt + /O h(t)? dt

De plus,
’ 2 _ ’ —2t 2
/0 h(t)? dt = /0 de=2(1)2 dt
= —2¢2"(x)* + 4/ e 2 ()I(t) dt
0
= 2 2(2)% + 4/30 et f(BI(t) dt
0
= —2e2(x)* + z/w f(t)h(t)dt
0
D’ou :

‘ 2 [ 24t — 222 ()2
/Og(t) dt—/0 f)=dt -2 l(x)
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Donc il suffit de montrer que e=2%](z)? - 0 soit encore e*[(x) - 0. Soit € > 0, il existe A > 0 tel
r—+00 Tr—r+00

que [ f(z)?de < €
Donc pour T > A,

A T A T T
e "l(x) = e_m/o el f(t) dt—|—e_:”/A el f(t)dt < e_f”/o et f(t) dt—|—e_”3\//A et dt \//A f)2de <
<1 <

A
e /0 e f(t)dt + ¢

o (A g .
Ore™® [el f(t)dt e 0 ce qui conclut.

Solution 13. (Enoncé)
1. Tl est clair que |[A(n)| = 1 pour tout n > 1 donc N est bien définie sur |—1, 1 car |A(n) 2~ ~

m| - [1—an] n—+00
|z|™. Six = %1 alors le terme général de la série définissant N n’est pas défini, si |z| > 1 alors la série est
grossiérement divergente, d’'oa D =] — 1, 1].

2. Soit x € D, alors la famille (A(n )n,kzl est sommable, par le théoréme de sommation par paquets, il

)z
vient :
= 33 A = 3 3 A = 3 A
n=1k=1 p=1

p=1nk=p

|I‘n

(23

3. Il est clair que by = 1 Soit n > 2, on écrit n = Hl LD

=D 2 AW

sa décomposition en facteurs premiers. Alors :

B1=0 Bk
(71 Qg
o DG I B S CS Vil
BIZO ﬂk:()
si «; pair pour tout ¢ > 1.
sinon.
| 1 sin carré parfait
o sinon.

4. Par la question précédente, il vient N(z) = > 7, x"z, par comparaison série-intégrale en utilisant la

/fz f)dt < Nz /fz

N(z) ~ e du ~ T

/ t% In(z) 1 /
e M dt = ———
=1~ Jo v —In(z) Jo e—=1- [ 1—2

fonction f,(t) = 2’ on trouve que :

D’ou

Solution 14. (Enoncé)

() (=1) (k1) ) (0)2
On peut écrire ay = L k!(o)’ il faut donc montrer P(k_l)(!o) P(k+1)(!()) <z k!(zo)

soit encore :

k
_" pE=DypEtD (o) < pHR ()2
o PED(0) P 0) < PO (0)
11 suffit alors de montrer que P~ (0)P*+1(0) < P*)(0)?, ce qui en notant Q = P*~1 revient & montrer
Q(0)Q"(0) < Q'(0)2, on reconnait ici la dérivée de % en 0. On peut supposer que 0 n’est pas racine de Q
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car sinon le résultat est clair. Remarquons maintenant que par le théoréme de Rolle, @ est scindé sur R, en
écrivant la décomposition en élément simples

’ T
m;
e
11 vient,

i=1 g

Et cela conclut.
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