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FEUILLES D’EXERICES N°2

Anneaux

1. EXERCICES

Exercice 1. (Solution)
On pose Z[i] = {a +ib | (a,b) € Z*} C C.
(1) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de (C, +, x).

(2) Déterminer le groupe Z[i|* des inversibles de Z[i] (indication : on pourra utiliser
la fonction N : Z[i] — N définie par N(z2) = |z|?).

Exercice 2. (Solution)
Soit A un anneau commutatif. Montrer que les trois assertions suivantes sont
équivalentes :
(1) A est un corps ;
(2) A # {0} et les seuls idéaux de A sont {0} et A ;
(3) A # {0} et tout morphisme de A dans un anneau non nul est injectif.

Exercice 3. (Solution)

Soient m,n deux entiers strictement positifs. Montrer qu’il existe un morphisme
d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ si et seulement si m divise n et que dans ce cas, ce
morphisme est unique.

Exercice 4. (Solution)
On munit Z et R de leurs structures usuelles d’anneaux.
(1) Déterminer les morphismes d’anneaux de (Z, +, xX) dans lui méme.
(2) Soit f un morphisme d’anneaux de (R, +, x) dans lui-méme.
(a) Montrer que pour tout x € Q, f(z) = =.
(b) Montrer que pour tout z € R™, f(z) > 0 et en déduire que f est croissante.
(c) Déterminer f.

Exercice 5. (Solution)
On pose pour n € Z, n > 2, Z[\/n] = {a + by/n | (a,b) € Z?}.
(1) Montrer que Z[y/n] est un sous-anneau de R (muni des lois usuelles).
(2) Quels sont les morphismes d’anneaux de Z[v/2] dans lui-méme ?
(3) Existe-t-il un morphisme d’anneaux de Z[v/2] dans Z[/3] ?



Polynoéme

Lorsqu’aucune précision n’est donnée, les polynémes considérés appartiennent a K[ X| o
K est un corps et les calculs se font dans K [X].

Exercice 6. (Solution)
Montrer que pour tout n € N, on a :
2n
(X + X2+ X+ 1)) (—1)FXF = X284y X2 4]
k=0

Exercice 7. (Solution)
Effectuer dans C[X] les divisions euclidiennes suivantes :
(1) 3X° +2X* — X2 4+ 1par X3+ X +2;
(2) X5 —7X* - X2-9X +9par X2 —5X +4;
(3) 4X3 + X? par X + 1 +1.

Exercice 8. (Solution)
Factoriser :
(1) X*+1 dans R[X] et C[X].
(2) X3 — 3 dans R[X] et C[X].
(3) X2+ (3i —1)X — 2 — i dans C[X].

Exercice 9. (Solution)

Soient P(X) € C[X] et a,b deux nombres complexes distincts. Exprimer (en fonction
de a,b, P(a), P(b), P'(a)) les restes des divisions euclidiennes dans C[X] de P(X) par les
polynoémes suivants :

(1) X —a
(2) (X —a)%
(3) (X —a)(X —b).

Exercice 10. (Solution)
Montrer que pour tout n € N, le polynéme

P=nX""? - (n+2) X" 4+ (n+2)X —n
est divisible par (X — 1)® dans Q[X].

Exercice 11. (Solution)
On considére le polynome X° — 11X3 + 11X?% 4+ 8X — 4 de R[X]. Trouver l'ordre de
multiplicité de sa racine 2.

Exercice 12. (Solution)
Factoriser dans R[X] le polynéme P = 16X° — 20X? + 5X — 1 sachant qu’il admet au
moins deux racines multiples dans C.

Exercice 13. (Solution)

Soient A et p deux nombres complexes. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
sur A et p pour que le polynéme P = X* 4+ X3 + AX? + uX + 2 soit divisible par X? + 2
dans C[X].

Exercice 14. (Solution)
Déterminer une relation de Bézout entre les polynomes de Q[X] :



(1) X3 —1let X3+1;
(2) (X =13 et (X +1)3;
(3) X3+ X?+1et X34+ X + 1.

Exercice 15. (Solution)
Déterminer le pged des deux polynémes X° 4+ 5X4+9X3+7X2 +5X +3 et X* +2X3 +
2X% + X + 1 en tant qu’éléments de Q[X], R[X] et C[X].

Exercice 16. (Solution)
Déterminer tous les polynomes P de C[X] tels que P’ divise P dans C[X].

Exercice 17. (Solution)
Soient n > m deux entiers naturels non nuls.

(1) En considérant la division de n par m, déterminer le reste de la division euclidienne
de X" —1 par X™ — 1.
(2) En déduire que le pged X™ — 1 et X™ — 1 est XPecd(nm)=1

Exercice 18. (Solution)

Soit un entier n > 1 et soit P(X) € C[X]| un polynome de degré < n. On suppose
qu’il existe r € R tel que pour tout entier k € [1;n] on ait P(k) = r*. Pour tout entier
k € [1;n], on pose :

X =
L0 =11 5=
i=1,i#k
(1) Déterminer pour deux entiers (k,1) € [1;n]?, L(1).
(2) Montrer que P(X) = > r"Li(X).
(3) Calculer P(n+1).

Exercice 19. (Solution)
Donner une condition nécessaire et suffisante sur I'entier n > 0 pour que X? + X + 1
divise (X + 1) — X™ — 1 dans Q[X].

Exercice 20. (Solution)
Soit P € Z[X] de degré > 1 et n € Z, on pose m = P(n).
(1) Montrer que pour tout k € Z, m divise P(n + km) dans Z.
(2) En déduire que P(I) ne peut pas étre un nombre premier pour tout [ € N.



2. SOLUTIONS

Solution 1. (Enoncé)
1. Tl faut montrer que : 1 € Z[i], et que pour tout (x,y) € Z[i|*, x —y € Z[i] et zy € Z[1].
1 € Z[i] car 1 = 1+ 0 x 4. Soit maintenant x = a + ib € Z[i] et y = ' 4 ib' € Z]i], alors :

r—y=(a—d)+i(b-10) € Z]i]
——

——
EL €L
et,
xy = (aa’" — bb') +i (ab’ + a'b) € Z]i]

et cela conclut.
2. On rappelle que par définition :

Zi)* ={z € Z[i| | 32 € Z[i], 22" =1}
Montrons que Z[i]* = {z € Z[i] | N(z) = 1} :

Inclusion directe : Si z = a + b € Z[i]* alors il existe 2 € Z[i]* tel que 2z’ = 1 donc
N(zz") = N(1) = 1. Or par propriété du module il vient

1= N(z2) = |22]* = |2)*|Z)* = N(2)N(¢).

Et de plus, N(z) = a* + b* € N et de méme pour N(2'). on a donc écrit 1 comme un
produit de deux entiers naturels, ces entiers sont donc forcément 1 et N(z) = 1.
Inclusion réciproque : Soit z = a +ib € Z[i] tel que N(z) = 1, alors il suffit de remarquer
que :

2Z=z>=N(z) =1
et Z=a —ib € Z[i] et donc z € Z[i]* et cela conclut.

Déterminer les inversibles de Z[i] revient donc a déterminer les éléments z = a + ib € Z[i]
vérifiant N(z) =1 i.e. a® + b* = 1. De l'inégalité

0<a*<a*+v*° <1
on voir que a? est un entier compris entre 0 et 1, c’est donc 0 ou 1 donc a € {—1,0,1}

et de méme pour b. Enfin, si a # 0, alors a? = 1 et donc b?> = 0 i.e. b = 0. Les couples
solutions sont donc :

(1,0), (—=1,0), (0,1), (0,—1)

qui correspondent aux éléments 1, —1,4, —i d’otu :

Z[i)* ={1,—-1,i,—i} =T,

Solution 2. (Enoncé)
1) = 2): Si A est un corps alors A n’est pas 'anneau nul. Soit / C A un idéal. On
suppose I # {0} et on va montrer I = A. Soit € [ non nul, comme A est un corps, il
existe a € A tel que yxr = 1, mais alors :
l= a x €1,
—~—

~—
€A €Il

car I idéal. Soit maintenant b € A, alors :
b= b 1 €1
N~
€A €l

donc b € I i.e. A C I et finalement I = A ce qui conclut.
2) = 3) Soit f : A — B un morphisme d’anneaux ou B # {0}. Alors par le
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cours, l'ensemble ker(f) = {x € A| f(x) =0p} est un idéal de A donc pas hypotheése,
ker(f) = {0} ou ker(f) = A. Comme f est un morphisme d’anneaux,

f(1a) =1 #0

car B n’est pas I'anneau nul. Donc 1 & ker(f) et donc ker(f) # A et finalement ker(f) =
{0}. On peut en déduire que f injective car si f(x) = f(y) avec (z,y) € A?, alors

flx—y)=f(z) - fly) =0p

car f morphisme d’anneaux, d’ou  — y € ker(f) = {0} et donc x = y : V'application f
est bien injective.

3) = 1) (Hors-programme) Soit x € A non nul, on considére le morphisme de f: A —
A/(x) de réduction modulo l'idéal engendré par . Si (z) # A, alors A/(z) # 0 et donc
par hypothése f est injective mais f(x) = 0 = f(0) donc x = 0 ce qui est exclu. Donc
(x) = A et x est inversible : A est bien un corps.

Solution 3. (Enoncé)

Supposons qu'’il existe un morphisme d’anneaux f : Z/nZ — Z/mZ. On note pour z € Z,
7™ sa classe dans Z/mZ et T sa classe dans Z/nZ. Comme f est un morphisme
d’anneaux :

0™ = f@") = f@™) = f(n- 1) = n- f@7) =0 - 1 =7,
ol la premiére égalité vient des propriétés des morphismes d’anneaux et la quatriéme
égalité vient de :

fn T = f@7 4 T = @) 4o+ 7 @) =0 T,

S

v. ~~
n fois n fois

Donc 7 = 0™ et donc nécessairement, m divise n. Dans ce cas, on a nécessairement :
FEY =T,
En effet, car pour k € Z,
f(E(n)) — f(k- T(n)) _ kf(T(n)) _ g 7
et 'application e — E(m) est bien un morphisme d’anneaux

Solution 4. (Enoncé)
Soit f : Z — 7 un morphisme d’anneaux, alors f(1) = 1. De plus, on peut écrire 2 = 1+1
donc :

fQ=fA+1)=f1)+f1)=14+1=2
On montre alors par récurrence que f(n) = n pour tout n > 0. L’initialisation est vraie

car un morphisme d’anneaux envoie 0 sur 0. Supposons 'assertation vrai au rang n > 0
i.e. f(n)=n, alors :

fin+1) = f(n)+ f(1) =n+1,

d’ott ’hérédité et donc pour tout n > 0, f(n) = n. Soit maintenant n un entier négatif,
—n est un entier positif donc par ce qui précéde, f(—n) = —n d’ou :

0=f(n=mn)=f(n)+f(=n)=f(n)+(=n)=f(n) —n

et donc f(n) = n. Finalement f(n) = n pour tout n € Z et donc f = Idz. Inversement
I’application Idz est bien un morphisme d’anneaux.
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2. a) Par le méme raisonnement que précédemment, f(n) = n pour tout n € Z. Soit
maintenant r = § € Q, alors en utilisant les propriétés des morphismes d’anneaux :

af(r) = af (g) ~ f(o)f (g) —; (q . g) — i) =»

donc, f(r) = r et cela conclut.
b) Soit x € R, alors on peut considérer I’élément /x € R d’ou :

fla) = f(Vz") = f(Va)? > 0

Si 'on prend maintenant y > x deux réels, alors y — z > 0 donc f(y — x) > 0 mais
fly—2x) = f(y) — f(x) et donc f(y) > f(z) et f est bien croissante.

¢) Montrons que f = Idg. Soit x € R, alors il existe des suites (¢,) et (r,) de rationnels
qui convergent vers x tels que :

Vn>0, qg,<x<nr,.

On peut par exemple tronquer le développement décimal de x & la n-éme décimale par
défaut pour g, et par excés pour r,. La croissance de f assure que :

V=0, flgn) < f(x) < f(ra).

Or f(gn) = qn et f(rn) = r, car ¢, et r, sont rationnels. Donc en faisant tendre n vers
+o0 il vient par encadrement f(z) = z et donc f = Idg. Inversement, 'application Idg
est bien un morphisme d’anneaux de R dans R.

Solution 5. (Enoncé)
1. 1l faut montrer que : 1 € Z[\/n], et que pour tout (z,y) € Z[\/n|*, * —y € Z[\/n] et

xy € Z[/n).
1 € Z[/n] car 1 =1+ 0 x i. Soit maintenant = a + by/n € Z[\/n] et y = d' +b'\/n €

Z[\/n], alors :
r—y=(a—d)+0b-V)VneZlV

——  N—
€7 €7

et,
zy = (ad’ + nbb') + (ab’ + a'b) \/n € Z[\/n]

(. J/

€z €z
et cela conclut.
2. Soit f : Z[v/2] — Z[+/2] un morphisme d’anneaux. En refaisant le méme raisonnement
que l'exercice précédent, on montre que f(n) = n pour tout n € Z. Soit alors a 4 by/2 €

Z[\/i]7
fla+0v2) = fa) + f(bV2) = f(a) + F(B)(V2) = a+bf(V2).
Il s’agit donc de déterminer f(1/2). On a :

F(VEY = J(V2) = f(2) =2

donc f(v/2) = V2 ou f(v/2) = —v/2. Dans le premier cas f est Iidentité, dans le second
f est Papplication a + bv/2 — a — bv/2. Inversement, ces deux applications sont bien des
morphismes d’anneaux.

3. On pourrait penser que l'application f : a + bv/2 — a + by/3 est un morphisme
d’anneaux de Z[+/2] dans Z[v/3] mais ce n’est pas le cas car

(V2P =3 =3 42= (V2
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On va montrer qu’il n’y a pas de morphisme d’anneaux de Z[v/2] dans Z[v/3]. On suppose
par 'absurde qu’il existe un tel morphisme f, alors :

2= f(2) = F(V2) = f(V2)?
donc f(\/i) = ++/2 doit s’écrire a + b\/3 avec (a,b) € Z*. Si par exemple, V2=a+b/3
alors en élevant au carré :
2 = a® + 2abv/3 + 3b°
Donc comme /3 est irrationnel, ab = 0. Si @ = 0 alors 2 = 3b% avec b € Z ce qui est

absurde car 3 ne divise pas 2. Si b= 0 alors V2 = a € Z ce qui est aussi absurde. Un tel
morphisme f n’existe donc pas.

Solution 6. (Enoncé)
On remarque que :

X4+ X4+ X +1=(X2+1)(X +1),

et :
2n
(X +1)) (—1)Fxh =X 41
k=0
Donc,
2n 2n
X+ X+ X+ 1)) ()X = (X2 +1)(X +1)) (-DFXF
k=0 k=0
= (X2 4+ 1)(X*H + 1)
S GRS GRS G
Solution 7. (Enoncé)
1. 3X°42X* - X? +1| X4+ X +2
— 3X° — 3X° - 6X? |3X%+2X -3
2X* - 3X3 — 7X?
—2X* —2X?% - 4X
—3X% —9X? —4X 41
3X3 +3X +6
—9X? —X+7
2. X°-7Xx* - X —9X +9|X*-5X+4 :
— X°+5X* —4X° | X% —2X2 — 14X — 63

—2X* —4x3 - X?
2X*—-10X3 +8X?

—14X3 4+7X2 —9X
14X3 —70X2%2 +56X

—63X2%2 +47X +9
63X2 — 315X + 252

— 268X + 261
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Solution 8. (Enoncé) _
1. On cherche les racines de X* + 1 dans C[X], ce sont les racines 4-éme de —1 i.e. 7,

e~ 7, e et e 1. La factorisation de X* + 1 dans C[X] est alors :
3im 3im

X' 4l=(X—eN) (X —e T) X —eT)(X —e 1),

En regroupant les racines qui sont complexes conjuguées, on en déduit la factorisation de
X%+ 1 dans R[X] :
X1 = [(X = eF)(X = e )] [(X = eF)(X - )]
= (X2 (F 1) X ) (X0 (0 4 o) X 4 e
= (X2 = V2X + 1)(X2+V2X +1).

2. La encore, on peut chercher les racines de X? — 3 dans C. Ce sont v/3, jv/3 et jv/3 out
Jj = e . On en déduit la factorisation de P dans C :

X3 —3= (X —V3)(X —jV3) (X —35V3)

En regroupant les racines qui sont complexes conjuguées, on en déduit la factorisation de
X3 — 3 dans R[X] :

X3 —3=(X—V3) (X —jV3)(X —jV3)
= (X = VB)(X? = (j + ))V3X + jV/3jV/3)
= (X — V3)(X? + /3X +25)

Remarque : Pour la factorisation dans R, on pouvait aussi utiliser la formule a™ — b" =

(a—b) >"1_y a"b"~17* et vérifier que le polynome de degré 2 obtenu était sans racines dans
R.
3. On cherche les racines de X? + (3t — 1)X — 2 — i dans C, le discriminant vaut

i

A=Bi—1)2+42+i)=—-2i=2e"2

in

Donc une racine de A est § := /2¢~7 =1 — 4. Donc les racines recherchées sont :
—3i—1)—(1—1)

—(32—1)—1—1—2:1_%6t _
2 2
donc la factorisation de X2 + (3i — 1)X — 2 — ¢ dans C[X] vaut :

X2+ (Bi—1)X —2—i=(X—(1-2))(X — (=) = (X —1+2i)(X +1)

Solution 9. (Enoncé)
1. Par le théoréme de division euclidienne, il existe (Q, R) € C[X]* avec deg(R) <
deg(X —a) =1 tel que :

P(X)=Q(X)(X —a) + R(X).

Or deg(R) < 1 donc R = X est constant et en évaluant la relation précédente en a il vient

Pla) = Q(a)(a —a) + R(a) = A,
d’ou R = P(a).
2. Par le théoréeme de division euclidienne, il existe (Q,R) € C[X]? avec deg(R) <
deg((X — a)?) = 2 tel que :

P(X) = Q(X)(X —a)* + R(X).
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Or deg(R) < 2 donc on peut écrire R = cX +d avec (¢,d) € C? a déterminer. En évaluant
la relation précédente en a il vient :
P(a) = Q(a)(a — a)* + R(a) = R(a) = ca + d.
De méme, en dérivant la relation puis en évaluant en a il vient :
P'(a) = Q'(a)(a — a)* +2Q(a)(a — a) + R'(a) = ¢

d’ott ¢ = P'(a) et la premiére équation donne d = P(a) — ac = P(a) — aP'(a).
3. Par le théoréme de division euclidienne, il existe (Q, R) € C[X]? avec deg(R) <
deg((X —a)(X — b)) =2 tel que :

P(X)=Q(X)(X —a)(X —b) + R(X).

Or deg(R) < 2 donc on peut écrire R = ¢X +d avec (¢, d) € C? a déterminer. En évaluant
la relation précédente en a il vient :

P(a) = Q(a)(a — a)(a —b) + R(a) = R(a) = ca +d.
En évaluant la relation précédente en b il vient :

P(b) = Q(b)(b—a)(b—b) + R(b) = R(b) = cb+d.
Donc les inconnues ¢ et d vérifient le systéme suivant :

{ca+d = P(a) (1)
cb+d =P(b) (2)

En faisant (1) — (2) il vient,

Pla) — P(b)
C = —7
a—>b
car a — b # 0. Enfin, la premiére équation donne :
P(a) — P(b)
d= P(a) —a————.
(@) —a— —

Solution 10. (Enoncé)
On utilise la caractérisation par I’annulation des dérivées. Plus précisément, par le cours
il suffit de vérifier que P(1) = P'(1) = P"(1) = 0. Or,
Pl)=n—(n+2)+(n+2)—n=0,
P(1)=nn+2)—(n+2)(n+1)+(n+2)=0
et
P'1)=nn+2)n+1)—(n+2)(n+1)n=0
et cela conclut.

Remarque : On peut vérifier que P® (1) # 0 donc 1 est racine de P de multiplicité
exactement 3.

Solution 11. (Enoncé)
La multiplicité de 2 en tant que racine est exactement l’entier m > 1 tel que P(2) = - =

Pm=1(2) =0 et P(™(2) = 0. On calcule alors,
P(2)=32—-88+44+16—4 =0,
P'(2)=80—-132+44+8=0
et,
P"(2)=80—1324+22#0
donc 2 est racine d’ordre 2 de P.
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Solution 12. (Enoncé)

On remarque d’abord que P(1) = 0, donc P peut s’écrire P = (X — 1)@ avec Q € R[X].
On sait que P admet deux racines z1, zo de multiplicités au moins 2, or 1 n’est pas une
racine multiple de P donc z; # 1 et 2o # 1. Comme deg(P) = 5, z; et zy sont tous les
deux de multiplicités 2 et 1 est de multiplicité 1.

On propose maintenant deux méthodes :

Premiére méthode : On peut écrire Q = (X —21)*(X — 29)? = R? avec R € R[X] de degré
2 car @) est de degré 4. En faisant la division euclidienne de P par X — 1 :

16X° —20X73 +5X —1|X —1
— 16X° + 16X* | 16X* + 16X° — 4X% —4X + 1
16X* — 20X3
—16X* 4+ 16X°
—4X?
4X3 — 4X?
—4X2 45X
4X? —4X
X -1
~X+1
0

il vient Q = 16X44+16X%—4X?—4X +1. En écrivant R = aX?+bX +c avec (a,b,c) € R?
et en identifiant les coefficients dans la relation R? = (Q il vient le systéme suivant :

a® =16
2ab =16
2ac + b? = —4
2bc =—4
c? =1

La premiére équation donne a = +4. Si a = 4, alors la seconde équation donne b = 2 et
enfin la troisieme donne ¢ = —1. Si a = —4, alors le méme raisonnement donne b = —2
et ¢ = 1. On a deux choix possibles mais c’est normal car on veut R? = () donc si R
convient alors —R aussi. On en déduit alors R = 4X? +2X — 1 et donc :

P=(X—-1)4X*+2X —1)?
en résolvant I'équation 422 + 22 — 1 = 0 on peut alors écrire :

P=16(X —1) <X—_1%\/5> <X—_1%\/5> .

Seconde méthode : On sait que 2; et 2o sont racines de P’. Cherchons alors les racines de
P'. Ona P =80X*—60X?+5=>5(16X"*—12X?+1). L’équation 162* — 1222 +1 =10
est une équation bicarré, on la résout on posant y = 22 et cela devient 16y% — 12y +1 =0

dont les solutions sont :
3—5 . 3+5
e
8 8

donc les racines de P’ sont :

\/3-% \/345 \/3+¢5 \/3+¢5
s g8 g 8
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On peut vérifier en calculant que parmis ces 4 nombres, il y a les deux racines de P
différentes de 1 qui sont :

3 — \f 3+\f

2 2
P=16(X-1) [ X — 3 V5 X+ 345 :
8 8
ce qui conclut.

Remarque : On pourrait penser que les factorisations trouvées sont différentes mais on

peut vérifier que :
3-v6_—1+v6 o 3+VE —1-W6
8 4 8 4

Solution 13. (Enonceé)

On peut écrire X? +2 = (X + Z\/§)(X - z\/§) avec X +iv/2 et X — i1/2 premiers entre
eux, donc en vertu du lemme de GAUSS, X2 + 2 divise P si seulement si X + iv/2 et
X —iy/2 divisent P. Cette derniére condition se traduit par P(iv/2) = P(—iv/2) = 0 et
donc X? + 2 divise P si et seulement si

P(ivV2) =4 —2ivV2 =20 +ip/2+2=0 (1)
{ P(—iv2) =44+ 2ivV2 =2\ —ip/2+2=0 (2)

En faisant (1) + (2), il vient : 12 — 4\ = 0 i.e A = 3. En faisant (1) — (2) il vient
—4iV/2 + 2ip/2 = 0 d.e. = 2. Ainsi, X2+ 2 divise P si et seulement si A = 3 et u = 2.

7

et donc,

Solution 14. (Enonceé)
On effectue 'algorithme d’EUCLIDE étendu.
1. Onpose Rg=X3+1, R =X3+1,Uy=1,U, =0, Vg =0et V, = 1. La premiére

division euclidienne donne :
X3+1]X3—1
- X3+1]1

2
donc )1 = 1 et Ry = 2, on peut s’arréter ici car le prochaine étape donnera forcément
un reste nul. On calcule alors Uy = 1 et V5, = —1, ce qui donne la relation de BEzouT
suivante :

() x(X3+1D) - (1) x (X*-1)=2
et le pged entre X3 + 1 et X2 — 1 vaut 1 (le pged est pris unitaire).

2. Onpose Ry = (X +13% R = (X —-13Uy=1,U, =0,V =0et V;, =1. La

premiére division euclidienne donne :
XP4+3X7+3X +1[X?—-3X?+3X -1
— X3 +3X2-3X +1|1
6X? +2
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donc Qi =1let R, =6X?+2. Oncalcule Uy =1—-1x0=1etVo=0—1x1=—1. On
fait ensuite la division euclidienne suivante :

X3 —-3X?2+3X —-1]6X%2+2
1 1 1
- X —3X g X 3
-3X2+3X -1
3X? +1
8
3X
X -1, Ry =5X. Oncalcule Uy = 0— (3X —3) x 1 = —tX 4 et
=1X +1 On fait ensuite la division euclidienne suivante :
6 2

6X2+1|8X
—6X2 2X
1

donc Q3 = % et Ry = 1, on peut s’arréter ici car le prochaine étape donnera forcément un
reste nul. On calcule Uy = 1+ (3 X —3)9X =3X2—3X +let V= —1— (3 X +3)IX =
—2X? - 2X — 1 ce qui donne la relation de BEZOUT suivante :

(2X2—§X+1) X (X+1)3+(—§X2—§X—1) x (X —1)P*=2

et le pged entre (X + 1)% et (X — 1)3 vaut 1 (le pged est pris unitaire).
3.0npose Ry =X+ X?+1, R =X3+X+1,U,=1,U,=0,Vy=0et V; =1. La
premiére division euclidienne donne :

X3+ X? +1| X34+ X+1
- X3 —X-11/1

X2 - X

donc Q1 =1, Ry = X?— X, Uy =1 et Vo = —1. On fait ensuite la division euclidienne
suivante :

X3 +X4+1]X2-X
- X3+ X? X +1
X2+ X
- X2+ X
2X +1

donc Qs = X +1, Ro=2X+1,U3=—-X—-1let V3=1+ X +1= X+ 2. La division
euclidienne suivante donne :
X? - X 2X +1
_X2_1lx Ly _ 3
= 27" 2 4

donc Q3 = %X — %, R, = % il est inutile de faire I’étape d’aprés car le reste sera forcément
nul. On calcule alors Uy = 14+ (X +1)(3X —32) = 3X? =X + et Vi = —-1— (X +

2)(3X —3) = —1X? — 1X + 1 ce qui donne la relation de BEZOUT suivante :

1 1 1 1 1 1 3
X2 X+ - X*+X%2+1 ——X?— X+ - X2+ X+1)==2
(2 1 +4>><( + +)+<2 X+ 3 x (X?+ X +1) 1
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Solution 15. (Enoncé)

Les deux polynoémes sont a coefficients dans Q, ’algorithme d’EUCLIDE assure que le pged
est le méme dans Q[X], R[X] et C[X].

On utilise 'algorithme d’EUCLIDE en faisant des divisions euclidiennes successives.

XP 45X 49X +7X? +5X +3[ X' +2X° +2X* + X +1
—X°—2X'-2X® —X? - X |[X+3
3X* 4+ 7X° +6X° +4X +3
—3X*—6X*—6X%—3X —3
X3 + X

puis,
X4 42X342X?2 + X +1| X3+ X
- X* — X2 X +2
2X3 +X?2 +X
—2X3 —2X
X2 —X+1
puis,
X3 +X X2 -X+1
- X34+ X2-X X+1
X2
-X?+X-1
X -1
X2-X+1]X -1
- X2+ X X
1

On a un reste qui vaut 1, il est inutile de continuer a 1’étape d’aprés car le reste sera
forcément nul. Le pged recherché vaut donc 1.

Remarque : En calculant les polynomes U; et V; dans I'algorithme d’EUCLIDE on peut en
déduire la relation de BEZOUT suivante :

(X% —3X? —4X —2) x (X° +5X* +9X® + 7X? +5X +3)
+ (= X* = 6X% - 14X — 15X - 7)(X* +2X° +2X* + X +1) = —13

Solution 16. (Enoncé)

Il est clair que le polynéme nul convient. Soit maintenant P € C[X] de degré n > 1, tel
que P’ divise P. Alors il existe @ € C[X] tel que P = QP’, 'analyse des degrés montrent
que nécessairement deg(Q)) = 1. On écrit Q = A\(X — a) avec a € C. On propose deux
méthodes :

Premiére méthode : Supposons que P admette une autre racine différente de o que 'on
note [ et 'on note m > 1 sa multiplicité. Alors [ est de multiplicité m — 1 dans P’ or
dans I'égalité P = A\P'(X — «a), (8 est racine de multiplicité m a gauche et m — 1 a droite
ce qui est absurde et donc S n’existe pas.

Donc P admet une unique racine «, comme P est scindé dans C car C algébriquement
clos, on peut écrire :

P=XX—-a)"
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avec n > 1 et A € C. Inversement, si P est de cette forme alors P’ divise P.

Seconde méthode : Si l'on écrit P =Y ,_, ap X", le coefficient dominant de P est a,, le

coefficient dominant de QP’ est nAa,. En identifiant les coefficients dominants il vient :
1

A=
n

On utilise maintenant la formule de TAYLOR en « pour P et P’ i.e.

" ph)(a) " ph)(a)
1) P=Y P e =3 X -
k=0 k=1
n—1 n—1
(P'(a))®) PEH) (g
P/:Z (k')) (X_a)kzz k|< )(X—O,/)k
k=0 k=0
De I'égalité P = QP on peut écrire :
" p®) (o Tl plk+1) a) ol p+1) (g,
2 > k‘( (X~ )t :n(X—a)ngf (X—a)f =3 — @) (x _ay
k=0 k=0 k=0

Par changement d’indice 7 = k£ + 1, la seconde somme s’écrit :

ol P (g " P9 (a ,
®) S = Y S gy

L (- 1)!

Comme la famille ((X — a)*);>0 est une base de C[X] on peut identifier les coefficients a
partir des équations 2 et 3 pour obtenir :

P®(a) nP®(a)

Vk € [1;n], =
[1;m] K] (k —1)!
ce qui donne nécessairement P%*) () = 0 pour k < n. En reprenant 'équation 1, il vient :
pn)
p= @ o

n!

Inversement, si P est de cette forme alors P’ divise P.

Conclusion : Les polynoémes P de C[X] tels que P’ divise P sont ceux de la forme
P=X\NX—a)"avecn >1et (\,a) € C%

Solution 17. (Enonceé)
1. On écrit n = mk + r la division euclidienne de n par m. Alors :

Xn_l:X(km—l-r)_1:Xk:er_1:kaXr_Xr+Xr_1:Xr(ka_1)+Xr_1

or comme,
k—1
Xk 1= (X™—1)) XM
=0
donc,

X'—1=(X"-1)Q+X"—1
avec ) = X7 Z;:OI X et deg(X"—1) < deg(X™—1) : c’est donc la division euclidienne
de X™ —1 par X™ — 1.
2. L’algorithme d’EUCLIDE sur Z nous donne deux suites (g,), et (r,) telle que ro = n,
r1 = m et il existe un indice k tel que 1, = pged(n,m) et 141 = 0. De plus, pour tout
j>1:

Tj—l = q]"l“j + Tj+1.
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En faisant ’algorithme d’EUCLIDE étendu avec X" —1 et X —1, par la premiére question,
a la i-éme étape, le reste est R; = X"+ — 1. donc a la k-éme étape, le reste est nul. Le
pged est donc le dernier reste non nul qui vaut Ry_q = X" — 1 = XPed®m) _ 1 et donc :

pged(X™ — 1, X™ — 1) = xrecdnm) _ 1

Solution 18. (Enoncé)
1. Si k=1, alors :

Sil # k, alors :

l—i -1 1-2 I~ (k—1) 1—(k+1) I —n
Li(l) = = -0
#(0) k=i k-1 k=2 """ k-0 k—Gkr) T " k-n

i=1,ik
car un des facteurs est nul (celui pour i = 1).
2. On pose Q(X) = P(X) — > p_, r*Lx(X), notre but va étre de montrer que @ est le
polynoéme nul. On va utiliser une technique classique avec les polyndémes : on va montrer

que ) admet strictement plus de racines que son degré.
En utilisant la formule deg(A + B) < max(deg(A),deg(B)) il vient :

n

deg(Q) < max(deg(P), deg(— Y | r*Li(X)))

k=1
Or, la encore en utilisant la formule deg(A + B) < max(deg(A), deg(B)) il vient,

deg <_ ZrkLk(X)> = deg (Z r*Liu(X )> < maxdeg(r* Li(X)) < maxdeg(Ly(X)) < n—1

k= k=1
car,
deg(Li(X)) = Z deg(k_i): Z l=n-1.
i=1,i#k i=1,i#k
Donc,
deg(@) <n—1.

De plus pour [ € [1;n],
Q) = P(l) - zn: r*Le(l) = P(I) —r' =0
k=1
en utilisant I’hypothése sur P et la question 1. Donc ) = 0 et cela conclut la question.
3. D’aprés la question précédente,
Pn+1) = i r*Lp(n +1)
k=1
Calculons Ly (n + 1), on suppose d’abord 2 < k < mn — 1 dans les calculs qui suivent :

n+l1—-1 n+4+1-2 n+l—(k—-1)n+1—-(k+1) n—(n-—1)
L 1) = ceex v )
i s R Iy A § Ny Ry s § R
_n Xn—lx Xn—k—|—2xn—kx " 1
k-1 k-2 1 —1 k—n

Au numérateur, on a presque du n!, il manque le facteur n —k+ 1, on force son apparition
et le numérateur vaut alors : '
n

n—k+1
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Le dénominateur vaut :
(k—=1)x---x1x(=1)x-x(k—n)=(k—1Y(=1)""F(n—k)!

ou l'on a factorisé par (—1) dans la partie droite du produit pour faire apparaitre (n—k)!.
On en déduit donc :

n! n! n
L 1) = = (—1 n—k = (=1 n—k
p(n+1) (n—k+1)(k—1DY(=1)"*(n—k)! (=1) (k—Dln—-FEk+1)! (=1) (k—l)
et I'on vérifie que cette formule reste vraie si k =1 ou k = n.
On peut maintenant terminer le calul de P(n + 1), on écrit :

_ érkLk(n +1) = kz:rk(_Wk (k " 1)

L’idée va étre de faire apparaitre un binome de NEWTON. On fait un changement d’indice
j =k —1 dans la somme :

n—1
P(n+1) ZTJH n+1—j (”)

et cela conclut.

Solution 19. (Enoncé)

Soit P=(X4+1)"—X"—1let@Q=X*+X+1.

Comme ces deux polyndémes sont a coefficients dans Q, ’algorithme de division euclidienne
assure que :

Q | P dans C[X]| <= @ | P dans Q[X].
On peut donc travailler maintenant dans C[X]. Ecrivons Q = (X — j)(X — j) avec
24T
j=¢e3.
Comme X — j et X — j sont premiers entre eux, le lemme de GAUSS assure que :
QIP = (X—j)| Pet(X=])| P
Par le cours, cette derni¢re condition équivaut a P(j) = P(j) = 0. Comme P est a

coefficients dans Q C R, on a P(j) = P(j), donc il suffit de vérifier pour quels n on a
P(j) = 0. On calcule alors P(j) :

Pl =G+ =" —1=(-1)"* —j"—1
On calcule alors selon les valeurs de n mod 6.

Sin =0l[6] :

PG)=1-1—1=—1#0.
Sin=1[6] :
P()=—2—j—1=0.
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Sin = 2[6] :
P(G)=j-j*=1=2]-2#0
Sin = 36 :
P(jl=-1-1—1=-3.
Sin = 4[6] :
P()=j2—j—1=—2j—240.
Sin =5[6] :

P(j)=—j—j*~1=0.
Ou 'on a utilisé la relation j2 + j +1 = 0. En conclusion @ divise P si et seulement si
= 1[6] ou n = 5[6].

Solution 20. (Enoncé)
1. On écrit P =Y ,_,a;X". On fait les calculs dans Z/mZ, il s’agit donc de montrer que

P(n+km) =0 dans Z/mZ :

r

PO R = 3l + b Zz()n (k- J—Zalz()mm

=0 J=

Or pour j < I, Em ’ =0 dans Z./mZ et donc :

P(n+ km)Zal—nl = Zaml =P(n)=m=
1=0 1=0

(en]]

et cela conclut.
2. Supposons par I'absurde Iexistence d’un tel polynome. Comme deg(P) > 1 (P est
non constant), il existe n > 1 tel que P(n) soit un entier vérifiant |P(n)| > 2. On utilise
la question 1. avec cet entier n. Alors par hypothése P(n + km) est premier, mais aussi
divisible par P(n) donc nécessairement P(n) = 1 ou P(n) = P(n + km), le premier cas
étant exclu il vient :

Vk >0, m=P(n)=P(n+km)
Le polynéme Q(X) = P(X) — m admet donc une infinité de racines (tous les entiers
naturels de la forme n + km) donc c’est le polyndéme nul donc P est constant : c’est
absurde car ’on avait supposé P de degré > 1.



