Questions et Exercices sur la lecon 224 Exemples de
développements asymptotiques de suites et de fonctions.
LAURENT MONTAIGU

Ce document vise a regrouper quelques questions qui peuvent étre posées par le jury pour la legon 224 :
Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions. Il y a aussi des exercices.
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1 Questions

Voici une liste de questions auxquels il faudrait étre capable de répondre (relativement) rapidement :

e Donner les développements limités usuels (formule explicite et premiers termes) (cos,sin,In,...).
e Donner deux suites (un), et (v,)y telles que u, — v, — 0 mais uy,, £ v,.
e Donner deux suites (u,)n et (v,)n telles que u, ~ v, et u, — v, ne tende pas vers 0.

e Donner 'exemple d’une fonction f : R — R qui domine tout polynéme en +o0o mais est dominée par toutes fonctions
de la forme exp(ax) avec a > 0.

e Montrer que H,, =1In(n) + v+ o(1) ott H, = Y ,_, + désigne la série harmonique.
e Donner un exemple d’une fonction admettant un DL d’ordre 2 en 0 mais n’est pas deux fois dérivable en 0.
e Donner un équivalent de la suite (uy,),, définie par ug € R et up41 = sin(uy,).

e Soit f: R — R de classe C™ telle qu'il existe (a,)n>0 € RY avec f(z) = ag + -+ + a,a™ + o(z™) pour tout n > 0.
A-t-on f(z) = >0, anx™ sur un voisinage de 0 ?

et un VRAI/FAUX :
o Siu, ~ vy, alors uyl ~ o).
e Siu, ~ v,, alors e¥r ~ e,
o Siuy ~ vy, alors ul ~ v pour a > 0.

e Siu, — leR,alorsu, ~ I
n—-+4oo n—4+oo

Si uy, ~ . Un et (up), est décroissante & partir d’un certain rang, alors (v,), est aussi décroissante a partir d’un
n——+0o0o

certain rang.

Si f est deux fois dérivable en 0 et vérifie f(x) = 1 + ax + bz? + o(z?) au voisinage de 0 alors f”(0) = b.
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2 Exercices

Exercice 1 (Solution)

Déterminer un équivalent de w,, = H(Qk -1).
k=1

Exercice 2 (Solution)
Déterminer :

V2 +3—-3x+5
lim .

T—1 1 —tan (%w)

Exercice 3 (Solution)
Soit (tn)n et (vn)n deux suites strictement positives qui vérifient : w, ~ Up-
n—-+0oo

1. A-t-on In(u,) ~ In(v,)?

n—-+o0o

2. On suppose que v, ne tend pas vers 1. Montrer que In(u,,) ~ In(vy,).
n—-+0oo

Exercice 4 (Solution)

Déterminer les o € R tels que e D" n,

~ €
n—-+oo

Exercice 5 (Solution)

o0
Déterminer un équivalent quand z — 400 de / et dt.

x

Exercice 6 (Solution)

. . R rodt
Donner un développement asymptotique en 400 & n termes de —
2

In(t)
Exercice 7 (Solution)

On considére I’équation (E) : tan(z) = .

1. Montrer que I'équation (E) admet une unique solution x,, dans Jnm — Z;nmw + Z[.

2. Déterminer un équivalent de x,,.

3. Déterminer un développement asymptotique de z,, a la précision # On utilisera une relation entre x,, et arctan(zx,,).

Exercice 8 (Solution)
Soit ¢ : x+ > 27 | -L définie sur |1, +-00[. Montrer que :

n=1 n=

1

~ .
z—1t r—1

¢(x)

Exercice 9 (Solution)
Déterminer I'ensemble des couples («, 8) de réels strictement positifs tels que, pour une infinité de valeurs de n, on ait :

z(;) o

k=1
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Exercice 10 (Solution)

Montrer que I’équation :
1

- In(z)

admet, pour n > 1 une unique solution x,, dans |2nm, 2nT + %[ Donner ensuite un développement asymptotique de z,, a
deux termes. On pourra utiliser la méme démarche que pour ’exercice 7.

sin(x)

Exercice 11 (Solution)
Montrer I’équivalent suivant :

$7
~ —_—.
z—0+ 45

sinh(sin(z)) — sin(sinh(z))

Exercice 12 (Solution)

Soit pour n > 1, S,, = Zzzl(—l)kw et T, =1, ln,(ck).

1. Etudier la convergence de (Sy,)n et (T )n-

In(n)?
2

2. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que T}, = +c+o(1).

In(n)

3. En déduire Z(—l)”

n=1

. On simplifiera l’expression Soy, + Top,.

Exercice 13 (Solution)
Soit @ > 0. Déterminer une fonction f telle que, pour toute suite (u,)n>o définie par ug suffisamment proche de 0 et

Up+1 = f(uy), on ait : X

Uy ~  —.
n—+oo N

Exercice 14 (Solution)
Soit pour x > 0,
dt cos(t)

o= D) + e eol) o0 Vo () + a2 cost (1)

1. Montrer que f(z) — g() tend vers une limite finie quand z — 07 et la déterminer.

dt.

2. En déduire que :
f(x) = —ln(zx)+2In(2) + o(1).

z—0t

On fera le changement de variable w = sin(t) dans g(x).
Exercice 15 (Solution)
Soit f € CYH(R,R) telle que xf/(z) = o( f(z)) quand z — +o0.
1. Donner un exemple d’une telle fonction f.
2. On suppose que pour tout x € R, f(x) > 0. Montrer que f(x) = o(z®) pour tout € > 0 au voisinage de +oo.

3. Montrer que la conclusion de la question précédente reste valide méme si f n’est pas supposée strictement positive.
(On considérera la fonction g définie par g(z) = 1 + f(z)?).
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3 Solutions

Solution 1. (Enoncé)
On va trouver une autre expression de u,,

" [T 2k Tk (2n)!

=TTk -1 - = =
un = JJ 2 M2k~ 2l ~ 2o

k=1
On utilise alors la formule de STIRLING pour obtenir :

27(2n)(2n)%"e 2"
Up o~
n—+oo 27/ 2rnnne—"

Solution 2. (Enoncé)

1 _
= ontapnen,

On va faire un développement limité du numérateur et du dénominateur. Pour le dénominateur, en posant f(x) = tan (%x)

on a :

1 — tan (%x) = F) = f(2) ~ ~f D=1 ~ —Z(@-1),

2

11 suffit donc de faire un développement limité a ’ordre 1 au numétateur. On pose z = 1+ h et on a alors :

W:M:2(1+2)%:2(1+g+0(h)):2+ﬁ+o(h):

4

rz—1

2+ +o(x — 1),

et
. 4 1 -1
\3/33:+5=\‘78+3h:2(1+gh)§ =2(1+g+0(h))=2+%+0(h)=2+zT+o(x—1).
D’ou A . .
lim Vo +3- 3z +5 2+T+O(Tart—1)—(2+T+o(z—1)) _ o(r —1) .
21 1—tan (5z) —Z(@—1)+o(z—1) —Z(z—1)+o(x —1) a1

Solution 3. (Enoncé)
1. Pas forcément, prenons u, = 1 et v, =1+ %, alors :

mais

In(v,) ~ 1 #%  In(u,) =0.

n—=+00 N p—doo

On rappelle qu'une suite est équivalente & 0 si et seulement si elle est nulle & partir d’un certain rang.

2. On écrit u, = v, + o(v,) = v, (1 + 0(1)), on a alors :

In(uy,) = In(v,) + In(1 4+ o(1)) = In(v,) + o(1).

Or o(1) = o(In(vy,)) car In(vy,) ne tend pas vers 0 car v, ne tend pas vers 1. Donc,

In(u,) = In(v,) + o(In(v,)) ~  In(vy).

n—+oo

Solution 4. (Enoncé)

Si a <0, alors
e~ 1~ et
n—-+oo n—-+oo
On suppose donc o > 0. La suite ¢”” ne s’annule pas, donc on a e D" ~ en”
n—r-+0oo

e(n+1)® o« . a
_ — 6(n+1) n 1,
en n—+o0

si et seulement si :
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si et seulement si (n + 1)* —n® tend vers 0. Or :

(n+ 1) —n*=n" ((1 + %)a - 1) =an®" ! +o(n*t).

On en déduit que e D"~ " si et seulement si

n—-4oo

Solution 5. (Enoncé)
L’idée est de faire une intégration par parties. Soit x > 0, alors :

o0 2 002 2
/ et dt:/ et dt
. Y
42 oo 0o 12
e e
= [21&1 - / o &
z xT
e / ©e dt
2 L 22

Or la fonction ¢ — et est positive, intégrable sur [1, +oo], et

donc par intégrations des relations de comparaisons il vient :

0o —t2 0o )
/ et2 dtzo(/ et>.

On en déduit alors :

et finalement

Solution 6. (Enoncé)
On va faire des intégrations par parties :

[, we= [l = [ e

ou l'on a intégré la fonction x +— 1 et dériver la fonction x — ﬁ En faisant n intégrations par parties, il vient :
Todt N O B 1 R
[its =[S [
o In(t) | Wm@)* |, J; W@)"*

/: ﬁ - /zﬂ ﬁ " /f 1n<gi+1 : h{é;i " lnfﬁﬁl — (lné)n) ’

on en déduit alors :

Or,

n

[y = 0 D o ()

k=1
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Solution 7. (Enoncé)
1. La fonction f : z — tan(z) — x est continue sur |nm —

.

53N+ %[, strictement croissante et :

lim  f(z) = —c0 et lim  f(x) = 400,
z—(nr—3%)+ z—(nmn+3%)~

.

donc par théoréme de la bijection, f s’annule en exactement un z,, €jnm — 7;nm + 7| et x, et solution de (E).
2. De l'inégalité :
T < Tn < nw+ i
nmT— — -,
2 — " 2

on en déduit que :
1 1
1—-—< <1l+—
on == + n’
et donc
Ty o~ N,

n—-+oo
par encadrement.
3. On a par m-périodicité de tan,
x, = tan(z,) = tan(x, —nw).
Or z, —nm €] — §; Z[, donc :
arctan(z,,) = arctan(tan(x,, — nrw)) = z,, — nm,
d’oir :

T 1
xn = nw + arctan(x,) = nw + = — arctan | — |,
2 Ty

T _

par la formule arctan(z) = 5 — arctan (1) valable pour z > 0. En utilisant que :

T
¢ 1 1 1 n 1
arctan [ = | =~ — ——=+o =
T xz  3x3 x3 )’

+7T 1 n 1 " 1
Tpn=nr+_-——+-—=+40|—=].
" 2 oz, 33 a3

au voisinage de +oo, il vient :

Enfin, comme z,, ~ nm, on a finalement :

n—+oo
_ n s 1 n 1
Tp = NT B) o o 2

Solution 8. (Enoncé)
On va faire une comparaison série intégrale & z > 1 fixé. Soit x > 1 fixé, la fonction f, : t — t% est décroissante sur [1, +00[

donc on a pour tout n > 2 :
mqe 1 nodt
<= < —dt.
n t n%* -1 t

En sommant les inégalités précédentes de n = 2 & +oo il vient :

° dt °° dt
— < -1 —.
| Few-rz [ 5

En calculant les deux intégrales il vient :

d’ou :

Et on obtient bien ’équivalent souhaité.
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Solution 9. (Enoncé)
Par une comparaison série-intégrale, on sait que pour a > 0 :

na+1

n
Sw o 1
— n—+oo o + 1

B
zn: K - n(n+1) b n?8
B 2 n—+too 28 °
k=1
Comme ’équation (%) est vraie pour une infinité de n, les deux équivalents obtenus sont nécessairement équivalents entre
eux. On a donc :

De plus, pour tout n > 1 :

n(x+1 nQB

a+1 n—:&-oo 28
On a donc :
a+1=23¢eta+1=2°

Donc en particulier 2° = 23 dont les deux solutions positives sont 3 =1 et 8 = 2. Mais comme 3 = a+ 1 > 1, la solution
B =1 est exclue et on trouve alors comme unique couple solution :

(a, 8) = (1,2).
Inversement, pour ce couple I’égalité (x) est vraie pour tout n > 1 donc a fortiori pour une infinité d’entiers n.

Solution 10. (Enoncé)
La fonction f : z — sin(z) — ﬁ est continue et strictement croissante sur |2nm, 2nm 4 [ pour tout n > 1 et vérifie :

1

m
tfRmr e =1
<Oet f2nm+3) In(2nm + %)

f(2nm) = - ’

In(2nm) >0,

car 2nm + 5 > e. La fonction f s’annule donc en un seul point sur |2n7, 2n7 4 5[, que 'on note x,,.

On a immédiatement,

De plus, x, — 2nm €]0, 5[ donc :

1
arcsin <ln(xn)) = arcsin(sin(z,,)) = arcsin(sin(z,, — 2n7)) = z, — 2nm,

donc :

1
T, = 2nm + arcsin (m) .

On sait qu’au voisinage de 0,
arcsin(y) =y + o(y),

et donc :
1 1 1 1

arcsin (m) n—to0 m n—too m n— oo In(n)’

ol le deuxiéme équivalent vient du résultat de ’exercice 3. On a alors :

o ()
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Solution 11. (Enoncé)
On sait que,
sin®(z) sin®(z)  sin’(z)

sinh(sin(z)) = sin(x) + G + 750 + o

2 2® 2 3
sin®(z) = (:17 ~ % + 20 ~ 7T + 0(z7)>

5
— .3 z 7 1 1
=2z 73><€+x (3><62+3 120)+0( N

5
_o3_ o (1 1
=z 2+x< +40)+0( .

On obtient ce développement en un minimum de Calculs en raisonnement comme ceci : on note a +b+c+d+ele

développement limité de sin & Vordre 7 (a =z, b= —%- ¢ = z = e =o0(z")). On a donc :

6 ’ 1207 7' ’

sin(z) = (a+b+c+d+e).

La fonction sin® est impaire, donc n’admet que des termes impairs dans son développement limité. Le terme en z est
nul (car sin®(z) ~. 23), celui en #® ne peut s’obtenir que par le terme a® et il n’y a qu'une possibilité de Pobtenir en
z—0

développant. Le terme en z° ne peut s’obtenir qu’avec le terme a?b et il y a 3 maniéres d’obtenir ce terme en développant

(axaxb axbxa,bxaxa)doule3 x %. Enfin, le terme en 27 peut s’obtenir soit avec ab? soit avec a’c et il y a dans
les deux cas 3 fagon d’obtenir ces termes.

De méme on trouve,

7
sin®(z) = 2 — % +o(z") et sin”(z) = 27 + o(z").
On a alors,
a3 x® 27 1 x® 1327 1 T z’
inh(si _ T &€r L 3 4 L oL <z 7
sinh(sin(z)) = s T 120 7!+6<x 5 T 120)+120( + 6>+7!+0(x)
5 87 7
SRR TTRAE
De méme,
x° 87
. inh _ . 4 )
sin(sinh(z)) = = = 120 +o(z")
Donc,
27 =7
sinh(si — sin(sinh = — ~ .
sinh(sin(x)) — sin(sinh(x)) T +o(x )x—>0+ T

Solution 12. (Enoncé)

1. La convergence de (S,), est immédiate par le critére des séries alternées. En effet, la suite (ln,(ck))k est positive,
>3

ln(m ) et de limite nulle.

décroissante (étudier la fonction x +—

Comme pour tout k > 2,

—_

In(k)
k

la suite (7T),),, diverge par comparaison des séries a termes positifs et divergence de la série harmonique.
ln(x)

>,

E‘

est décroissante pour x > e et d’intégrale divergente, on a donc par comparaison série-intégrale,

T~ /" In(x) do — ln(n)Q.

2. La fonction = —

" notoo x 2
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2
Soit w,, =T, — 1n(§) , alors :

Wit — Wy = % + %(ln(n)Q Cln(n+ 1))
= % + % <—21n(n) In(1 + %) —In(1 + %)2))
_In(n)  In (1+3) Inn) Inn) 1
_n—l—l+ n+l  n  n2 +O(n_%>

_In(n) In(1+1) 1
_n(n+1)+ n+1 +O(—)

-o{3)

Donc E (Wp41 — wy) converge et donc (wy,), converge, en notant ¢ = lim,, ., w, on a :
n>1
In(n)?

" too 2

+c+o(1).

3. Soit n > 1, alors :

=1n(2)H, + T,

San 4 Ty = 3001 (-1 208 3 020
k=1 k=1

Donc Sy, =T, + In(2)H,, — To, et :
In(n)?  In(2n)?

San = 1n(2) In(n) + In(2) In(n) + o(1) + ¢+ g T g ¢ +0o(1)
2 2 2
=In(2)In(n) + In(2)y + @ - @ —In(2) In(n) — In(n)® +0(1)
In(2
— )7 - ) 4 o)
Et donc,
> In(n In(2
I N )
n
n=1
Solution 13. (Enoncé)
Ecrivons trés formellement :
1 11 1 1 Ll
B e (S R T T

Posons alors la fonction f définie par :
Vo € [-1,1], f(z) =2 —az®Tl.
On peut alors se référer a https://adrienlaurent.net/Agregation/DVP.pdf#page82 pour la preuve du fait que cette

fonction convient.

Solution 14. (Enoncé)
1. Soit > 0, alors :
(1 —cos(t))

fx) —g(x) = ' de.
! /0 \/sin2 (t) + 22 cos?(t)

(1—cos(t))

On va utiliser le théoréme de convergence dominée pour calculer cette limite. La fonction ¢ — ———————— converge
\/sin?(t)+xz2 cos?(t)

simplement sur [0, 7] vers la fonction :

1 — cos(t)
sin(t)
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https://adrienlaurent.net/Agregation/DVP.pdf#page82

™

quand z tend vers 0. De plus, pour z €]0,1] et t € [0, 5] on a :

‘\/ sin? : _joz2t2082(t) = 1;:;?:)@) er! ([O’ ED

1—cos(t)
sin(t)

car la fonction t — se pronlonge en 0 en une fonction continue sur [0, F]. On a donc :

lim f(z) — (x)/ozl.cos(t)dt.

z—0+ sin(t)

[t [ g [ () e[ ()] -

2. Soit = €]0, 1], alors le changement de variable u = sin(¢) dans l'intégrale g donne :

Or, on a :

/ ! du

x) =

0 Vu?+a2(1—u?)

or une primitive de u \/iug est u — In(u+ vu2 + 1) (cela peut se retrouver en posant u = sinh(y)) donc une primitive
est LIn(az + y/(az)? +1). On en déduit alors :

1 1(\/1—x2+1>

1 . du
;/0 \/1+(@>2 R

deuHﬁ

Il suffit donc de faire un développement asymptotique de g en 0. On a :

In(14+v1—22)=1n(2+ o(x)) = In(2) + o(z),

1

N =1+o(x),

donc,
g() = (In(2) + o()) (1 + o(x)) — () (1 + o(x)) = —In() + In(2) + o(x).

Et on en déduit,
f(z) = —In(z) +21In(2) + o(1).

Solution 15. (Enoncé)
1. La fonction f : 2 +— In(x? 4+ 1) convient, en effet :

222
VzeR, zf(z)= poSE
et donc zf'(z) = o(f(x)).
2. Soit € > 0 et g(x) = fia), alors :
! € e—1 /
o P@E e @) af @) —cf@) @) g
Ve e R™, ¢'(z) = o = o] el TEeH Tl TS

par hypothése. Comme la fonction f est supposée strictement positive, on peut écrire :
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donc par intégration des relations de comparaisons (z — % est une fonction positive d’intégrale divergente sur [1, +o0l), on

a :

g (t T dt
/g()dt N _6/ de
1 g(t)  w—teo 1t

In(g(z)) —In(g(1)) ~ —eln(z) — —oo,

T—r+00 Tr—r+00

ce qui donne :

donc

et cela conclut.

3. La fonction g vérifie les mémes hypothéses que la fonction f, en effet g est de classe C! sur R et :

Ve e R, xg'(z) = 2zf'(z)f(x) = o(f(2)*) = o(g(x)).
De plus la fonction g est strictement positive donc par la question 2. on a :
Ve >0, g(x)=o(z),

et on en déduit facilement le méme résultat pour f.
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