Agrégation 2018/2019

Irréductibilité des polynémes cyclotomiques

LECONS : 141

REFERENCES : PERRIN, Cours d’algébre (p.82) et DEMAZURE, Cours d’algébre
(p.206)

Prérequis :
- la division euclidienne dans Z[X]
- p(n) = |(2/n2)"
- les polynoémes cyclotomiques sont dans Z[X]

- lien entre l'irréductibilité sur Z et sur Q (voir Appendice)

Notations :

- X (C) désignent les racines n'*™€ primitives de I'unité sur C, autrement dit, les générateurs

du groupe U,, des racines n'®™ de I'unité.
- pin(C) désignent I’ensemble de toutes les racines ni®™¢ de 1'unité sur C.
Introduction :

On va montrer que les polyndémes cyclotomiques sont irréductibles sur Q et unitaires donc
irréductibles aussi sur Z.

Pour n € N, on définit le polynéme cyclotomique par

on(X)= J] X-0

¢eun (C)

Ainsi ¢, est de degré p(n) ou ¢(n) est I'indicatrice d’Euler.

Théoréme 1. Soit n € N*. Le polynéme cyclotomique ¢,, est dans Z[X] et est irréductible sur
Q et sur Z.

Idée de la preuve : On commencera par montrer que ¢, est dans Z[X] et unitaire. Ainsi il
suffit de montrer qu’il est irréductible sur Q pour avoir le résultat du théoréme (voir Appendice).
Pour montrer que ¢,, est irréductible sur Q, on va montrer qu’il est égal au polynéme minimal
d’une racine n'®™¢ primitive de I'unité. Pour cela, on montrera qu’il divise ¢,,, qu’il est unitaire et
qu’il est de degré égal au degré de ¢,.

Démonstration.

Etape 1 : Montrons que tous les ¢, € Z|X] et sont unitaires.
On procéde par récurrence forte sur n € N*.

Initialisation : Pour n =1, on a

$1(X) = X — 1 € Z[X] unitaire

car 1 est la seule racine uniéme de 'unité.
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Heérédité : Soit n > 1. On suppose que pour tout k € [1;n — 1], on a ¢ € Z[X] et unitaire.
Or on sait que dans C[X], on a

X" -1
¢n = !

11 ¢

din

d#n

On note F' = H ¢4 qui est, par hypothése de récurrence, dans Z[X] et unitaire °.

dn
d#n
On a donc

X" —1= F¢, dans C[X]

Comme F' est unitaire, on peut faire la division euclidienne dans Z[X], on a donc
X" —1=FP+ R avec degR < degF

Or c’est la méme division que dans C[X], donc P = ¢, et R = 0. Ainsi, comme P est dans
Z[X] et unitaire (car on divise un polynéme unitaire par un polynoéme unitaire), on a ¢,, € Z[X]
et unitaire.

Conclusion : Ainsi pour tout n € N*, le polynéme ¢,, est dans Z[X] et est unitaire.

Etape 2 : Définition des polynomes minimaux de racines n**™¢ primitives de ['unité.
1€ primitive de I'unité. Soit p un nombre premier qui est premier avec n,

1eM€ primitive de 'unité.

Soit ¢ une racine n
i.e. pAn = 1. On note w = (P, qui est donc aussi une racine n

On note Il¢ (respectivement IL,) le polynéme minimal de ¢ (resp. w) sur Q.

Etape 3 : Montrons que I¢ et 1L, sont dans Z[X] et divisent ¢y,.
On utilise le caractére factoriel de Z[X]®. On peut donc écrire

¢n :HFZ'%

ou les (F;) sont irréductibles sur Z et on peut les supposer unitaires car ¢, est unitaire.

On a ¢,,(¢) = ¢n(w) = 0 car ce sont des racines ni®™® de I'unité. Il existe donc deux indices g
et i1 dans [1;7] tels que
Fi,(¢\)=0 et F;(w)=0

Or comme les polynomes Fj, et F;, sont irréductibles, unitaires dans Z[X] C Q[X], on a

I, =F, €Z[X] et I,=F, cZ[X]'

Par définition des (F;), on a donc

¢ | ¢ et 1L, | ¢y dans Z[X].

1. car X" — 1 a pour racine toutes les racines '™ de 1'unité et donc en partitionnant u,(C) par les 1} (C)
avec d | n, on trouve X" —1=T[, |, da

2. comme produit de polyndmes unitaires

3. car Z l'est et on a un théoréme qui dit que A est factoriel si et seulement si A[X] est factoriel

4. car les polynémes minimaux sont irréductibles (voir Appendice)
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Etape 4 : Montrons que Iy =IL,.
Raisonnons par I’absurde, on suppose que II; # II,. On sait qu’ils sont irréductibles dans
Z[X] (par I’étape 3). On a donc
II.IL, | ¢, dans Z[X]°

Or par définition de w et de II,, on a
Hw(cp) =0

Donc
I | I, (XP) dans Z[X]

A premiére vue, on a pour 'instant que
II; | II,(X?) dans Q[X]

C’est-a-dire

I, (X?) = e (X)Q(X)

avec (Q € Q[X]. Mais par la méme technique qu’a I’étape 1, on peut effectuer la division euclidienne
de II,(X?) par IT¢(X) dans Z[X]

ML(X?) = T1(X)S(X) + R(X)
d’ot S =@ et R=0. Donc Q € Z[X]. Ainsi

II; | II,(X?) dans Z[X]

On va noter P € Fu[X] la réduction du polynéme P € Z[X] modulo p. Notre but est de
prendre un facteur irréductible A de II¢(X), de montrer qu’il est forcément de degré 0 et inversible,
donc il y aura contradiction car un facteur irréductible ne peut pas étre inversible par définition.

On a par ce qui précéde que

I (X) | T, (XP) = T1,(X)" dans Z[X]
Soit A un facteur irréductible de II-(X) dans F,[X]. Dot
AT (X)
Mais, par le caractére irréductible de A, on a
A | TL,,(X) dans Fp[X]
Comme on a IIIL, | ¢, dans Z[X], on a
I 1L, | ¢, dans Fp[X]

Donc
A? | ¢, dans Fp[X]

Puis

A? | X7 =1 dans Fp[X] (1)

5. puisque les indices io et 1 sont différents.
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1l existe donc B € Fp[X] tel que X™ — 1 = A?B. En dérivant, on trouve
nXn-1 = A(2A'B + AB')
Ainsi, on a
A|nXxn-1 (2)
On peut alors trouver a partir de (??) et (??)° que

AlnX" et A|nXn—n’

En utilisant la propriété a | b et a | ¢ implique a | b+ ¢, on a
Alm#0, m#0OcarnAp=1

Ainsi A est de degré 0, et non nul, ce qui contredit 'irréductibilité de A (puisque p est un
corps).

On peut donc en conclure que

I, =11,
eme

Etape 5 : Montrons que toute racine n primitiwe de ['unité est racine de 1.

Toutes les racines ni®™€ primitive de I'unité peuvent s’écrire (™ ott m = pit .. pY et mAn = 1.
Il faut remarquer qu’on a donc p; An =1 pour tout @ € [1; s].
Par I’étape 4, on sait que

M(Q) =0 = T1¢(¢") =0

On peut donc prouver par récurrence sur le nombre de facteurs premiers de m que IL-(¢™) = 0.

En effet, on va commencer par montrer que II;(¢) =0 = II:(¢?*) = 0 car Il = Il¢py . Puis
on va montrer que II-(¢(") =0 = HC(CP%) =08, etc jusqu’a HC(CPT1 ) = 0. Ensuite, on continue
en montrant que H<(C1’?l) =0 = H((Cp?lp?) =09, etc jusqu’a montrer que II(¢™) = 0.

Etape 6 : Conclusion.
On sait que par I'étape 5, toute racine primitive est racine de Il donc deglls > ¢(n). De
plus, on a

e | ¢n

Ainsi deglls = ¢(n). Comme II¢ et ¢, sont unitaires, de méme degré et que I'un divise 'autre,
on a

¢n = HC
On peut conclure que ¢, est irréductible sur Q car par définition des polynémes minimaux Il est
irréductible sur Q.
Enfin, comme ¢,, est unitaire, & coeflicients entiers et irréductible sur Q, il est irréductible sur
Z (voir Appendice). O

6. on a simplement multiplier la partie de droite par quelque chose, ¢a ne change donc pas le fait que A divise
quelque chose de plus gros

7. car pour la deuxiéme divisibilité, on a A | n(X™ — 1)

8. ici le (P! joue le role de ¢ de I'étape 4 et C”% = (¢P1)P1 joue le role de w

9. ici le Cp?l joue le role de ¢ de I'étape 4 et (Cpiyl )P2 joue le role de w
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Remarques :
Les premiers polynémes cyclotomiques sont

M(X)=X -1

Pa(X) =X +1
p3(X)=X2+X+1

Pa(X) =X +1

p5(X) =X+ X3+ X2+ X +1
P6(X)=X2—X +1

Pour p premier,
op(X) —XPlyxr2, ... 1XxX+1

On peut définir les polynomes cyclotomiques sur d’autres corps que sur C. En effet, on pose
alors la définition

Cepn (Kn)

ou K,, est le corps de décomposition de X™ — 1 sur le corps k.

Astuces de ’agrégatif :

Il faut faire attention aux espaces dans lesquels on vit ', notamment lorsque ’on écrit
II¢ | TL,(XP), est ce que I'on est dans Z[X] ou dans Q[X]? La division euclidienne vit dans
C[X], Q[X] ou Z[X], etc. La division euclidienne n’est licite que dans un anneau euclidien et
K[X] est euclidien si et seulement si K est un corps. Cependant, on peut effectuer la division
euclidienne dans A[X] ou A est un anneau si on divise par un polynéme unitaire (c’est ce qu’on
fait ici dans I’étape 1).

th

Le polyndéme minimal d’un élément n’a de sens que dans un anneau principal puisqu’il est
élément générateur de I'idéal annulant. Donc on ne peut pas définir le polynéme minimal sur
Z[X]. Le polynéme minimal est irréductible (voir Appendice).

L’étape 4 peut paraitre longue et pas trés intuitive, mais si on a dans la téte que si a | b
alors a | be, on comprend bien comment cela s’enchaine.

10. comme dans la vraie vie finalement
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