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DeZaQ

1 Introduction

On a réussi a munir Z d’une structure de groupe avec +. On va essayer maintenant de consi-
dérer x.

On pourrait demander a ce que (Z, X) soit lui aussi un groupe, mais il est dommage de comple-
tement oublier I’addition que 'on vient de bien construire. On va donc regarder les propriétés
du triplet (Z,+, x) et en en demandant certaines autres on va construire Q.

2 Anneau

On considere un ensemble A muni de deux opéartions internes que 'on note + et x. Ces
opérations sont notées comme c¢a dans le cas général mais ne signifie en aucun cas que l'on
considere ’addition et la multiplication usuelles, on aurait trés bien pu les noter * et $.

Définition 2.1. Soit (A, +, X) un triplet avec A un ensemble et +, x deux opérations
internes. On dit que A est un anneau (unitaire) si :

1) (A, +) est un groupe abélien. Le neutre de + est noté 0 et I'inverse de a est noté —a.
2) La loi x est associative, cad :

3) La loi x posseéde un élément neutre noté 1, cad :

4) la loi x est distributive a gauche et a droite par rapport a la loi +, cad :

Régles de calcul : Montrer que :
1)0xa=ax0=0



Définition 2.2.
1) Lorsque la loi x est commutative, on dit que A est commutatif.

2) Dans un anneau A, tous les éléments a € A n’admettent pas forcément d’inverse pour

la loi x. Lorsque c’est le cas, on dit que a est inversible, et on note son inverse a~!.

3) Un anneau A est integre s’il est commutatif, et si I’équation a x b = 0 entraine a = 0
oub=0.

Propriété 2.3. (Z,+, x) est un anneau integre.

Démonstration

Ezxemple 2.1. Donner des exemples d’anneau.

Remarque 2.1. On voit donc que une propriété que 'on peut demander en plus a (Z,+, xX) est

C’est ce que va justifier la nouvelle définition :

Définition 2.4. On dit que (A, +, X) est un corps si c’est un anneau commutatif dans
lequel

On veut donc partir de (Z, +, x) et fabriquer un corps. C’est de cette maniére que ’on va créer

Q.

Construction de Q :






3 Exercices

FEzercice 1(e00). Un élément  d'un anneau A est dit nilpotent s’il existe un entier n < 1 tel
que " = 0.

On suppose que A est commutatif, et on fixe x, y deux éléments nilpotents. Montrer que zy
est nilpotent.

On ne suppose plus A commutatif. Soit u et v tels que uv soit nilpotent, montrer que vu est
nilpotent.

Exercice 2(e @ 0). Soit A un anneau dans lequel pour tout x € A, on a, > = x. Montrer que,
pour tout x € A, x = —x puis montrer que A est commutatif.

Ezercice 3(e®0). Soit A un anneau. On appelle caractéristique de A le plus petit entier n € N
tel quen-1=1+4+1+..4+1=0.Si un tel entier n’existe pas on dit que I'anneau est de
caractéristique nulle. Dans la suite, on supposera que A est de caractéristique finie n.
Montrer que pour tout z € A, n-x = 0.

Montrer que si A est integre alors n est un nombre premier.

Ezercice /(e @ ®). Soit A un anneau (commutatif) integre fini. Montrer que A est un corps.
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