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TD 5 : MOMENTS

Exercice 1. Partie entiére et inverse d’une variable uniforme

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme Uy ) et X := L%J la partie entiére de son inverse.
1. Déterminer la loi de X.
2. Calculer la probabilité de I’évenement {X > 100}.
3. La variable aléatoire X est-elle intégrable ?

Exercice 2. Quelques calculs explicites d’espérances

Calculer les espérances E[X], E[|X|], E[X?] et E[¢?*] dans les cas suivants :
1. X ~ Uy e Px(dz) = 311 1) (2)d.
2. Y ~E(N), ie. Px(dz) = Ae M1 ,>0dz, pour A > 0.
3. Z~P\),ie Px({k}) = e /E!, pour k € N.

Exercice 3. Moments de tout ordre
Soit X une variable aléatoire réelle de densité

fx (@) = ¢ (21 (2) + (2 — 2)1pg(2)) -

Déterminer c¢ et calculer les moments E [X"], pour n € N*.

Exercice 4. Variable de Cauchy tronquée
Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy. Calculer E[min(|X |, n)] pour n € N*. Explicitez la
limite lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 5. Moments de la gaussienne
Soit X une variable aléatoire de loi normale A(0, 1), on note my, = E[X*] son £*™¢ moment.

1. Justifier que le moments impairs de X sont nuls.

2. Montrer que les moments pairs vérifient la formule de récurrence moy = (2k — 1)mog_o et

(2k)!
2k LT
3. Interpréter moi en terme combinatoire.

conclure que mop =

Exercice 6. Moment et queue d’une loi
Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition Fx.

1. Soit ¢ une fonction positive strictement croissante de classe C1 sur |0, +ool, nulle en 0.

Montrer que
“+oo

E[p(X)] = ; ¢'(t) (1 — Fx(t)) dt.



2. On suppose de plus que ¢(X) est intégrable. Montrer que

li P(X =0.
Jm )P(X > 1) =0
3. Expliciter le cas particulier ou ¢(t) = t", n € N*.
4. On suppose maintenant que pour t assez grand, il existe une constante ¢ > 0 telle que
c
P(X >t) < —.
tOé

Montrer que X admet un moment d’ordre k pour tout & € N* avec k < a.

Exercice 7. Contre-ezemple au probléme des moments sur R™
Soit X ~ N(0,1) une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
1. Déterminer tous les moments E [X"], n > 1.
2. Déterminer la densité fy de Y = eX et calculer les moments E [Y™], pour n € N*.

3. On considére la famille de variables aléatoires (Yg,|a| < 1), dont les densités sont données
par
fv.(z) = fy(z)(1 + asin(2r In(x))), =z > 0.
Calculer les moments E [Y], n € N*.
4. En déduire une conclusion intéressante.

5. Soit p et v deux mesures de probabilités sur R & support compact. Montrer que p et v sont
caractérisées par leurs moments.



