
1ère année Intrégration de Lebesgue - Cursus Mathématiques ENSAI

TD2 : Intégrale de Lebesgue

Cette collection d’exercices est directement issue des planches de TD rédigées par Basile de Loynes pour son cours
d’intégration.

Exercice 1 Quelques calculs d’intégrales contre des mesures discrètes

Calculer
∫
x µ(dx) et

∫
x2 µ(dx) pour les mesures sur (R,P(R)) suivantes :

µ1 =
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2
δ0 +
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2
δ1, µ2 =

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kδk, p ∈ (0, 1), µ3 =

∞∑
k=0

e−αα
k

k!
δk.

Que dire si l’on considère ces mesures comme des mesures sur (N,P(N)) ?

Exercice 2 Troncation

Soit (X,X , µ) un espace mesuré. Soit f : X → R+ une fonction mesurable. Pour tout entier n ≥ 0, on définit fn = min(f, n).
Montrer que pour tout n ≥ 0, fn est mesurable et déterminer limn→∞

∫
fn dµ.

Exercice 3 Convergence monotone décroissante

Soit (X,X , µ) un espace mesuré. Soit (fn)n≥0 une suite décroissante de fonctions mesurables positives.

1. On suppose que
∫
f0 dµ < ∞. Montrer que

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
lim

n→∞
fn dµ.

2. Montrer que ce résultat n’est en général pas exact si on ne suppose pas
∫
f0 dµ < ∞.

3. Quel résultat retrouve-t-on si l’on choisit fn = 1An
, (An)n≥0 ∈ XN décroissante ?

Exercice 4 Intervertion de limite et d’intégrale

Soit µ la mesure définie par µ =
∑∞

k=1 p(1− p)k−1δk. On définit la suite de fonctions (fn)n≥1, pour n ≥ 1, par

fn(x) =
(
1 +

x

n

)n

1[0,n](x).

1. Pour tout x ≥ 0, déterminer la limite de la suite (fn(x))n≥0.

2. On note gn, n ≥ 0, la fonction définie sur [0, n) par gn(x) = log fn+1(x) − log fn(x). Montrer que gn, n ≥ 0, est
positive. En déduire que {fn}n≥0 est une suite croissante.

3. Montrer que la suite
(∫

fn dµ
)
n≥0

converge vers une limite à déterminer.

Exercice 5 Un critère d’intégrabilité en mesure infinie

Soit (X,X , µ) un espace mesuré. Soit f : X → R une application mesurable. Montrer que f est µ-intégrable si et seulement∑
n∈Z

2nµ({2n ≤ |f | < 2n+1}) < ∞.

Soient α > 0 et fα : x → x−α1x>1. Pour quelles valeurs de α a-t-on que fα est intégrable par rapport à la mesure de
Lebesgue ?

Exercice 6 Critère d’intégrabilité en mesure finie

Soit (X,X , µ) un espace mesuré. Soit f : X → C une application mesurable.

1. Vérifier que
∑∞

n=1 1{|f |≥n} = [|f |], où [·] est la fonction partie entière.

2. Montrer que si f ∈ L1(µ) alors
∑∞

n=1 µ({|f | ≥ n}) < ∞.

3. On suppose que µ est finie. Montrer que
∑∞

n=1 µ({|f | ≥ n}) < ∞ implique f ∈ L1(µ). L’hypothèse µ finie est-elle
nécessaire ?
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