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Sujets

Exercice 1: Calculs

[y = Z (Z)pk(l —p)”fk&g. Calculer /xd,ug(:lﬂ) et /332(1#2(33)-

k=0

Correction

Solution :

On pose P(X) = (
k=0

n

/w2du2(w) = i (Z)pk(l —p)" R = (Z)pk(l — )" Fh(k -

k=0 k=0
)+ <Z>P’“(1 —p)" "k = P"(1) + P'(1) = n(n — 1)p* + np =
k=0

B —1
np((n — 1)p + 1). Autre méthode : <Z> = Z(Z B 1) (formule du

capitaine), qu’on applique une fois, puis une deuxiéme.

Exercice 2: Exercice 6 de la feuille



Correction

1. On le vérifie ponctuellement. Soit z € X'. Alors 1f>,(z) = 1
sin < ||f]](x), O sinon.

+00 LIf1] (=)
Onadone Y Ljsa(@)= 3 1=Ifl)().
n=1

n=1

2. On sait que [|f|] < |fl. Donc ||f]|] est intégrable, donc

/zﬂ(ﬂzn) = /HfIJ < oo.

Par positivité, on peut permuter somme et intégrale, dés lors,
on obtient :

+oo +o0 400
/Z Lfi>n) = Z/1f|>ndu => u(lfl = n) < oo,
n=1 n=1 n=1

et c’est bon.

Le "par positivité" est en fait une application du théoréme
de convergence monotone, avec la fonction croissante f, =
n

Z L f|2k) des sommes partielles de la série. On peut aussi

k=1
le voir comme une application du théoréme de Fubini.

3. On utilise |f| < [|f|] + 1. Et on obtient :

[ns [usstan= [ ustian+ [ ran
= =

=n(X)

. On peut bien séparer car les deux sont intégrables : la premiére

+oo
par hypothése (et 1'égalité /Zﬂ(fIZN) = /HfH < 00), et
n=1

la deuxiéme car X est de mesure finie. On a donc montré :
/ If] < / LI f]] + p(X), ce qui conclut.
X X

+oo
Un contre exemple : la mesure de comptage y = Z 0y, sur N*,
1 n=1
et f:x— —. Alors pour n > 2, {f >n} NN* = () est de
x
~+o00
mesure nulle. Dés lors, Z w({|f] > n} converge. Néanmoins,

n=1
+oo

1
/* Fldn =3 - = +oo.
n=1
Remarque : si vous ne conrfaissez pas la mesure de comptage
+oo
sur N, c’est la mesure telle que / fdn = Z f(n). On retrouve
N

n=0
ainsi tout ce qu’on sait sur les séries, la théorie de Lebesgue est

en quelque sorte "unificatrice"!




