1ERE ANNEE INTEGRATION DE LEBESGUE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI
TD4 : Intégration sur un espace produit

Cette collection d’exercices est directement issue des planches de TD rédigées par Basile de Loynes pour son cours
d’intégration.

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur Ry x [0, 1] par f(z,y) = 227 — e~ Y.
1. Montrer que f est B(R1) ® B([0, 1])-mesurable.

2. Calculer f[o,u (fR+ flz,y) dz) dy et fR+ (f[o)” flz,y) dy) dz. Conclure.

Exercice 2
Soit f : R — Ry une fonction borélienne positive.

1. Montrer que 'ensemble Ay = {(x, y)ER?2:0<y < f(x)} est un borélien de R? et calculer \o(Ay).

2. Méme question pour le graphe de f défini par Gy = {(x, f(x)):xze€ R}.
3. En déduire que \({z e R: f(x) =y}) =0, A(dy)-p.p

Exercice 3
Soit (X, X, 1) un espace mesuré. Soient f et g deux fonctions mesurables positives sur (X, X).
1. Montrer que A = {(z,t) e X x Ry : f(z) >t} € X @ B(Ry).
2. Montrer que [, f dp = fR {f = t}) Adp).
3. En déduire que pour tout p > 1, [, g dpu = fR+ ptP~Lu({g > t}) A(dt).
4. Que dire de fx ¢o f du si ¢ est croissante de classe C! sur R, qui s’annule en 0.
5

. En considérant 'application de X xR xR dans R, notée F, qui & (, s,t) associe 1[5 oo[(f(2))1},00[(9()), montrer
que

s / W({f = s} {g = 1)) dsdt.

Exercice 4

Soit f une fonction de R? dans R. Soit I un intervalle de R. Dans Chacun des cas suivants, déterminer si f est Lebesgue
intégrable sur R? et calculer, si elles existent, les intégrales itérées [, [, f(z,y) dady et [, f T f(x,y) dyde.

-1 siz>0et0<y—o<1,

2?2 — 2 2 siz>0etl<y—2z<2,
avec I =[0,1] et f(z,y)= . six>0et2<y—x23

Y
— avec I = R.
(22 + 42)2
0 sinon,

flz,y) =

Exercice 5

Soient f et g les fonctions définies sur Ry par

o0 L3 o0 . 2
ft) :/ ST —to gr et g(t) :/ (smx) e " da.
0 z 0 x

1. Montrer que f est continue sur R* et g sur Ry.

bln x

fol cos(zy) dy.

3. Calculer g(t) pour tout ¢t > 0 en partant de I’égalité (%)2 = fol % dy. En déduire g(0).

2. Calculer f(t) pour tout ¢t > 0 en partant de I’égalité

Exercice 6 Intégration par parties



1.

Soient p et v deux mesures finies sur B(R). On désigne par F' et G leurs fonctions de répartition respectives, c’est a
dire
VeeR F(z)=p(]—o0,z]) et G(x)=v(— oco,z]).

Pour des réels fixés a et b, avec a < b, on définit A = {(z,y) € R? : a < y < 2 < b}. En calculant de deux facons
différentes u ® v(A), montrer que
F(t™)v(dt) + G(t)u(dt) = F(b)G(b) — F(a)G(a).

]a,b] la,b]

Soient f et g deux fonctions mesurables positives et A-intégrable sur R. On pose

Ve eR F(ac):/ fdXx et G(x):/ g d.
Montrer que F' et G sont les fonctions de répartitions de deux mesures finies sur B(R). En déduire que
Va,b € R,a < b, / F(x)g(x) dx + f(@)G(x) de = F(b)G(b) — F(a)G(a).

[a,b] [a,b]

Que se passe-t-il dans la question précédante si I’on remplace la mesure de Lebesgue A\ par la mesure de comptage
sur N7

Exercice 7 Convolution

Soient f et g deux fonctions de £]}Qd()\d)~ On définit le produit de convolution de f avec g, noté f * g, sur R% par

A A

Ve e RY  fxg(x) = / flz—t)g(t) dt.
Rd

Montrer que f*geﬁﬁw et que fxg=g=x*f.
Calculer f * g pour f =g = 1,1 (d=1). Commenter.
Montrer que si f est de classe C* & support compact, alors il en va de méme pour f * g.

Montrer que si f et g sont positives d’intégrale 1, il en va de méme pour f * g.

Montrer que m =13 (On pourra supposer d =1.)



