1ERE ANNEE INTEGRATION DE LEBESGUE - CURSUS MATHEMATIQUE ENSAI
TDG6 : Changement de variables

Cette collection d’exercices est directement issue des planches de TD rédigées par Basile de Loynes pour son cours
d’intégration.

Exercice 1 Normalisation de la gaussienne

Soit f:R% — R4 la fonction définie pour (z,y) € R2 par f(z,y) = yexp (—y*(1 + 2?)/2). Apres avoir justifié que f est
Lebesgue intégrable sur R, montrer en calculant de deux fagons différentes Jg2 f(z,y) dzdy que
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Exercice 2

Calculer, en justifiant, les intégrales suivantes

J

ol A est le domaine intérieur au triangle ABC avec A = (0,—1), B=(1,3) et C = (0,1).

Sin(y)e_(“'y) dzdy et / zy? dxdy,
A
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Exercice 3 Fonction Gamma d’Euler

On pose, pour tout t € Ry, I'(t) = [;~ 2" te™ da.
1. Montrer que la fonction I' est bien définie sur R et que, pour tout ¢t € R*, I'(t 4+ 1) = tI'(t). En déduire que
I'(n) = (n—1)! pour tout n € N*. Montrer que I'(1/2) = v/2 [;* e=*/2 du = /7. En déduire la valeur de ['(n+1/2)
pour tout n € N.

2. Montrer, en considérant le changement de variables z = ¢(u) = t + uy/t que
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3. En déduire que, pour toute suite de réels (¢,)nen tendant vers oo,
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4. Montrer que lim;_, ffﬁ (1 + %) e~ qy = 5. On pourra pour cela poser u = —v et remarquer que pour
tout z €] — 1,0], log(1 + z) < x — 22/2.

t
5. Montrer que lim;_, o, fooo (1 + %) Wty = \/g . On pourra étudier les variations de la fonction suivante :

z —log(l+x) —x+2%/(2(1 + x)).
6. Etablir la formule de Stirling étendue : I'(t + 1) ~— 00 (ﬁ)t V2mt.
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Exercice 4 Fonction Beta d’Euler

Soit A = {(z,y) € R? :  +y = 0}. Soit ¢ la fonction de R? \ A dans R? définie pour tout (x,y) € R? \ A par

= (o0 2.

r+y

On fixe a, b deux réels strictement positifs.

. Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme de R? \ A dans R* x R.

. Déterminer graphiquement ¢(] — oo, —1]2), ¢(]0, 00[?) et ¢(]0, 1]?).

. Montrer que la fonction f:v — v*~ (1 — v)b_llloyl[(v) est Lebesgue intégrable.

= W N~

. Soit v la mesure sur (R, B(R)) de densité f. Montrer que
/ e @ a1 gady = v(R)D(a + b).
10,002

En déduire v(R).



Exercice 5 Fonction Beta d’Euler, suite

On pose B(a,b) fo a? (1 — v)*~1 dv pour a,b des réels. Soient p, ¢, et s des réels strictement positifs.

1. Calculer, en fonction de B, 'intégrale
J= / Pyt (1 - —y — 2)* ! dadydz,
D

o D = {(z,y,2) € RY xRY xR} : 2 +y+ 2 < 1}. On pourra utiliser le changement de variables

X=z4y+z y:L“, Z-__ %
rT+y+=z rT+y+z

2. Exprimer J en fonction de I'. Qu’obtient-on lorsque p, q,r et r sont des entiers.

Exercice 6 Calcul d’intégrales multiples

) dxdy.
2. Soit D = {(x,y) e R? : 1 < 2? +2y? < 2,0 < y < x}. Trouver un difféomorphisme T de D dans D' = {(u,v) € R?:
1 <u<2,0<v<1}. Caluler [, 5% dady.

1. Pour le domaine D = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0,1/2 <z +y < 1}, calculer [, exp (ﬁfy’

2

3. Calculer [, % ouD = {(x, y) e R?: Ly + % < 1} pour des réels non nuls a, b.
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Exercice 7

1. Montrer que Papplication ¢ : (z,y) — (z + y, zy) de R? dans lui-méme est un C*-difféomorphisme de
U={(z,y) eR*:0<z <y} dans V ={(u,v) €R*:u>0,v>0u?> 40}
2. Soit A {( y) ER? 2 < a4y < 4,2y > 1,2 < y}. Calculer 'intégrale, aprés avoir justifié son existence,
S (@® = y?) cos(zy) dady.
Exercice 8 Volume d’une boule
On cherche a calculer le volume V,, de la boule euclidienne B,, de R, n > 1, définie par
B, ={(x1,...,2,) ER" :xf + - + 22 < 1}.

On note A, la mesure de Lebesgue dans R™ (donc V;, = A\, (By)).
1. Calculer Vj et V5.

2. Soit n > 3, montrer que
Vi, = Vn_g/ (1 — a2 —22)"=D/2 o (21, 29).
B>

3. En déduire que V,, = o et que V,, =

n

(%H)'
4. Montrer que M\, (rB,) = r?V,, pour tout r > 0.



