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1l n’est pas nécessaire de traiter tous les exercices pour obtenir la note mazimale. Réussir quelques exercices avec
honnéteté, en montrant une bonne connaissance du cours et une bonne capacité a dialoguer suffit a obtenir une
excellente note. Il est possible d’obtenir une correction de certains exercices, en me contactant par mail.

AR

Sur £ = C>*(R,R), étudier la continuité de f — f’. On regardera de pres f, : z — exp(nz). Faire une
remarque pertinente !

Etudier la continuité de :
1. E=C([0,1],R) muni de || f]|: = fol lf@)dt et T : (E,||.|l1) = (E,||l-ll1), f+ fgoug e E est fixé.

/2
2. B = C([0,1,R) muni de |[fll> = (f; |f<t)|2dt)1 . F =C([0,1],R) muni de [[f], = [y [£(t)]dt et
T:(E,|.l2) = (F|.ll1), f— fgougée E est fixé.

Soit Y a,z™ une série entiere de rayon R. Que dire du rayon de b, 2" si :

1. by, = |an]

2. b, = Q%an
3. by =

4. by = ant1
5. b, = cos(n)

On suppose que le rayon R de Y a,2™ est non nul. Montrer alors :

A >0,B > 0,Yn € N, |a,| < AB",

et dans le cas ou ag = 1, montrer :
aC > 0,Yn € N, |a,| < C™.

On note A,, = {P € N[X], P(2) = n}.
1. Montrer que A, est fini. On note u,, son cardinal.
. Montrer que pour n € N, ugy+1 = Uay.
. Montrer que pour n € Nyn > 1, us, = Up_1 + Usp,-

n(n—1)

. Montrer que ugn <n+1+2" 2

2
3
4. Montrer que pour n € N, ug, = > _ U.
5
6

. Déterminer R, ol R est le rayon de convergence de Y u,z™.
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Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
1. Démontrer que si f est une application linéaire de F dans F', alors les propriétés suivantes sont deux a
deux équivalentes :
P1. f est continue sur F.
P2. f est continue en Og.
P3. 3k > 0tel que : Vz € E,||f(z)||r < k|z| &
2. Soit E lespace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R muni de la norme définie par :

| flloo = supP,efo1] | f(@)]. On considere I'application ¢ de E' dans R définie par : ¢(f) = fol f(t) dt. Démontrer
que ¢ est linéaire et continue.

Soit E = R[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A C R pour que sup,¢ 4(|P(z)|) définisse
une norme. Et sur R, [X]?

Soit I : P — P(0) sur R[X]. Donner une condition suffisante pour que [ soit continue pour la norme donnée
précédemment.

Les questions sont indépendantes.
1. Que savez-vous du rayon de convergence de la somme de deux séries entieres ?
2. Soit r € R fixé. Que dire du rayon si (a,r"™) :

(a) est bornée
(b) non bornée

(
(
(
(f

tend vers 0

Qo

converge

@)

)

)

) diverge
) possede une suite extraite bornée
)

(g) posséde une suite extraite non bornée
(h) tend vers une limite L non nulle

3. Soit (ay), (by) des suites, R, et Ry les rayons de convergence associée. On pose ¢, = a,, si n pair, b,
si n impair. Que dire du rayon de ¢, ?
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Déterminer si 'application linéaire T : (E, N1) — (F, N3) est continue dans les cas suivants :

1.

2.
3.

E = R[X] muni de || 35,5 arX*|| = 350 lar] et T (£, |1) = (B, ]1.]}), P P".
E =R,[X] munide | Y} _oae X" =31 o lax| et T: (B, |.]) = (E,|.|), P~ P
B = RIX] muni de | Sys0 kXM = Spa0 Mlarl €6 T (B, L) = (B, L), 2> P

Soit E = C([0,1],R). On définit

N() =1LO) + 1 Nloer N'(f) = 1flloo + [1f loo-

Démontrer que N et N’ sont deux normes sur F.

2. Démontrer que N et N’ sont équivalentes.

Etudier la continuité de f — f(3) définie sur £ muni de la norme N.

Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiere de la variable complexe.
Soit (an),cy une suite bornée telle que la série g a, diverge.

Quel est le rayon de convergence de la série entiere E a,z" 7 Justifier.

1y 1
Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z (\/ﬁ)( V(1 +—=2"7
n=1 \/ﬁ

On note A, = {P € N[X], P(2) = n}.

1.

Montrer que A,, est fini. On note w,, son cardinal.

2. Montrer que pour n € N, ug,4+1 = Uap.

3. Montrer que pour n € Nyn > 1, ugy, = tgp_1 + Up-
4.
5
6

Montrer que pour n € N, ug,, = ZZ:O U .-

n(n—1)

. Montrer que ugn < n+1+272

. Déterminer R, ol R est le rayon de convergence de Y u,z™.
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