MPSI perso.eleves.ens-rennes.fr /people/matteo.miannay/

N

Il n’est pas nécessaire de traiter tous les exercices pour obtenir la note mazximale. Réussir quelques exercices avec
honnéteté, en montrant une bonne connaissance du cours et une bonne capacité o dialoguer suffit 4 obtenir une
excellente note. Il est possible d’obtenir une correction de certains exercices, en me contactant par mail.

1 3 5
Soit A= 2 4 6
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1
Déterminer le noyau de A.
Soit E = {P € R[X], P2 = 0}. Montrer que E est un espace vectoriel.

1. Soient u = (1;—1;1),v = (2; —1;3) et w = (—1;1; —1) une famille de R3.
Constitue-t-elle une base de R3 ?

2. Soit (u,v,w) une famille libre d’'un K-ev E. On pose i = v+ w,j =u+ w et k = v+ v. W La famille
(i,7, k) est-elle libre ?

Soit N € N et pour tout n € N, f,(z) = cos(nx).
27

Calculer fnfm puis montrer que la famille (f;);—1.. n est libre.
0

Soient F = {(z;y;2) ER3, x+y—2=0} et G={(t —s;t +s;t —3s),t € R, s € R}.
1. Vérifier que F' et G sont des ev et déterminer une base de chacun de ces espaces.

2. Déterminer F' N G et une base de ce sev.

On considere I’ensemble E des polynoémes P € C[X] tels que (X? + 1)P” — 6P = 0.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Montrer que F est une droite vectorielle dont on déterminera une base.

Sujet 1


https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/matteo.miannay/

MPSI perso.eleves.ens-rennes.fr/people/matteo.miannay /|

N

1l nest pas nécessaire de traiter tous les exercices pour obtenir la note mazimale. Réussir quelques exercices avec
honnéteté, en montrant une bonne connaissance du cours et une bonne capacité & dialoguer suffit  obtenir une
excellente note. 1l est possible d’obtenir une correction de certains exercices, en me contactant par mail.

NG

Exercice 1

-1 2 5
Soit A = 1 2 3
-2 8 10

Déterminer le noyau de A.

Exercice 2

r
\

On dit que A est stochastique des que la somme des termes de chaque ligne de A vaut 1. Montrer que
I’ensemble des matrices stochastiques est stable par produit.

Exercice 3

Soit (;)i=1..n € R™ et pour tout i = 1...n, f;(x) = e**. Montrer que la famille (f;);=1. ., est libre.

Exercice 4

7
\.

Dans R? muni de la base canonique soient u = (1;1;2),v = (1;0; —1), w = (0;1;2)
On pose F' = vect(u,v) et G = vect(w).

1. Soit @ = (1;2;3). Est-il viaique a € F ? Que a € G 7
2. Déterminer F'NG.

3. la famille (u, v, w) est-elle une base de R3 ?

7
\.

Exercice 5(Dépasse légerement le programme de colle : facultatif)

Soit £ = F(R,R), P Pensemble des fonctions paires, Z celui des fonctions impaires. Vérifier que ce sont bien
des espaces vectoriels, puis montrer que P +Z = E et que P NZ = {0}. On dit que ces deux espaces sont
supplémentaires.

Exercice 6 (Dépasse légérement le programme de colle : facultatif)
Soit H = {(z1;22;...;2n) € R", 21 + 22+ ... + 2, = 0}.
1. Vérifier que H est un ev.

2. Vie{2:...;n}, on pose e; = (1;0;...;—1;0;...;0) € R™ (—1 en i-itme position).
Montrer que (€;);=2;...., est une famille de H.

3. (€;)i=2;....n est-elle une base de H ?

4. Soit e; = (1,1,1...,1). Montrer que F = Vect(e1) + H, et que ces deux espaces sont en somme directe.

Sujet 2
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Déterminer le noyau de A.

Soient les vecteurs de R3 : v = (3;2;—1),v = (1;1;0),w = (2;1;—1) et t = (0;1;1).
1. La famille (u,v) est-elle libre ?
2. La famille (u,v,w) est-elle une base de R? ?

3. Comparer vect(u,v) et vect(w,t).

Soit E un C — ev. Une famille libre de £ comme C — E'V est-elle libre comme R — ev? Et dans ’autre sens?
Et en remplacant libre par génératrice? On suppose que E possede une base comme C — ev. Montrer qu’il
admet une base comme R — ev.

Soit (cv;)i=1..» une famille de réels distincts et pour tout i =1...n , fi(z) = |z — ay].
Montrer que la famille (f;);=1..., est libre.

Soit E = F(R,R), F le sous espace des fonctions nulle en 0, et G I'espace des fonctions constantes. Vérifier
que F et G sont des espaces vectoriels, puis montrer que F + G = E et que F NG = {0}. On dit qu’ils sont
supplémentaires.

Sujet 3
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