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1l n’est pas nécessaire de traiter tous les exercices pour obtenir la note mazximale. Réussir quelques exercices avec
honnéteté, en montrant une bonne connaissance du cours et une bonne capacité a dialoguer suffit 4 obtenir une
excellente note. Il est possible d’obtenir une correction de certains exercices, en me contactant par mail.

NYFe

Exercice 1

Rappeler et montrer la formule du binéme de Newton.

Exercice 2

n n 1 n 1
1 ! —gE)Pus )
Calculer kzzokk ) kZ:th(l k2)’ puis kz::l k(k+1)

,
\.

Exercice 3

Déterminer 1’ensemble des nombres complexes z tels que |z — 1| = |z| = 1. Les représenter dans le plan.

Exercice 4

Soit U = {2z € C,|z| =1}
1412

— 1z

1. Démontrer que si z € R alors eU.

2. Etudier la réciproque.

,
\.

Exercice 5

Calcul de Z max (4, 7)

1<i,j<n

,
\.

Exercice 6

n n
Soit n > 1, et x1, ...z, des réels tels que Zxk =n et Zx% =n.

k=1 k=1
Montrer que pour tout 1 < k < n, x; = 1.

Sujet 1
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L’objet de 'exercice est de montrer que ’équation x2— 2y2 = 1 admet une infinité de solutions, ou x,y sont
des entiers naturels.

1. Montrer qu’il existe des entiers z,, et y, tels que (3 4+ 2v2)" = z,, + V2y,.

2. Donner une expression de z,1 en fonction de z,,. De méme pour y,.

3. Montrer que les suites (z,) et (y,) sont strictement croissantes.

4. Conclure. On pourra regarder (3 — 2v/2)".

egl 1o 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Les équations de Pell-Fermat sont des équations de la forme y? — da? = 1, oit d est un entier qui n’est pas un
carré. On peut montrer, c’est un probleme courant en MPSI, qu’elles ont toujours une infinité de solutions
entieres. Ces équations portent le nom du mathématicien anglais Pell, mais ont été étudiées et résolues par
le mathématicien indien Brahmagupta prés de 1000 ans avant Pell (VII éme avant J.C). C’est Euler qui les
a, par erreur, attribuées a Pell, alors méme qu’il n’a absolument rien a voir avec ces dernieres. Une premiere
preuve rigoureuse de leur infinité de solutions a été donnée par Lagrange.

T 1 2
;Z[’ tan(z) = tan(z) tan(2z)

1. Montrer que : Vz €] —

I

2. En déduire la limite de la suite (S,,) définie pour tout n € N* par : S,, = Z — tan (2”1)

Sujet 1
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1l n’est pas nécessaire de traiter tous les exercices pour obtenir la note maximale. Réussir quelques exercices avec
honnéteté, en montrant une bonne connaissance du cours et une bonne capacité a dialoguer suffit a obtenir une
excellente note. Il est possible d’obtenir une correction de certains exercices, en me contactant par mail.

N

Exercice 1

Rappeler et prouver 'inégalité triangulaire.

Exercice 2

Calcul de Z 1

1<i<j<n

Exercice 3

Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout k € N,

1 _a n b
(k+1)(k+3) k+1 Ek+3

En déduire la valeur de la somme .
1

Sn = —_— .

2 GG

Exercice 4

|z 4+1—2i]

=1
|z —1—1]

Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que

Exercice 5

Soient les ensembles £ = {z € C,Im(z) >0} et F = {2z € C,|z| < 1}

z—1
1. Montrer que si z € E alors - ¢ F.
zZ+1

2. Etudier la réciproque.

Exercice 6

Les deux questions sont indépendantes, mais la premiere doit vous inspirer pour résoudre la seconde.

1. (a) Soit P(X) = (X + 1)™. Donner P sous la forme d’une somme.
(b) Calculer P’ sous deux formes.

"\ (n
(c) En déduire kEZO k ( k)

2
2. Calculer Z(—l)’c (Z) en utilisant les polynomes P = (X +1)" et Q = (X — 1)".
k=0

Sujet 2
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L’objet de 'exercice est de montrer que ’équation x2— 2y2 = 1 admet une infinité de solutions, ou x,y sont
des entiers naturels.

1. Montrer qu’il existe des entiers z,, et y, tels que (3 4+ 2v2)" = z,, + V2y,.

2. Donner une expression de z,1 en fonction de z,,. De méme pour y,.

3. Montrer que les suites (z,) et (y,) sont strictement croissantes.

4. Conclure. On pourra regarder (3 — 2v/2)".

egl 1o 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Les équations de Pell-Fermat sont des équations de la forme y? — da? = 1, oit d est un entier qui n’est pas un
carré. On peut montrer, c’est un probleme courant en MPSI, qu’elles ont toujours une infinité de solutions
entieres. Ces équations portent le nom du mathématicien anglais Pell, mais ont été étudiées et résolues par
le mathématicien indien Brahmagupta prés de 1000 ans avant Pell (VII éme avant J.C). C’est Euler qui les
a, par erreur, attribuées a Pell, alors méme qu’il n’a absolument rien a voir avec ces dernieres. Une premiere
preuve rigoureuse de leur infinité de solutions a été donnée par Lagrange.

T 1 2
;Z[’ tan(z) = tan(z) tan(2z)

1. Montrer que : Vz €] —

I

2. En déduire la limite de la suite (S,,) définie pour tout n € N* par : S,, = Z — tan (2”1)

Sujet 2
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1l n’est pas nécessaire de traiter tous les exercices pour obtenir la note mazximale. Réussir quelques exercices avec
honnéteté, en montrant une bonne connaissance du cours et une bonne capacité a dialoguer suffit a obtenir une
excellente note. Il est possible d’obtenir une correction de certains exercices, en me contactant par mail.

Rappeler et prouver l'inégalité triangulaire renversée.

Calcul de Z max (4, 5)

1<i,j<n

|z +1—2i|

=1
|z —1—1]

Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que

Soient les ensembles E = {z € C,Im(z) >0} et F = {2z € C,|2| < 1}

z—1
1. Montrer que si z € E alors - c F.
zZ+1

2. Etudier la réciproque.

Calculer ];) k <Z) en utilisant P(x) = Z k <Z) 2F~1. De maniére analogue, calculer Z k2 (Z)

k=1 k=0

Soit (an) et (by) des suites de réels, A, et B,, leurs sommes partielles.

1. Montrer que Z apBr = A, B, — ZAkbk-
k=0 k=0

2. En déduire Z k2F.
k=0

Sujet 3
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L’objet de 'exercice est de montrer que ’équation x2— 2y2 = 1 admet une infinité de solutions, ou x,y sont
des entiers naturels.

1. Montrer qu’il existe des entiers z,, et y, tels que (3 4+ 2v2)" = z,, + V2y,.

2. Donner une expression de z,1 en fonction de z,,. De méme pour y,.

3. Montrer que les suites (z,) et (y,) sont strictement croissantes.

4. Conclure. On pourra regarder (3 — 2v/2)".

egl 1o 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Les équations de Pell-Fermat sont des équations de la forme y? — da? = 1, oit d est un entier qui n’est pas un
carré. On peut montrer, c’est un probleme courant en MPSI, qu’elles ont toujours une infinité de solutions
entieres. Ces équations portent le nom du mathématicien anglais Pell, mais ont été étudiées et résolues par
le mathématicien indien Brahmagupta prés de 1000 ans avant Pell (VII éme avant J.C). C’est Euler qui les
a, par erreur, attribuées a Pell, alors méme qu’il n’a absolument rien a voir avec ces dernieres. Une premiere
preuve rigoureuse de leur infinité de solutions a été donnée par Lagrange.

T 1 2
;Z[’ tan(z) = tan(z) tan(2z)

1. Montrer que : Vz €] —

NS

2. En déduire la limite de la suite (S,,) définie pour tout n € N* par : S,, = Z — tan (2”1)

Sujet 3


https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/matteo.miannay/

