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1.1 Motivations

Dans ce rapport, nous étudions 'article An Introduction to Heavy-tailed and Subexponential
Distributions [[1]] de Foss, Korshunov et Zachary. De cet article nous allons nous intéresser a la
derniére partie, sur les maximum des marches aléatoires a incréments a queue lourde avec une
déviation négative. L’objet de ce rapport est donc d’extraire de I'article, long et trés complet,
les propositions utiles a cette partie, et de les réagencer de sorte a rendre plus progressive et

accessible la preuve.

1.2 Définitions et boite a outils

Définition 1. Si F' est une loi (que I'on nommera souvent ainsi afin de les confondre avec leur
fonction de survie/ de répartition), on note I’ sa fonction de survie définie par F'(x) = P(X > x).

Définition 2 (Loi a queue lourde). Une loi de probabilité I' sur R est dite a queue lourde si

+oo
/ M F(dx) = +oo

[e.e]

pour tout A > 0.



Les lois a queues lourdes sont donc les lois qui n’ont aucun moment exponentiel positif. Au-
trement, on dit que F’ est a queue légere.

Définition 3 (Fonction a queue lourde). Une fonction f > 0 est a queue lourde si et seulement
si, pour tout A > 0,

lim sup f(x)e = 4-o0.
T—>+00

On s’en doute, il y a un lien entre lois et fonctions a queues lourdes..

Définition 4 (Fonction de risque et taux de risque). Soit F' une loi de probabilité dont le support

n’est pas borné a droite, on pose R(x) = —In(F(z)) la fonction de risque. Si cette fonction est
dérivable, on note r sa dérivée et on I'appelle le taux de risque. En particulier, si ' est a densité

Forla) = £5

xT

On remarque en particulier que F'(x) = exp ( — / r(y)dy).

—0o0

Propriété 1 (Taux de risque et queue lourde). Soit F' une loi a densité, r son taux de risque. Si

lim r(x) = 0, alors F' est a queue lourde, tandis que si liminf r(x) > 0 alors F' est a queue
T—+00 T—+00

légere.

Démonstration. Dans le cas ou liminf r(x) > 0, soit 0 < A < liminf r(z), alors :
r——+00 r—r—+00

[ orn = [ s = [r@e) | [ e

Mais alors : e F(z) = ¢ Joe (1)
Or, limsup —r(y) = — liminf r(y) < —\, d’ou la convergence des crochets et de 'intégrale,
y—+o0 y—+oo
et le résultat.
Maintenant, dans le cas ou limr(x) = 0, alors si A > 0 il existe un rang x, tel que pour
— z A
tout > o, r(x) < =, dott —r(z) > —= et donc eMF(x) = e’/ TWW > 27 (3 une

constante multiplicative non nulle preés), qui tend vers I'infini et montre bien qu’on a pas de
moment d’ordre \.

O

Remarque 1. Dans le cas oulim inf r(z) = 0 mais qu’il n’y a pas convergence; tout peut arriver.
xr——+00

Théoreme 1. Soit F' une loi. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est une loi a queue lourde;

2. F est une fonction a queue lourde;

R
3. La fonction de risque vérifie lim inf (z)

T—~400 €T

=0;



4. Pour toutT > 0, F'(z,x + T est une fonction a queue lourde;
5. Ilexiste T > 0, tel que F'(x,z + T) soit une fonction a queue lourde;

Ce théoréme établit donc un premier lien entre fonction a queue lourde et distribution a queue
lourde.

Démonstration. Nous allons montrer les implications suivantes : 1 — 4 — 5 —
2 = 3 = 1, et la boucle sera bouclée.

Montrons d’abord que 1 — 4:

Si F(x,x + T] n’est pas a queue lourde, alors soit ¢ = sup F'(z, z 4+ T)e® ot X' est choisi de
sorte & ce que cette quantité soit finie (ceci existe car F'(z,x + 1| n’est pas a queue lourde).
AlorssiA < X,ona:

+oo > +0o0
/ M F(dx) SZ "HTF nt nt—i—T]<ce’\TZe’\ AT+ 5o,
0 n=0 n=0

On a évidemment 4 = 5.

Montrons maintenant que 5 = 2:
Ona: F(x) > F(x,z + T). On trouve le résultat en multipliant par e’ avec A > 0, et en
intégrant.

Maintenant, 2 — 3:
R(z)

x —_— —_—
On rappelle que R(z) = —In(F'(z)). On a donc pour z > z, l'inégalité F'(x) < e, ce qui
contredit le fait que F' est a queue lourde.

Supposons que lim inf > 0. Alors, ona e > 0,29 > 0 tels que si z > zg, R(z) > ex.

Enfin,3 — 1:

On suppose que F est a queue légere. Alors, il existe A > 0 et ¢ > 0 tels que F(z) < ce”
En effet, c’est I'inégalité de Chernoff (on peut bien I'appliquer car la fonction génératrice des
moments est bien définie en un A car I est a queue légere). ]

A\x

Propriété 2 (Loi sur un réseau). Soit F' une loi de probabilité sur un réseau {a + hn,n € N}
otta € R, h > 0. Alors si on note p, = F'({a+ hn}), F est a queue lourde si et seulement si
(Pn)nen est a queue lourde, c’est a dire :

lim sup p,e’" = 4+00, VA > 0.

n—-4o0o

Démonstration. On applique le théoréme précédent avec 7' = 5 [

Définition 5 (Loi a queue longue). Une loi F' est a queue longue si le support de F' n’est pas
borné a droite et que, pour touty > 0,
F(z+y)
im —— =
T—+00 F(;[)
Définition 6 (Fonction a queue longue). Une fonction positive en l'infini est dite a queue longue
Si:

vy >0, lim LEFY _y

e [ (@)
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1.3 Exemples

Nous allons maintenant voir quelques exemples de lois a queues lourdes.

Exemple 1 (Laloi de Pareto). C’est ['exemple typique de loi a queue lourde. Sa fonction de survie

est donnée par
— K o
Flo) = (——)
T+K
On appelle k > 0 ’échelle, et o > 0 la forme. Les moments d ordre strictements inférieurs a o
existent, les autres sont infinis. Il est facile de les simuler en inversant la fonction de répartition.

— K e!
Démonstration. Soitxk > 0, > 0, A > 0. On a bien F(ac)e’\w = (x n /1> e =yt oo= +00.

Donc F est a queue lourde, donc F D'est. La loi est donc bien a queue lourde. O

J— (e
Exemple 2 (La loi de Burr). Sa fonction de survie est donnée par F'(x) = ( = ) ou les
T+ K
parametres sont des réels strictement positifs. Ses moments d’ordre strictements plus petits que

aT existent, les autres sont infinis.

Démonstration. Idem qu’au dessus. []
1
Exemple 3 (La loi de Cauchy). Sa fonction de densité est donnée par f(x) = (@ —aZ+1
Les moments d’ordre strictement plus petits que 1 existent, les autres non.
Démonstration. Soit A > 0. e f(x) = e ! d’ou :
' ' m((x —a)?+1"’
: Az o
donc n’est pas intégrable.
]

1 1 — p)?
Exemple 4 (Laloilognormale). Sa fonction de densité est f (z) = 5 exp(— ( n(xz) 5 2 ),

Tox 9

ou it € R, et 0 > 0. Tout ses moments sont finis. Une variable aléatoire ( suit une loi lognormale
de paramétres i et o siIn(() suit une loi normale (p, o?).

1 In(x) — )2 .
exp(—MjL)\x) donc lim e f(z) =
V2rox 202 z—+00
+00 par croissances comparées. Donc la fonction n’a aucun moment exponentiel, et on conclut.

O

Démonstration. Soit A > 0, alors e f(z) =

Exemple 5 (La loi de Weibull). Sa fonction de survie est F () = e~ 3" ot A, a > 0. C’est une
loi a queue lourde si et seulement si v < 1. On retrouve au passage pour o = 1 la loi exponentielle
qui n’est donc pas a queue lourde. Tout ses moments sont finis.

e)\x _

Démonstration. Soit A > 0,alors F (x)e'® = e~(X)"+#% Siq < 1,0nabien que liIJ’I_l F(r)
T—>+00

+00, et donc que la loi est & queue lourde, sinon x — F(z)e"” est bornée et alors la loi est &
queue légere. [



1.4 Lois sous-exponentielles

En pratique, les lois a queues lourdes rencontrées sont réguliéres et appartiennent a une classe
plus grande de fonctions, les lois sous-exponentielles.

Introduisons ces dernieres. On notera F' * GG le produit de convolution. En particulier, on a, si
( et v sont des variables aléatoires indépendantes de distributions F' et (G, alors pour tout z,
FxG(z)=P((+v>ux).

Nous allons nous intéresser a 'estimation de

lim inf Fi—F(z)
T—+00 F(I)

Propriété 3. Soit Fi, ...., I, des lois sur Ry a support non borné a droite. On a alors :

hmmf_Fl*....*Fnix) >
Fi(z) 4+ ...+ Fp(x)

Démonstration. Soit (1, ...., (, des variables aléatoires indépendantes de distribution F1, ..., F},.
Alors les événéments {(;, > =, (; € [0;x] Vj # k} sont disjoints. Alors :

Fro o Fy(x) > Y PG>, G €[0;a], Vj £ k) =Y Filx) [[Fix) H’ioozf’f(@'
k=1 k=1 k#j k=1

]

Remarque 2. L’hypothése de positivité est essentielle : sinon, la premiére inégalité n’est plus
vraie, U'inclusion n’étant pas vérifiée (les potentiels (; négatifs pouvant "tirer en arriere" la somme).

Propriété 4. En particulier, si F' est une distribution sur R a support non borné, on a, pour
n> 2,

F*n
lim inf — (z >n
T—+00 F(x)

~—

Démonstration. On applique la propriété précédente. [

Les distributions exponentielles affinent ce résultat. En effet, le cas d’égalité est rarement at-
teint (dans le cas d’une loi exponentielle, on trouve d’ailleurs I'infini). Par contre, nous avons
le résultat suivant :

Théoreme 2. Si F' est une loi a queue lourde surR, on a :

lim inf FiF(x)
z—+00 F(x)

= 2.

Pour montrer ce théoréme, nous avons besoin de ce résultat assez fort :



Théoréme 3. Soit ( > 0 une variable aléatoire a queue lourde. Soit g une fonction telle que

hIJP g(z) = +o0. Alors il existe une fonction h de Rt dans lui-méme vérifiant h(x) = o(z) en
T—>+00

Vinfini, E(e"D) < 400 et E(e"O90)) = f o0,

Exemple 6 (Loi de Weibull). Par exemple, si ¢ suit une loi de Weibull avec une fonction de
survie F(z) = e ou0 < a < 1, que l'on prend g(z) = In(z) pour x > 0, alors h(z) =
(x 4+ ¢)* — In(x + ¢) convient, avec ¢ assez grand.

Remarque 3. En réalité, ceci est une condition nécessaire et suffisante. En effet, si ( est a queue
légére, alors il existe X > 0 tel que E(e®) < +00. On choisit alors g = In et donc, si h(z) = o(z)

en Uinfini, il existe ¢ tel que h(z) < ¢+ /\g et donc :

E(eh(C)+g(C)) < E(CQC-&-C%) < +o00.

Cette caractérisation ne semble pas étre trés utile.
Montrons ce résultat.

Démonstration. Nous allons construire h comme une fonction affine par morceaux. A cet
égard, nous construirons deux suites positives monotones (z,,) et (¢,) de limites respectives
+o00 et 0, et on posera :

h(z) = h(zp1) + €n(x —xpq) si x € (Ty_1, Tyl

Cette fonction est clairement monotone par monotonie et positivité des deux suites. De plus,

elle est concave.

On prend d’abord zy = h(0) = 0. ¢ étant & queue lourde et lim g(x) = +o00, on peut se
r—+00

donner z; tel que 9@ > ol pour z > z; et

E(‘BCICE(%JH]) + 6“?(371) > F(xo) + 1.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut choisir €; > 0 tel que

— — 1
E(e““Lec(ugan)) + € F(z1) = F(0) + 3

Ceci se réecrit donc :

— — 1
E(e"Dlicinpm) + "VF (1) = "I F(0) + 7

Pour s’en convaincre, c’est 'indicatrice dans '’espérance qui fait apparaitre les bons termes, il
n’y a qu'a I’écrire en remplagant avec la définition de h sur (xg, z1].

Pour construire la fonction sur (z,, Z,+1] pour n > 1, on procéde par récurrence en construi-
sant une suite croissante (z,), une suite décroissante (¢,,) telle que e/®) > 2" pour z > =,

et
_ — 1
E(eh(C)lce(xn,l,zn]) + eh(ﬂ?n)F(xn) _ eh(x”‘l)F(ﬂfn—l) + TR



On a déja effectué I'initialisation, supposons la propriété vraie pour un certain n > 2. Comme
g tend vers l'infini en l'infini, on peut trouver z,.; de telle sorte que e9(®) > gntl pour
T > Tpyq et

E(een(47ﬁn)1C€($n;fﬂn+1] + een(wnﬂi‘rn)F(anrl) > 2.

Or, le terme de gauche est continu en ¢, et tend vers F(z,,) en décroissant quand e,, tend vers

0. On peut donc choisir 0 < €,41 < €, tel que :

1

en(C—zn) —
E(e 1CE( 2n+1€h(1’n) '

a:n;a:n+1}) + 66n(mn+l_wn)ﬁ(‘xn+1> - F(‘T'ﬂ> +

Or, d’apreés la définition de h, on retrouve comme lors de l'initialisation I’égalité suivante :

x al Tn) T 1
E(eh(C)1CE($7L,$n+1}) + eh( n+1)F(x'ﬂ+1) = 6h( H)F(‘rn> + on+1 .
Nous avons donc bien montré 'hérédité.
Montrons maintenant que cette fonction convient.
Soit V € N. Alorson a:
N
E(eh(C)lCSxNH) = Z E(eh(OlCE(wn,xn+1])
n=0
Or,
N N 1
D EE M) = D < — " F (241) + W>
n=0 n=0
et
N
3 (H Fla) — Mo Pz 0) 4+ ) < MO F(ag) 41
n=0
Doncon a

E(eh(C)lCﬁxNH) < eh(m)ﬁ(mo) +1

On a donc bien montré, d’aprés le théoréme de convergence monotone, que E(e"(©)) est finie.
Maintenant, comme e?®) > 2" si x > z,,, alors :

E(eh(o+g(<)1é’>xn> > 2nE(eh(€>1C>mn) > 2n(E(eh(O1C€(xn;$n+1]) + eh($n+1)7(ajn+1>)

Or,

ou 'on a remplacé h par sa définition en s’aidant de I'indicatrice.
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Donc,

1

E(eMOT s, ) 2 2O () + o).

1
On a donc E(e"©T90) 1, ) > 5 pour toutn € N. Donc on a bien E(e"(¢79)) = oo, ce qu’il

nous manquait pour conclure. [
Nous pouvons donc maintenant prouver le théoréme.

Démonstration. 1l nous reste a prouver :

FxF
T—+00 F(x)

b

I’autre inégalité ayant été montrée plus haut.

Nous allons procéder par I’absurde. On suppose alors qu’il existe 6 > 0, un réel z tels que
six >z, F * F(x) > (2 + 0)F(x). On applique alors le résultat précédent avec g = In. On
obtient alors & : RT — R tel que E(e"9)) < 0o et E(¢e™9)) = 0o. On pose alors la fonction
hy pour b > 0 suivante :

hy(z) = min(h(z), bx)
Or, h(z) = o(z) en 'infini, donc pour tout b il existe un z;, tel que hy(z) = h(zx) pour = > .
On a donc E(e"®@)) < oo et E((e™®)) = 0.

De plus, pour tout 2 > 0, lim /(z) = 0 donc lim E(e™(¢")) = 1. On se donne alors b tel que
5 b—0 b—0
E(e™ ) <14 T

Maintenant, pour «a et ¢ réels, on pose all = min(a, t).

Alors :
E((G + e (@) = 2B((leM () < 2B (¢ e+ )

par concavité de h;, (comme minimum de fonctions concaves).

Mais alors :
E((G + e @) E(GIeMO)E(Em)
E(¢lem(@)) - E(¢[em(c)

De plus, on remarque que ((; + G) < dt] + ¢, on en déduit que :

E(( l[t] + Cét})ehb(41+<.2)>
E(¢[em(c)

E((Cl —|— Cz)[t}ehb(cl‘i’éé)) _ f()oo x[t]ehb(x)F * F(dx)
E(¢[em(c) T [ alleh@) F(dx)

>

De fastidieuses intégrations par parties montrent que le dernier morceau est égal a



J O F o« F(z)d(ze™ )
fooo F(x)d(xmehb(ff))

Or, on sait que E(Cleh”(gl)) = 00, ce qui nous montre que les deux intégrales tendent vers
Iinfini. Or, de F' x F'(z) > (2 + §)F(x) pour x > x on déduit que

o fooo F x F(2)d(zMeMn @)
lim inf ———— >249
T—+00 fO F(m)d(m[t]@hb(ﬂf))
Donc . 0
E hy(C1+¢2)
lim inf (G +[§]2 Je
z—+00 E(¢; ehv(Cr)

> 2+40.
Or, on a montré plus haut que :

E((dﬂ + Cz[ﬂ)ehb(c‘wcg)) con 5
E(Glemicn) T2

ce qui établit une contradiction. [

FxF(x
Ainsi, si une loi a queue lourde est suffisamment réguliere, la limite inférieure lim inf _—()
T—+00 F(x
est une limite, et vaut 2. On dit qu’une telle loi est une loi sous-exponentielle. Ces lois sont

trées commodes, et la plupart des lois a queues lourdes en font partie.

Définition 7 (Loi sous-exponentielle positive). Si F' est une loi sur R, a support non borné, on
dit que I est sous-exponentielle, que 'on note F' € S si F' x F(x) ~ 2F (z).
T—>+00

Définition 8 (Loi sous-exponentielle). Une loi sur R est dite sous-exponentielle si F'* est sous-
exponentielle, ot " = max(0, F).

Propriété 5 (Principe du simple saut). Soit (; et (5 des variables aléatoires indépendantes sur
R, de distribution F'. Alors F' est sous-exponentielle si et seulement si

P(Cl ‘I—CQ > [E) :1:;1002P(€1 > CL’)

Ceci se réécrit .
ngfwP(Cl > |G+ G >x) = 5

ou encore
P(max((1,¢2) > 2) =1 (1= P(G1 > x))* ~ 2P(( > )
T—>+00
Remarque 4. L’idée est la suivante : si la somme de deux variables aléatoires sous-exponentielles
indépendantes est plus grande que x trés grand, alors c’est que I'une d’entre elle excéde x. En gros,
la somme est grande si quelqu’un est grand; on fait de grandes choses si quelqu’un se motive et
fait tout pour tout le monde!
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Définition 9 (Equivalence faible des queues). Deux lois F' et G dont le support n’est pas borné
a droite sont dites faiblement équivalentes si il existe c; > 0, co < 400 tels que, pour tout x € R,

1 <

Cette notion d’équivalence faible permettra de montrer a partir d’'une premiére loi sous-
exponentielle quune autre I'est. C’est ce que nous allons voir maintenant :

Définition 10. Une loi F est dite insensible a une fonction h si sa fonction de survie F vérifie

Fle+h(x)) ~ Fa)

Remarque 5. Ce n’est pas la vraie définition, la vraie définition utilise la notion de fonction
insensible a h; mais cela ne nous servirait pas ici.

Propriété 6. Soit G a queue longue, h une fonction croissante telle que lim h(z) = +o0, et
T——+00

G est insensible a h. Alors pour toute loi F' surR, on a :

h(z) .
/_ Gz —y)F(dy) ~ Gla),

00 T—-+00

et:

[ Fe-you @

Démonstration. D’apres les propriétés évidentes sur les fonctions de survie, on a :

h(z)

Gz —y)F(dy) < G(z — h())

—00

. De plus,

hz) _ hz) _ _
| Ce-nF@) = [ Gle-y)Fdy) 2 F((-h@). @) + ba)

h(z)

~ Gz+h(z)) ~ G(z).

T—+00 T—r—+00

Ou la derniere équivalence provient de I'insensibilité de GG a h, et I’avant derniere du fait que
FR)=1.

La seconde partie se montre de maniere absolument similaire. O
Propriété 7. Soit I’ une loi a queue longue, (; et (5 des variables aléatoires indépendantes de

distribution F. Soit h vérifiant lim h(x) = +oo, et telle que I est insensible a h. Alors F' est

r—+00
sous-exponentielle si et seulement si :

P(( 4G > 2,6 > hx),G > h(x)) = o(F(x))

en +0oQ.

11



x
Démonstration. On suppose dans un premier temps que h(x) < 5 pour tout x € R. Alors, a

I’aide d’une union disjointe :

PG+ G>x)=
P(G+G > x,¢ < h(2)+P(G+G > X, G < h(2)+P(G+G > ,0 > h(z), G > h(z)).

Mais, F est a queue longue, donc d’apreés la [6] on a que :

Pl + G >z, <h(x) ~ F(z).

r—-+00

On montre alors que P((;+(o > ) ~ 2F (), ce qui montre que F est sous-exponentielle.
T—+00

Le fait d’avoir supposé que h(z) < g permet d’obtenir une "preuve de poche". Si on ne le

x
suppose plus, il faut refaire les calculs avec min(h(x), 5), ce qui change certaines égalités en

des inégalités, et permet d’obtenir le méme résultat. [

Un dernier lemme un peu technique, avant de pouvoir énoncer les résultats...

Propriété 8. Soit h croissante telle que lir+n h(z) = +o0. Alors si Fy, Fy, Gy et Gy sont des
T—>+00

lois surR, on a :

imsup Gt > 2G> b > b)) P Ga)
wtoo P(G 12> 2,0 > Wx),va > Wx)) = aotoo F2(2) zoio0 Ga()

Démonstration. D’aprés [6] on sait que :

PG4 > 5.6 > h(a),m > hx)) < sup ) /h :o B (max(h(z), z — 1))Gh (dy)

= su E(Z) +OOG_11’I1aX W) o — ] p
ey T (2) /h(x) (max(h(z), = — y))Fa(dy).

De méme,

+oo G_l(Z) +oo
Gi(max(h(x),z —y))Fa(dy) < sup — Go(max(h(x),z —y))Fa(d
[ Gtmaxtita)x —p)Fd) < sup | Gtmas(hia), 2 )Pty

= sup E(Z)P(@ + vy > x,( > h(x), e > h(z)).
z>h(z) GQ(Z)

On en déduit de la deuxieme inégalité que :

+oo 1

P(G+ve > a,( > h(x),ve > h(x)) > /h( | G (max(h(z),z —y))Fa(dy) -
z Supz>h(a:)

&

(2)°
2(2)

@

En faisant le quotient de la premiére inégalité et de celle-ci, on obtient le résultat. (En parti-
culier, on retrouve bien la limsup car lim h(z) = 400). O
r—>+00
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Propriété 9. Soit F' sous-exponentielle, et h telle que lim h(z) = +o00. Soit Gy et G telles

r—+00
que G;(x) = O(F(x)) en Uinfini. Alors si v et vy sont des variables aléatoires indépendantes de
distributions G et G, on a que

P(vy + vy > 2,01 > h(w),v5 > (1)) = o(F(x))
en +o0.

Démonstration. Soit (; et (5 des variables aléatoires indépendantes de loi /', comme a(aj) =
O(F(z)) la montre que pour un certain ¢, on a :

P(vy + vy > x,v1 > h(x), vy > h(x)) < cP(( + G > x,( > h(x), G > h(x)).

Or, F' est sous-exponentielle, donc d’apres la (7} on peut conclure. O

Propriété 10. Si F' est sous-exponentielle, que G est a queue longue, et que F' et G sont faible-
ment équivalentes. Alors G est sous-exponentielle.

Démonstration. Soit h telle que lirf h(x) = +oo, et telle que G soit insensible a h. Soit (; et
T—r+00

(s des variables aléatoires indépendantes de distribution G. Alors, d’aprés la [J]et 'équivalence

faible,
P(C1+ G > a,¢ > h(x), ¢ > h(z)) = o(F(x)) = o(G(x)).

Donc, d’apreés, on a bien le fait que GG est sous-exponentielle. [

Définition 11 (Equivalence proportionnelle). F' et G sont dites proportionnellement équiva-
lentes si il existe ¢ > 0 tel que F'(x) ~ cG(x).
T—r+00

Propriété 11. Si F' et G sont proportionnellement équivalentes, que I est sous-exponentielle,
alors G lest.

Démonstration. Conséquence directe de la propriété précédente. [

1.5 Temps d’arrét et lois sous-exponentielles

Dans cette partie, nous allons chercher a montrer le résultat suivant, qui nous sera utile plus
tard :

Propriété 12. Soit 7 un temps d’arrét intégrable vérifiant E((1 + 0)7) < oo pour un certain
0 > 0, F une loi sous-exponentielle. Alors :

i P(S; > ) _E(r

Cette partie est dédiée a la preuve de ce résultat. La loi que nous considérons est sous-exponentielle,
. FxF(x) ) : : T
donc nous savons que lim —————= = 2. Néanmoins, nous allons avoir besoin d’appliquer
T—+00 F(l‘)
le théoréeme de convergence dominée; et pour ce faire, il nous faut une majoration. Cette

majoration est nommée "l’estimation de Kesten".

13



Propriété 13 (Estimation de Kesten). Soit F' € S. Alors pour tout € > 0, il existe c > 0 tel que
pour toutx > 0,n > 1, on ait :

F*(z) < c(1+€)"F(x).
Montrons ce résultat.

Démonstration. Soit ((,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de distribution F, et
n

S, = ZQ.SixO > 0etk > 1, on pose :
i=1
F(x)

A = sup — .
F $>JIJ)0 F(.CE)

On peut supposer que les ¢; sont positives car ¢ < ¢t donc I'inégalité n’en serait pas perturbée.
On a donc l'existence de z tel que, pour x > z, on ait :

PG+ GG <) = PG+ G > o) = Pl > o) < (1+ SF())

On a, dans la premiere égalité, utilisé la positivité des lois, et dans la seconde utilisé la sous
exponentialité pour s’occuper du premier terme.

Maintenant, on écrit :

P(S, >xz)=P(S, >x,( <x—ux)+ P(S, > 2,0 >x—x0) = Pi(2) + Pa(x).

On remarque alors :

Pi(z) = /096 b P(§,1 >z —y)dP((, €dy) < A / y)dP((, € dy)
<A,_

Aucune de ces égalités ou inégalités ne pose de probléme : la premiere n’est qu’une définition,
la seconde est immédiate avec la définition de de A,,_, la troisiéme n’est qu’une réécriture de
la seconde, et la quatriéeme provient de la définition de x.

Maintenant, par une simple inclusion d’événénements :

Py(z) < P(¢, > 2 — m0) < LF (1),
ou —

B Fy — o)
b= Fly)

14



De plus, L est finie car F est a queue longue.

Mais alors, par récurrence, on obtient :

n—2
€\n—1 k €\n—1
Ay < A1+ ) +L;(1+§) < In(l1+2)""
d’ou, pour tout x > xg :
F*n F*n
— (z) <A, =sup — (z) < Ln(1+ E)”_1,
F(z) vz F() 2
c’est bien le résultat attendu. ]

Enfin, il nous reste deux propriétés a montrer sur les convolutions de loi sous-exponentielles.

Propriété 14. Soit I une loi sous-exponentielle. Soit Gi1, ..., G, des lois sous-exponentielles telles
que F' + G; soit a queue longue et que G; = O(F) en Uinfini. Alors, en +00 :

Gl % e Gp(x) = Gi(7) + ....G(z) + o(F(2)).

Démonstration. C’est du calcul, avec les résultats vus précédemment sur les fonctions / in-
sensible. Ce n’est pas tres intéressant. O

Propriété 15. Dans les mémes conditions que la en supposant également que (G est a
queue longue et faiblement équivalente a F'. Alors G * .... x G, est a queue longue, faiblement
équivalente a G. En particulier, elle est faiblement équivalente a I et est donc sous-exponentielle.

Démonstration. La preuve est simple : la [L0]montre que (G; est sous-exponentielle. La faible
équivalence montre que G (z) = O(G1(z)) en +oc pour tout 1 < k < n. Donc en appliquant
avec F' = (G, on obtient directement que G * ..... x (G, est a queue longue, et faiblement
équivalent a GG1, donc a F', et donc d’apres [10|encore, Gy *....x G, est sous-exponentielle. []

Finissons par une conséquences des résultats précédents qui est la propriété dont nous aurons
besoin :

N

(x
Propriété 16. Soit F' sous-exponentielle, G1,...,GG,, des distributions telles que 1irJ£1 F(( )) = ¢,
T—r+00 x

ouc; > 0. Alors :

. Grx.oxGy(r)
lim — =c+..4+cp.
T—+00 F(JL‘)

De plus, sicy + ... + ¢, > 0, Gy * ... x G, est sous-exponentielle.
Démonstration. La premiére partie est une conséquence du [14]; les hypothéses sont immédia-

tement vérifiées et le résultat tombe. Quant a la seconde partie, si la somme est strictement
positive alors I'un des ¢; est strictement positif, et on applique [15|avec G = G;. [
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On en déduit la propriété suivante, peut étre un peu attendue..

Propriété 17. Soit F' sous-exponentielle. Alors, sin > 2,

F(x)

1m —
T—+00 F(SL’)

En particulier, F'*™ est sous-exponentielle.
Démonstration. Cas particulier de O

Revenons a nos moutons. Le résultat que nous voulons prouver, énoncé précédemment est :

Propriété 18. Soit T un temps d’arrét intégrable vérifiant E((1 + 0)7) < oo pour un certain
0 > 0, F' une loi sous-exponentielle. Alors :

i P(S; > ) _E(r

Avec le travail effectué précédemment, ¢a va tres vite :

Démonstration. Nous allont utiliser et |13| ainsi que le théoréme de convergence domi-

P(Sian
née. D’apres , % = E(7 A n). D’apres on peut appliquer le théoréme de
x

convergence dominée; et on en déduit le résultat.

O

1.6 Approximation pour les fonctions et distributions a
queues lourdes

400
Si f est intégrable au voisinage de +00, on note f; = fly)dy.

x

Propriété 19. Soit f positive intégrable en +00. Si l'une des deux propriétés suivantes est véri-
fiée :

1. [ est décroissante et f; a queue longue

2. [ est a queue longue

Alors, pour a > 0,

—+o0o

S flatna) ~ = fila)

16



Démonstration. On suppose d’abord (1).

Alors, par décroissance de f,
1 z+(n+1)a 1 z+na
—/ f(t)dt < f(x +na) < —/ f(t)dt

a Jz+na a Jz+(n—1)a

En sommant, il vient :
L) <3 fletna) < Lo — a)
—frlx T+ na —frlr —a
el = 2 =

On conclut par définition d’une fonction a queue longue.
Maintenant, on suppose (2) :

Soit € > 0. f étant a queue longue, pour z assez grand :

(1—e)f(t) < flx+mna) < (1+4¢€)f(t), ou telxr+naz+ (n+1)d
On integre alors et;
z+(n+1)a

. z+(n+1)a o
T wa <Y st < 22 pa
T n=0 T

a +na a +na

Donc, en sommant, pour x grand on a :

1—c¢
a

@) <3 fla+na) < 220y (a)

C’est bien ce qu’on voulait.
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Chapitre 2

Maximum de marches aléatoires

Sommaire
21 TIntroductionl. . . . . . . .. ... . 18
[2.2  Asymptotique du sup d’une marche aléatoire avec une déviation né- |
| gative| . . . . . e e e e e e 18

2.1 Introduction

On considérera donc ici une marche aléatoire, avec une déviation négative, c’est a dire que
I'espérance commune des incréments est strictement négative. Nous allons montrer que le
maximum d’une telle marche aléatoire est grand a condition qu’un "grand saut" ait été effectué,
c’est a dire qu’un incrément soit lui méme grand.

Ainsi, nous considérerons ((, ),en une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées, F' leur distribution commune, et on note E((;) = —a < 0. On pose
M, = max{S;,0 <i <n}et M =sup{S,,n € N}.

Propriété 20. Presque siirement, M < oo.

Démonstration. En effet, d’aprés la loi forte des grands nombres, ona S,, ~ —na presque
n—+00

stirement, ce qui donne le résultat. O]

2.2 Asymptotique du sup d’'une marche aléatoire avec une
déviation négative

Propriété 21. Pour tout x > 0,

[ Fly)dy
a+ f;oo F(y)dy

P(M > zx) >

18



En particulier,

Remarque 6. On observe que :

/:of(y)dyz/:o/yoodlfdy:/:o/:dydpz/:o(t_x)d]::

/O T tdF o / AF = E(CLe_so0) — 2B (Le_so) = E((C = 2)1c_amo)

T

ou on a applique le théoréme de Fubini positif pour la deuxiéme inégalité.

Démonstration. On rappelle que les notations M et M, sont celles définies dans I'introduction
du chapitre 2, et que si f est intégrable au voisinage de 400, alors pour tout x réel,

—+00

fi(x) = fy)dy.

T

Soit ¢ une variable aléatoire de distribution F, indépendante de M. Alors M et (M + ()" ont
méme distribution. En effet, (M + () a méme loi que M’ = sup {M,,,n > 1}, et M'" a méme
loi que M (car notre marche aléatoire commence a 0).

Soit x et y des réels positifs. On pose alors la fonction affine par morceaux suivante :

zsiy<x
Li(y) = ysiy € [z,z+ 2]
T + z sinon

Cette fonction va nous servir a nous débarasser des termes grands, on les récupérera avec une
convergence dominée. En effet, cette fonction est bornée donc E(LZ(M)) existe et est égale a
E(LI(M +()) car z > 0.

Donc :

E(LE(M +¢) — LI(M)) = 0

Or, |[LI(M +¢) — L7 (M)] < [¢] (car L, est 1-liepschitzienne) et hIJP LI(M+¢)—L;(M) =
zZ—r+00
L*(M +¢)— L*(M) ou:
" _Jxsiy <z
) = { Farst

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée car ( € L, et donc :

E(L*(M + ¢) — L*(M)) = 0

Maintenant, on remarque que si y € [0; z],

Lw(y + C) - Lx(y) = (y + C - x)l{y+C>x} 2 (C - 33)1{{>x}7
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ce qui donne, par indépendance de M et (,
E(L*(M + () — L*(M)1y<s) > E(C — 21l¢s0) P(M < ) (2.1)
d’autre part si y > x, on observe que L*(y + () — L*(y) > ¢, d’ou;
E(L* (M + ¢) — L7(M)Lara) > E(O)P(M > ) (22)
Ce qui donne, en sommant (2, 1) et (2,2) :
E(C — ;¢ > 2)P(M < z) < ~E(Q)P(M > z).
Qui se réécrit :

PO > ) > BC= B> 0)PM<w)  BC—s¢>a)1 = P(M > )

D’ou, en mettant tout le monde du bon c6té :

E(( —z:¢ > x)

P> ) = a+E(—z;¢ > x)

On obtient donc bien :

[T F(y)dy)  Fr(x)

P(M > z) 2 a—+ f;o F(y)dy B a+ Fi(x)

On peut affiner ce résultat en ajoutant une hypothése de sous exponentiennalité :

Théoreme 4. Si en plus d’avoir une déviation négative F est sous-exponentielle, alors :

PM>1) ~ ‘)

r——+00
Démonstration. Grace au résultat précédent, on a juste a montrer la majoration.
Soite > 0 et A > a. On définit 7y, 75... par : 7y = H1>1{1{'], S;>A—jla—e}etm =
iz
+00 8i T_1 = +00, T, + m>1{1 {j, Stoitj — O, > A—jla— e)} sinon. Ce sont des temps
J>
de renouvellement.

Par propriété de Markov, les 7, étant des temps d’arrét, les vecteurs aléatoires
(11, 57), (T2 — 71, S0y — Sry)s ooy (T — Thm1, S7p — Sy )

sont iid sous la condition 7, est fini.

De plus, lim 7% = P(r; < o0) = 0.
A—+o00
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S, €
En effet, il existe presque stirement N € N tel que pour tout n > N, — < —a + 5 Or,

- =
€

71 < 400l = [3In > 1,5, > —an + en + A]. Or, pour n > N, S,, < (—an + en) — gn <

—an + en + A pour A assez grand, ce qu’on voulait.

On remarque par ailleurs que si 7 = n, alors S,,_1 < A — (n — 1)(a — €). C’est pourquoi on

peut écrire, en écrivant que S, = —00 pour ne pas avoir a conditionner :

P(S,, >z)= ZP(ﬁ =n,S, > 1)
n=1

<3 P(Sha <A (n—1)a— 0.5 > )

n=1

oo
<Y PG>z—A+(n—1)(a—e),
n=1
ou la premiere égalité est la formule des probabilités totales, la seconde une inégalité dae a
I'inclusion des événements susmentionnée, et la troisieme est également une inclusion d’évé-
nements évidente (c’est le saut que (,, doit effectuer pour étre dans l'intersection..).

oo

Ainsi, P(S;, > z) < Zﬁ(x —A+n(a—e¢) <
n=1

inégalité correspond a la comparaison série intégrale effectuée pour prouver la propriété 6

sous '’hypothése 1.

Fi(x — A —a+ ¢), ou la deuxiéme
a—e€

Maintenant, ca devient délicat :

Soit ¢, .... des variables aléatoires ii.d telles que P(p; > x) = P(S;, > x|m < 00). L’exis-
tence provient du fait qu’on a fixé les fonctions de répartition, donc de telles variables existent,
mais on peut les choisir indépendantes sur I’espace produit ...

D’aprés 'inégalité obtenue précédemment, On a, pour tout = € R, P(¢; > 2) < G(x), ou G

G 1
est une loi sur R vérifiant f (z) = )
Fi(z) ~(a—¢)

1 —
En effet, c’est I'inégalité vue plus haut, P(S;, > z) < Fi(x — A —a + ¢€). On utilise
a—e

alors que Fy étant a queue longue, F;(z — A — a + ¢€) et Fi(z).

D’apres les résultats vu dans la partie sur les lois sous-exponentielles, en particulier on
déduit du fait que F] soit sous-exponentielle et du fait que les deux lois soient proportionnel-
lement équivalentes que GG est sous-exponentielle.

Ainsi, on est dans le cadre d’application du théoréme sur les lois sous-exponentielles et les
temps d’arrét ([I2). On peut alors se donner un temps d’arrét suivant une loi géométrique de
parameétre 1 — v, et on obtient que

P(S!. > x)

A —gm . T E
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ou S’ désigne la marche aléatoire associée a G. Soit :

= G(x)
! R
P(S] > x) et G(z)E(T) = T
Et, la formule des probabilités totales donne :
P(S. > )= ZP P(S! > x) ka LGk (

On trouve donc :

Y ASCEr) ~ T Cla).

Autrement dit, on a montré :

oo . . 7+0(1)—x v+o(1) Fr(x) B 1+o0(1) = )
2 Plert > ) S TR0 S T g T T )

k=1

Maintenant; si M > z, il existe k > O et 7, < j < 7341 tel que S; > x. (I'existence provient
du fait qu'on peut avoir 7,41 = 00). Alorson a S;, > x — A + a — €. En effet, si ce n’est
pas le cas, S;, < z (on rappelle que A >> a), dans ce cas 7, < j < T4y et S; — S, >
x—(r—A+a—¢€)=A—a+eetdonc 7441 < j, contradiction.

Donc:

M >zx]C| )[Sy, >x— A+ ¢

C8

b
Il
—

Donc, pour z assez grand,

P[M > z] SZP(Sm >x—A+e)

k=1

=> P14 ..+ >z —Ate)

Ici, on a utilisé le fait que les ¢y, sont i.i.d et vérifient P(¢; > x) = P(S,, > x| < o0) et les
vecteurs aléatoires

(7—1, 571)7 (7-2 - 1, 572*71)7 ) (Tk — Tk—1, STk - S‘F}cﬂ)
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sont iid sous la condition 7, est fini.

On utilise finalement les asymptotiques démontrés précédemment, pour obtenir

lim sup P > ) < !
itoo Fr(z) T (a—€)(1=7)

On envoie A en +00, ce qui fait tendre v = P(1; < o00) vers 0 (d’apreés la loi des grands
nombres comme expliqué un peu plus haut); on envoie ensuite € vers ( pour obtenir :

P(M 1
lim sup M < -.
T—+00 F[(l’) a

23



Chapitre 3

Aire sous la premiére excursion positive

Sommaire
3.1 Introduction|. .. ... ... ... ... 24
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3.3 Cequenousallonsmontrer|. . . . ... .................. 25
[3.4 Despremiersrésultats|. . . .. ... ... .. ... .. .0 0L, 25
Pr héoreme 6l . . .. ... ... ... 27
[3.6 Démonstration partielle. . . . ... ... .. ... .. ... .. ..., 28

3.1 Introduction

Dans cette partie, ajoutée au contenu du stage en cours de route, nous allons étudier l'aire
sous la premiere excursion positive d'une marche aléatoire dont les incréments sont a queues
lourdes et avec une déviation négative. La preuve d’'un des gros résultats de cette partie a
grandement posé probléme, et n’est donnée ici que partiellement et a titre indicatif, bien mal-
heureusement.

Plus précisement, on note comme précédemment (Xj);>; les incréments indépendants et
identiquement distribués a queue lourde, F' leur fonction de survie, ainsi que leur espérance
commune E(X;) = —aoua > 0.Onnote (S,,),>o notre marche aléatoire, et 7 = min {n > 1,5, < 0}.
On sait déja que T est presque sirement fini, grace a la loi des grands nombres.

.
On note A, laire sous la premiére excursion, c’est a dire A, = E Sk. On sait que cette aire

k=1
est presque stirement fini car 7 lest.

Nous allons ici étudier P(A, > x) quand z est grand.

1 a déja été montré dans [3] que si F'(z) = 2~ “L(z) avec @ > 1, L une fonction & variation
lente, on a :

P(A, >z) ~ E(r)F(v2az)

T—>+00

24



Ce résultat s’explique assez bien. Heuristiquement, nos incréments étant a queue lourde, on
s’attend a ce qu’'une grande aire soit le fait d’'un grand saut (c’est le principe du grand saut).
Pour que laire soit le plus grosse possible, on s’attend a ce que ce saut soit au début de la
marche (la redescente est ainsi plus longue). Mettons que ce saut prenne la valeur y. D’apres la
loi des grands nombres, la redescente se fera le long de la droite y — an. Ainsi, notre excursion

devrait durer environ =. Ainsi, on s’attend a ce que aire soit d’ordre =— (c’est I'aire d’'un

a 2a
2

triangle rectangle). Ainsi, si notre aire vaut x = g—, on obtient y = Vv 2ax.
a

En conclusion, si on note M, le maximum atteint par la marche aléatoire avant le premier
passage sous l’axe des abscisses,ona P(A, > x) ~ P(M, > V2ax)
T—+00

Une preuve rigoureuse de ce résultat est proposée dans [3]]. Nous allons proposer une preuve
alternative.

3.2 Quelques définitions

Définition 12 (Fonction a variation lente). Une fonction L est dite a variation lente si pour tout

a >0,
L
i 2007)
T—+00 L(QL“)

Définition 13 (Fonction a variation réguliere). Une fonction F' est dite a variation réguliére si
F(z) =2 “L(x),

ou L est une fonction a variation lente.

3.3 Ce que nous allons montrer

Théoréme 5. Si F(z) = P(X, > z) = 2~ “L(z), o L est a variations lente, avec o > 1, et
X, € L', alors, uniformément eny € [e\/7; V2ax],

P(A, >z, M, >y) ~ E(1)F(V2azx).

T—-+00

Théoreme 6. Avec les mémes hypothéses sur F,

P(A, >2z) ~ E(1)F(V2ax).

T—+00

3.4 Des premiers résultats

Propriété 22. Si F est a variation réguliére, alors F' est sous-exponentielle.
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Démonstration. On écrit F'(z) = 2~ I(x) ol [ est a variations lente. Soit X, et X, des lois
indépendantes et identiquement distribuées de fonction de survie F'. Alors :

P(X\+X, > 2) = P(X; < g;X1+X2 > 2)+P(X, < g;Xl—irXQ > 2)+P(X; > g;)@ > g).
On en déduit : .
—x2 2 — =2, T
Fo(z)=2 [ Flz—y)dF(y) +F(35).
0

On divise le tout pour x assez grand (afin que le dénominateur ne soit pas nul), et on obtient :
*2 =

F(x)  [?Fl—y) F(3)
(o) _2/0 o FW g

*2

Le dernier terme tend vers zéro car F' est a variations régulieres donc

P

—x FE) —x x _ (%) 1,,— T
F - ) = 2 = F —_— _— - 2 ~Y —_ aF J—
(2)F(x) (2>(2x> I(x) x—>+oo(2) (2)
qui tend bien vers 0 quand z tend vers +o0.
F(r — F(z
Quant a lautre terme, 'intégrande vérifie (_x y) < _(2) pour 0 < y < z, qui est

F(z) — F(x) - 2
intégrable. Donc le théoréeme de convergence dominée s’applique et 'intégrale tend vers 1.
On conclut donc bien que notre loi est sous-exponentielle.

[
Propriété 23. On suppose que F(z) = 2~ “L(x) otta > 1,

alors, pour toutk € N, on a:

L P(My>y) ~ P(Sy>y) ~ kF(y),
y—+00 y—r+oo

2. P(max S, >y) ~ E(t ANK)F(y),
< Y o0

Démonstration. La preuve de ce théoréme utilise un résultat difficile qui est le résultat de

+o0
principal de [4], qui nous raméne a montrer que / F(y)dy < oo et que :
0

—+00

/O "FWF( -y ~ 2F(2) / Fy)dy

r——+00

On dit alors que F' € S*.
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Nous nous contenterons donc de montrer que F' appartient 2 S*; le lecteur curieux pourra
aller lire [4]] pour en savoir plus.

Dans un premier temps, on remarque que F(m) r\jr F(w + y) pour tout y > 0 car Festa
T——+00

variation réguliére donc, en remarquant que :

"FyF(x—y), . [2FyFlxz—y)
| o) =2 [ o)

ou l'on a effectué un changement de variable. On peut alors appliquer le théoréme de conver-
gence dominée, et on obtient alors le résultat.

O

On définit maintenant o, = inf {n < 7,.5,, > y}.

Alors, pour k£ > 1,0ona:

Ploc,=knNnM,>y) P(o,=k)
Plo, = k|M, > y) = 2 — %
e A R )

d’Ofl
j Inaxn T S?’L > —_ P HlaXn _ STL >
P(Uy = ]{llMT > Z/) = ( Sl y) ( sTAD) y)

P(M. > y)
D’apres les points 2 et 3 de la on a alors :
Pir>k—-1
Propriété 24. yli)riloo P(o, =k|M, >y) = %

Démonstration. Avec les points (2) et (3) de et les calculs précédents, on obtient :

lim P, = kM, > y) = SCAR ZECAGR=ZD)  Plr>k—1)

y—+o00 E(7) E(7) 7
ou on a obtenu la derniére égalité avec un téléscopage en écrivant la définition de 'espérance.
]
Pir>k—1 =
On notera dorénavant q; = % On remarque en particulier que Z qr = 1 (C’est
T
k=1

+o0
la formule de 'espérance F(X) = Z P(X >n)).
n=1

3.5 Preuve du théoréme 6

La preuve du théoréme 6 a partir du théoréme 5 est tres simple, en particulier, elle est plus
simple que la preuve originale de [3]. La voici :
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Démonstration. On écrit d’abord :

A, >z =[A; >, M, >y|U[A, >z, M, <y

Occupons nous du seconde terme : On remarque que :

[A; >z, M, <y C[T<§].

Une démonstration rapide consiste en un joli dessin.
Alors: P(A;, >x,M, >y) < P(A;, >2) < P(A, >z, M, >y)+ P(t > E)
Y

Or, d’apres la [12]; qui s’applique car F’ est sous-exponentielle d’aprés la [22] on montre que :

PE>8 | gy,

F(at) t——+o00

On choisit alors y = €1/, et on obtient, grace au fait que F est & variations réguliéres; que :

Pir>2) = P> YE) o~ BV,

y € xr——+00

Or, d’apreés

P(A. >z, M, > ex) ~ E(1)F(V2az).

Tr——+00

On en déduit, en repartant de :
P(A, > 2, M, > y) < P(A, > 2) < P(A, > 2, M, > y) + P(r > ~),
Y

et en utilisant nos deux équivalents, que :

60(

E(1)F(v2az)(1+ o(1)) < P(A, > z) < E(7)F(V2az)(1 + (za)%) +o(1)).
On conclut alors en faisant tendre € vers 0. [l

3.6 Démonstration partielle

Voici le début de la démonstration du [5} qui est elle-méme trés succinte. Le reste de la preuve
pose des problémes essentiellement techniques et calculatoires... Soit N > 1. Alors :

N
P(A. >z, M, >y)=> P(A; > 2,0, =k M, >y)+ P(A: > z,0,> N, M, >y),
k=1
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ou l'on a utilisé la loi des probabilités totales.
Occupons nous du dernier terme.

P(A; >x,0p> N, M, >y) < P(o, > N,M; >y)=P(M, >y)P(o, > N|M, > vy).
“+o0o

Or, lirf P(o, > N|M; >y) = Z qx, d’apreés la propriété 13. Ainsi, grace a la troisiéme
Yy——+00
k=N+1
proposition de la propriété 12, on a :
. “+o00 . 1 —+00
P(M: > y)P(oy, > N|M; > y) ~ E(1)F(y) Y oa = E(T)F(y)m Y P>
Y k=N+1 ) kNt
+oo
k—1)=TF(y) > Plr>k-1).
k=N+1

Ainsi, on obtient donc :P(A, > x,0, > N, M, >y) < exF(y) avec lim ey = 0.

N—+oc0

Maintenant, on regarde les termes dans la somme.

Soit k£ un entier naturel fixé. On regarde donc P(A, > x,0, = k, M, > y). Par une inclusion
d’événements, on a déja :
P(A; >z,0p=k M, >y)=P(A;, >z,0,=k).

On remarque d’abord que S; < y pour j < k. On en déduit que

T—1
P(A, > x,00=k) SP(ZS]- >x—(k:—1)y,ay:k>
j=k

ou l'on a grossierement majoré les k — 1 premiers termes par y dans la somme.

De la méme maniere, en les minorant par zéro :

T—1

P(A, >z,0,=k) < P(ZSj > x,0, = k)
j=k
Maintenant, soit z > (. Par propriété de Markov :
+oo
P(Zsj > 2,0, = k;) = / P(Sy, € dv,0, = k)P(A, > 2|S; € dv)
j Y

En fait, comme on s’intéresse seulement aux termes d’indices supérieurs a k, on s’y rameéne
en "réindéxant" par propriété de Markov forte k a zéro.

On pose

)
BU:{U—5v§5n+na§v+(5v, Vngv—; U}.

Alors la loi des grands nombres montre que P(B,|S; = v) tend vers 1 quand v — +o0.
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On en déduit que

T—1
P(Zsj > 20, = k:> - / P(Sy € dv,0, = k)P(A, > 20\B,|Sy € dv)+o(P(o,
j=k

—+00
Yy

Si B, est réalisé pour v assez grand, alors :

(v — dv)? <A < (v + 0v)?
2 ~ 77 2a

Un dessin permet de s’en convaincre.

On peut donc conclure que :

P(A; > 2N B,|Sy=v)=P(B,) si v—odv>+V2az

et

P(A; > 2N B,|Sy=v)=0 si v+dv<V2az

Donc, pour v assez grand, avec ce qui préceéde :

T—1 40
P(ZSj >z,ay:k> g/ P(Sk € dv,0, = k) + o(P(o, = k)).
j=k

V2az—0v2az

D’ou :
T—1
P(ZSj > 2,0, = k) < P(S,, > V2az(1 —=9),0, = k) + o( Py,—)
j=k

De la méme manieére, on montre que :

T—1 40
P(ZSj >z,oy:k> §/ P(Sk € dv,0, = k)+ o(P(o, = k)).
j=k

V2az+0v2az

D’ou:

P<TX:S]~ > 2,0, = k:> < P(S,, > V2az(1 4 0),0, = k) + o(P(c, = k).

ou la seconde inégalité est la réécriture de la premiere.

— k).

La suite de la démonstration n’a pas été bien étudiée car présente des difficultés techniques
et n’est pas trés claire (cette partie a été étudiée en autonomie pendant les vacances d’été, et

n’était pas prévue a l'origine dans le stage). Néanmoins, elle est trouvable dans [2]].
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