4.2 Analyse d’un schéma numérique pour la résolution d’une équation de réaction-
diffusion (206, 218)

Dans ce développement bonus, qui peut mettre le jury a vos pieds pour les le¢ons 206 et 218 (j’y crois mdr), je
détaille ’analyse d’un schéma numérique semi-implicite pour résoudre une équation de réaction-diffusion sur lequel

je suis tombé en oral blanc. On s’intéresse & 'EDP suivante, d’inconnue u € €*(R* x [-L, L], R) :

ou(t,r) = v u(t,r)+g(u(t,z)) VY(t,x)eRT x[-L,L],
_ — +
Ozu(t,—L) 0 vt e RT, (R-D)
Opu(t,L) = 0 vVt € RY,
u(0,2) = wuo(z) Ve e [-L, L]

ou v > 0 est un coefficient de diffusion, g : R — R est une fonction de classe €* telle que g(0) = g(1) = 0,
et positive sur [0, 1], typiquement la fonciton g : u — u(l —u) ou g : u — u (1 — u2) et oll ug est une condition
initiale de classe €2 sur [—L, L] telle que u{(—L) = u)(L) = 0 (il s’agit de conditions de compatibilité avec les
conditions aux bords de Neumann) et 0 < ug < 1 (on travaille avec des "concentrations" de population). Cette
équation modélise le comportement d’une population sur un segment [—L, L]. Si le jury demande si ’équation ci-
dessus admet une unique solution, on peut dire que 1’équation sans le terme non-linéaire g(u(t, z)) est ’équation de
la chaleur, qui a une unique solution, y compris avec les conditions aux bords de Neumann, et qu’on peut effectuer
un argument de point fixe sur la formule de Duhamel associée & I’équation de la chaleur pour obtenir 'existence
et 'unicité de la solution. En tous cas, le but du développement n’est pas de justifier I’existence et I'unicité de la
solution, mais de faire ’analyse numérique d’un schéma aux différences finies semi-implicite. On se donne alors une

subdivision réguliére de 'intervalle [—-L, L] & N, points :

Vje[l,N,], z;:=—L+(j—1)Az

L_l, et une subdivision d’un intervalle de temps [0,7] & N; points :

ol Az := w

Vn € [1, Ny], tn:=nAt

ou At := % On veut alors approcher les quantités u(t,,z;) de la solution de I’équation R-D par des quantités uy

vérifiant le schéma suivant :

n+1 n n+1 n+1 ntl
j i Jt+1 J i1 n ]
a7 As? +g(uf) V(Gn) €1 N] x [0, N, — 1],
u6L+1 _ u111+1 Vn (S IIO, Nt - 1]7 (D_F)
il = el i
u(; = uo(zy) Vi €1, Na].

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.3 (Convergence et propriétés qualitatives du schéma). Le schéma D-F est convergent d’ordre

1 en At et d’ordre 2 en Az. De plus, si At < , alors la solution (u}) du schéma vérifie :

| S
19" loo.[0,1]

Vn € [0, N¢], Vj € [1,N.], 0<u} <l

Démonstration. Etape 1 : Réécriture du schéma sous forme d’un systéme linéaire

Posons, pour n € [0, N;] notre vecteur des valeurs approchées au temps t, U™ := (u})jeq,n,] € RY=. On a alors

que U™ vérifie la relation de récurrence suivante :

vn € [0,N; — 1], MU =U" 4+ AtG (U™),
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ou M € .#y,(R) désigne notre matrice d’itération :

1 -1 o
-1 2 -1
VAt
M=5+ 35
-1 2 -1
(0) -1 1
et G désigne la fonction g vectorisée, c’est-a-dire :
G RN= RN=

—
(ih<ien. — (9 icien

Etape 2 : Bonne définition du schéma

Le vecteur U™T! est défini implicitement. Ainsi, il n’est a priori pas bien défini! Pour montrer que U™+! est bien
défini, montrons que M est inversible. Pour cela, on montre que M € Yﬁf (R) :

N, N.—1 N,
wWeRN VIMV =) v+ A v, +2 ) vl =2 v,
i=1 j=2 j=2

N,—1
On va faire apparaitre des carrés des différences v; — v;_;. Pour cela, on extrait une des deux sommes E UJ2- et

Jj=2
on effectue un changement d’indice :

N, UAt Np—1 N, N,
N, T _ 2 2,2 2 2 .
YV eRY VMV = Uz‘"‘@ v + vy, + E vi + E CHE E 2v;v51
i=1 j=2 j=3 j=2
N, N, N N
5 VAL 9 9
vy + N g vi + E CH 20051

i=1 j=2 j=2 j=2
N,

Ny
N, VAL ,
= v; + 7A 5 (’Uj - Ujfl) .
xe <
1 j=2

.
Il

On a donc bien que M est symétrique définie positive !

Etape 3 : Consistance du schéma (2 bien détailler pour la lecon 218, a passer vite pour la lecon 206)
Pour la consistance, on suppose que ug € €4([—L, L], R) et que g € €*(]0, 1], R) (pas stir que ce soit nécessaire) afin
de garantir le fait que la solution u soit de classe €* sur R* x [~ L, L]. On va appliquer la formule de Taylor-Lagrange
pour obtenir nos estimations d’erreur de consistance :

1. Taylor-Lagrange & u(tn41,;) :

At?
V(n,j) € [0, Ne—1] % [1, N, 31 € [tn,tnt1], w(tnt1,x;) = ultn, x;) + AtOu(t,, x;) + —

B) 3?#(%47 ;).
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2. Taylor-Lagrange & u(tp+1,%j4+1) °

V(j,n) € [1, Nz — 1] x [0, Ny — 1], Hﬁ;fn € [vj, mj1], ultni1,Tiv1) = ultnir, ;) + Azdpu(tnir, vj)+

Az?
Taimu(tn+lvxj)+

Az?

5 Rat(tni1,75)+
Azt +
S e (e €0

3. Taylor-Lagrange a u(tp41,2;-1) :

V(j,n) € [2,No] x [0, Ny — 1], 3, € [z, vj41], ultnir,2j-1) = ultn+1,2;) — Azdpu(tngr, zj)+
— Ogultntr, wj)—
vat(tnsn, )+

=0k (tar1. 65, )
En combinant ces résultats, on obtient que pour tout n € [0, N; — 1] et pour tout j € [2, N, — 1] :

W(tpa1, i) — u(ty, x; w(tpa1,x; —2u(tpy1, ;) +u(tnyr, ;i
( n+1 J)At ( n ]) v ( n+1 ]+1) (Z-&;Q J) ( n+1, Ly 1) . g(u(tn,a:j))
At o 2 Az 4 + 4 -
= atu(tn’xj) + 7attu(7-n,j7xj) - Vawzu(tn+17xj) - Vﬂ <8x4u(tn+17 j,n) + az4u(tn+17£j,n)) - g(u(tmxj))

At Az?
= 78t2tu(7n,j’xj) -V (agzu(tn+1a zj) — agz“(tmxj)) - Vﬂ (3;14U(tn+1,f;:n) + 8;14U(tn+1»§j_,n)) .

En appliquant une derniére fois la formule de Taylor-Lagrange & 92, (t,11,;), on obtient, en notant g7 Derreur de

consistance du schéma :

M, Az?
V(n,j) € [0, Ny — 1] x [2, N, — 1], [e]] < At (Ttt + Z/th> + l—zuMmz;,
ou on a noté :
My = ||at2tu||oo,[0,T]><[—L,L]v Migy = ||3fmu||oo,[o,T]x[—L,L], Mya = H3§4||oo,[o,T]x[—L,L]-

On n’a pas encore traité les bords, c’est-a-dire €7 et €} ! On va voir que l'erreur, qu’on pourrait penser plus

grossiére, ne 'est au final pas :

u(tn+17 _L) - u(t’ru _L) u(thrl? ./L'Q) - u(tn+17 _L)

5? = At -V %132 _g(u(tn7_L))
A —L A
— Buultn,—L) + S Ru(rr, ~L) — v 2T g 1) — v BE (L)
) 2 Ax 6
X
Vo Dyaultnir, &) — g(u(tn, 75)).

Or, Ozu(tn, —L) = 0 : ce sont les conditions aux bords! De plus, on remarque que, d’aprés 1’équation :

V@i’s (tn, —L) = 0*u(ty, —L) — Opu(ty, —L)g (u(tn, —L)) = 0y (Opu) (tn, —L) — 0.
Or, par continuité des dérivées partielles en —L, on a que 9%,u(t,, —L) = 0 comme dérivée en temps de d,u(-, —L)
qui est la fonction nulle! Ainsi :

At Az?
el = —8t2tu(7'n,1, —L)—v (8§xu(tn+1, —L)— Qﬁmu(tn, —L)) — VW

2 8§4U(tn+1, Ei‘r,n)

216



On a donc également notre estimation d’erreur :
M, v
leT| < At (—t + me) + Ax? = M,a.
2 24
De la méme maniére, on montre que :

M
ekt < ar (M v ) + 202 Lo

v
24
Ainsi, en notant E" le vecteur (€7);e[1,n,], on obtient :

Vn € [0,N; — 1], ||E"||leo < CiAL+ CpA2?

avec Cy := % + UMy et Cp = 5 M.

Etape 4 : Stabilité et conclusion

Notons, pour n € [0, N¢], UZ le vecteur (u(tn,z;))jeq,n,]- On a alors que UZ, vérifie le schéma perturbé suivant :
Vn € [0,N; — 1], MUX™ =U™ + At (G (UZ) + E™).
Ainsi, on a que la différence U2, — U™ vérifie :
vn e [0,N; —1], Ut —urtt = MU - UM+ AL(G(UL) — G (U™) + E™)).
On a alors, par théoréme des accroissements finis, ’estimation suivante en norme infini :
Vne 0N =11, U = U< M (1 + At o) 02 = U+ AN 1B

ATTENTION !! Ici, j’ai utilisé implicitement 1’étape 5 qui permet de justifier que pour At assez petit, la solution
du schéma reste bornée entre 0 et 1. Egalement, j’ai utilisé que la solution exacte de ’'EDP est bornée entre 0 et 1.
Cette derniére propriété est ADMISE! C’est dur de justifier ce point! Cela requiert des principes de comparaison

pour les EDP paraboliques. Si on a cette estimation-la, une récurrence facile montre alors :

Ve [0, N U =0 < IMHI5 (14 Atllg Tl o) Ve = U°ll g +
~—_————

=0
n—1
A ML (1 At o)™ |[BF -
k=0

Afin d’estimer cette erreur, il faut montrer que la norme subordonnée MM _1|HOO ne dépende ni de At, ni de Ax.

Pour cela on montre le fait suivant :

Lemme 4.4 (A bien détailler pour la lecon 206, pas le temps pour la lecon 218 je pense). La matrice M du

schéma numérique est monotone.

Démonstration. Soit B € RY= un vecteur positif et soit V € R¥=. On note V'~ le vecteur (min(0,v5)) eq1,n,7- On
———

=:v.
J

observe le fait suivant :

N, N, N, 5 Na
(V_)TMV=Zv;vj+Z<v; _U;—1) (vj —wvj—1) = (v;) —i—Z(v; _U;—1> (vj —vj—1).
j=1 =2 j=1 i=2
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Maintenant, si v; et v;_; sont positifs, alors vy =v;_; =0, cequi donne 0 dans la somme. Si v; est positif et v;_;
est négatif, alors v, =0 et —v,_; est positif. Ainsi, on a :

- - 2
(vj - Uj—l) (vj =vj—1) = =vj—1 (v; —vj—1) 2 vj, 2 0.
—— —— ——
=20 Z—vj—1
Maintenant, si v; < 0 et v;_; > 0, alors :

(v —vj) (v —v5-1) = v (05 —v;1) > 0] >0.
—_——

<0 <v;

. , . . 2 . .
Et si v; et v;_; sont tous deux négatifs, alors le terme dans la somme devient (v; —v;_1)” > 0. Ainsi, on a dans
tous les cas :

&

(VI)TMV 2> (v;)*>0.

<.
Il
—

Ainsi, si V est tel que MV = B, alors :

0<(V)TMV =(V)TB<0 car V- <0et B> 0.

Ny
: 2
Ainsi (V7)TMV = 0. Or, on Pavait minoré par Z (v;) ! Ainsi v; = 0 pour tout j € [1,N,] et donc V est
j=1
positif! On a bien que M est monotone. O

Maintenant, il ne reste plus qu’a dire que puisque M est monotone, M ~! est positive, et donc :

N, N,
374 = max S|, | = max > [, = M
j=1

1<iSNg £ ISiSNe <=
‘7:

ou 1 désigne le vecteur dont toutes les composantes sont égales & 1. Mais miracle! On observe trés facilement que
M1=1!Et donc M~'1 =1! Ainsi :
137l o = 1t floe = 1.

Cela permet de conclure que :

n—1
vne V] U5 - U, < ALY (14 Aty o) 29|
k=0

n—1
< AL(CAE+ CoAz?) Y (14 Aty o)
k=0
n—1
< At (CtAt + CIAl‘Q) Z exp (kAt|g ||l o)
E=0
< nAtexp ((n— 1)AL|g[loo0.17) (CiAL + CpAz?)
< Texp (T”g/”oo,[o,l]) (CtAt =+ C?:AxZ)

Cela montre que le schéma est convergent en norme infini, d’ordre 1 en At et d’ordre 2 en Ax!

Etape 5 : Propriétés qualitatives du schéma (si le temps le permet)

On montre que pour tout n, les composantes du vecteur U™ sont dans [0,1] si At < . On raisonne par

[
Hg’lloo,[o,l
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récurrence, Uinitialisation étant claire puisque ug est a valeurs dans [0, 1]. Pour I’hérédité, on a déja :

MU™t = un + AtG (U™ >0.

>0 par hypothése

———
de récurrence 20 par hypothése

Ainsi, par monotonie de M, U"*! > 0. Maintenant :
M1 -U" =1-U" - AtG (U")
Or, par inégalité des accroissements finis, étant donné que g(1) =0 :

Vi€ LN, g (u)) < Ilg oo (1—ul) .
NI

>0

Ainsi :

J

Vie[l,Ne], 1—uf—Atg(uf) >1—uf —At]lg]lcc,jo,) (1 —uf) =1 —uf —
—_——

<1

(1—u?):0

Et donc le vecteur M (1 — U™*!) est positif! Par monotonie de M, on a donc que 1 — U™*! est positif, et donc on

a bien montré :
0< Un+1 <1,

ce qui termine I’étude de ce schéma numérique!
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