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Introduction

Travail fait pour le moment :

» Méthode BKW pour I'équation de Schrédinger linéaire : développement formel,
construction de la solution approchée, justification du développement.
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Introduction

Travail fait pour le moment :

» Méthode BKW pour I'équation de Schrédinger linéaire : développement formel,
construction de la solution approchée, justification du développement.

» Développement BKW faiblement non linéaire a une phase
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Hypotheses

Equation de Schrédinger générale :
&2
ie0ru + ?Aue = VU + e*f(|uf|*)uf

Hypotheses de notre étude :
> a=1, V=0 f:2— A%, 0N, AeR"
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Hypotheses

Equation de Schrédinger générale :
&2
ie0ru + ?Aue = VU + e*f(|uf|*)uf

Hypotheses de notre étude :
> a=1, V=0 f:2— A%, 0N, AeR"
» La donnée initiale est de la forme :

idgj ()

u®(0,z) = Z ag;(z)e ¢ ou Jy est au plus dénombrable.
Jj€Jo

» On considére que les phases initiales sont linéaires :

Vj € N,3k; € RY | Vo : do;(x) = Kj - 2.
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Hypotheses sur la solution approchée
L'équation aux dérivées partielles étudiée est donc :

2
, €
iediu + EAue = e|uf > u®

On cherche une solution approchée sous la forme :

LR T |nz\ t
app(t IE) Za’j(t?m)eldeL ‘
jeJ

» On a déja vu que :
2
it

était la solution de I'équation eikonale dans le cas ou la phase initiale était linéaire et
lorsque I'on considérait qu'une seule phase lorsque V = 0.
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Hypotheses sur la solution approchée
L'équation aux dérivées partielles étudiée est donc :

2
. €
ie0yu® + EAug = Ae|u®|*7u®

On cherche une solution approchée sous la forme :

kgem k|2t
Ugpy (t, T) :Zaj(t, z)el e T
JjeJ
» On a déja vu que :
2
i<t
¢j(t’x) =kKj T — |I€72|

était la solution de I'équation eikonale dans le cas ou la phase initiale était linéaire et
lorsque I'on considérait qu'une seule phase lorsque V = 0.
» J est un ensemble qui peut &tre strictement plus grand que Jy a cause du phénomeéne de

résonance (voir partie suivante)
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Phénomene de résonance, illustration dans le cas cubique 0 =1

Ona:

2 _ i
|u2pp uflpp: E AT Ay, e (P Ortom)

kl,meJ
Or, ¢ — &1 + ¢ Vérifie I'équation eikonale si et seulement si :
ik = k1 + fm|* = [Re]? = [R* + [5m .
Cette condition est équivalente a :
(ki — km) - (k1 — Kg) = 0.

Si d =1, alors nécessairement : K; = Ky, ou K; = kg, : il n'y a pas de nouvelles phases.
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Condition de résonance dans le cas cubique (0 = 1)

Supposons que d > 2. Soient ki, ki, km € R%, notons k; = ki — Ki + K, €t supposons
) ) ]

que K] # Ki et K] # K. Alors :

Gk — &1+ O = @; si et seulement si les extrémités des vecteurs K, Ky, K1, Ky forment les

4 coins d'un rectangle non dégénéré avec k; et x; opposés.
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Exemple (o = 1)

» On considére : k1 = (0,1), 52 = (1,1), k3 = (1,0). Le seul mode crée est ¢y = 0.
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Exemple (o = 1)

» On considére : k1 = (0,1), 52 = (1,1), k3 = (1,0). Le seul mode crée est ¢y = 0.
» Cette création peut étre dynamique, par exemple les phases crées peuvent interagir entre
elles pour créer de nouvelles phases.
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Exemple (o = 1)

» On considére : k1 = (0,1), 52 = (1,1), k3 = (1,0). Le seul mode crée est ¢y = 0.
» Cette création peut étre dynamique, par exemple les phases crées peuvent interagir entre
elles pour créer de nouvelles phases.

Ainsi avec ces deux exemples, on a une seule phase générée ou bien une infinité de phases
générées.
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Caso > 2
Danslecasou o >2,0ona:
e |4, __ —_— L(ph—rt+di—dm+dy)
[tgpp | Uapp = E Ok Q) Gy A € v),
h,k,l,m,peJ

Et ¢1 — P2 + P3 — P4 + P5 résout I'équation eikonale si et seulement si :
(k1 — kg + k3 — kg + K5)? = K2 — K3 + K3 — K3 + K2.
Ex : Prenons p,q € Z, p,q # 0, p # q, et considérons :
(K1,I€2,I€3,I€4,H5) = (P(L —42, —P(LPQJJQ - QQ)-
Dans ce cas, on remarque que :
k1% = |K2|? + |r3]?® = |ka]® + |k5]|* = k1 — k2 + k3 — kg + K5|* = 0.

La résonance a créé un terme constant!
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Probleme

Nous devons chercher les amplitudes a; désormais. Comme on a différentes phases, on doit
adapter le raisonnement précédent.
Pour j € J, annuler le coefficient d'ordre € donne :

8taj +I<Ej -Vaj = —iA\ Z ajla_ﬁ...aj20+1.
Djy —Pjy -t P20 41=0;

Condition de résonance :

(’(‘"jla"‘aﬁj2a+1) ERja ol
20+1 20+1

R = {(Rjz)1<l<2a+17 DD T ey = wyet Y (=) R, = |ﬁj|2}-
=1 =1
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Résolution dans le cas d = 1,0 = 1.

On a vu que :
R ={(,1,4). (G, 1.0), L € Jo}.

Donc

ataj + k- Va; = —2iA Z|al|2aj + i)\|aj|2aj.

leJo
Or on remarque que :
Ol aj|* + K;04|a;* = 0.
On obtient alors :
|a’j(ta$)|2 = |a0](117 - t,"i)j)|2.

Donc
iS;(t,z

a;j(t,r) = apj(z — tr;)e ) oli S; est une phase indépendante de «.
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Résolution dans le cas d = 1,0 = 1.

a;(t,x) = ap;(z — tr;) e () ol S; est une phase indépendante de «.

En réinjectant dans I'équation de transport, on obtient :

(0 + kj0z)S;(t,z) = —2A Z|aol(m —tr)|* + Mao; (z — tr;)|?.
leJo

Donc on obtient :

t
Sty =-2n Y /|a0l(x+(7'—t)/£j—Tnl)|2d7'—t)\|a0j(z—tfij)|2.
ledo—{j} 0
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Discussion autour du cas général

» Dans le cas d > 2, on ne peut plus s'attendre 2 avoir 9;|a;|*> + K - V;|a;|> = 0 pour tout
j € J. On a cependant une autre propriété, certes plus faible, mais bien connue des
physiciens :

d
pr ZHaj(t)Hsz(Rd) =0.
jeJ
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Discussion autour du cas général

» Dans le cas d > 2, on ne peut plus s'attendre 2 avoir 9;|a;|*> + K - V;|a;|> = 0 pour tout
j € J. On a cependant une autre propriété, certes plus faible, mais bien connue des
physiciens :

d 2
Ok | =0
Jj€J
» Danslecas d =1, 0 > 2, les ensembles R ; deviennent plus compliqués, et on peut partir

d'une amplitude agp = 0 pour avoir au final une amplitude ag(t, z) non-nulle, cf. le cas a 5
phases !
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Introduction d'un nouvel espace fonctionnel
Il n'est pas possible de faire, dans le cas multiphase, la méme analyse que le groupe précédent.
L'espace fonctionnel X dans lequel nous devons raisonner doit donc vérifier :
» Invariance par translation :

Vk € Rd’ Vf € X’ ||ka||X = ||f||X7
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Introduction d’'un nouvel espace fonctionnel
Il n'est pas possible de faire, dans le cas multiphase, la méme analyse que le groupe précédent.
L'espace fonctionnel X dans lequel nous devons raisonner doit donc vérifier :
» Invariance par translation :

VEeRY, Ve X, |mfllx = Iflx,
» Algebre de Banach :
3C>0,vf,ge X, |fgllx < Cliflxllglix,
» Invariance par multiplication par une onde plane d'amplitude 1

VkeRY Ve X, |lfexllx = |Ifllx, en notant e : z + e avec k € R%.
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Introduction d’'un nouvel espace fonctionnel
Il n'est pas possible de faire, dans le cas multiphase, la méme analyse que le groupe précédent.
L'espace fonctionnel X dans lequel nous devons raisonner doit donc vérifier :
» Invariance par translation :

vk eR®, Vf e X, |Inflx = IIfllx.
» Algebre de Banach :
IC>0,Vf,9e X, |fgllx < Clflixlgllx,
» Invariance par multiplication par une onde plane d'amplitude 1
VkeRY Ve X, |lfexllx = |Ifllx, en notant e : z + e avec k € R%.
» Continuité uniforme locale en temps de I'opérateur de Schrédinger :

3Ty >0, 3C >0, Yt € [0, To], [|e’#2z.x) < C-
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Introduction d’'un nouvel espace fonctionnel
Il n'est pas possible de faire, dans le cas multiphase, la méme analyse que le groupe précédent.
L'espace fonctionnel X dans lequel nous devons raisonner doit donc vérifier :
» Invariance par translation :

vk eR®, Vf e X, |Inflx = IIfllx.
» Algebre de Banach :
IC>0,Vf,9e X, |fgllx < Clflixlgllx,
» Invariance par multiplication par une onde plane d'amplitude 1
VkeRY Ve X, |lfexllx = |Ifllx, en notant e : z + e avec k € R%.
» Continuité uniforme locale en temps de I'opérateur de Schrédinger :

3Ty >0, 3C >0, Vt € [0, Ty], |[le’72]

c.x) < C.

Ex : L'espace FL' (R?) = {f eS (RY) | fell (Rd)} vérifie ces 4 hypotheses.
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Existence et unicité d'une solution locale dans notre espace X

Sous les hypotheéses précédentes sur notre espace fonctionnel, on a :

Pour d > 1, si u§ € X, alors il existe T° > 0 et une unique solution u® € C° ([0, T¢], X)
de I'équation de Schrddinger telle que u=(0,-) = u§.
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Preuve

On rappelle I'équation de Schrodinger a résoudre :

iedus(t, ) + %Aue(t,x) = Xelus(t,z)[*7us(t,z), Vtelo,Te], Vo € RY,
u(0,z) = u(z) vz € R4

Le but est d'écrire cette équation comme un probleme de point fixe, avec la formule de
Duhamel :

¢
u(t,x) = "8 us(z) — z')\/ e T30 4f (s, )27 us (s, z)ds.
0
On note alors :
o . C° ([07 T€]7X) — C° ([0) T6]7X)

u ot eEAus — i)\/ e =58 4% (5)27us (s5)ds.
0
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Mise en garde et notations

Attention ! Notre T pourrait tendre treés vite vers 0 lorsque e — 0 si ||u§||x n'est pas
contr6lé uniformément en €. Notons alors :

Y =< (a)jen € XV | Jlally == lla;]lx < +o0
JEN

On a alors que si (ag;)jen € Y, alors u§ € X et ||u§||x < |lag]|y : majoration indépendante de
€.
Définissons également I'ensemble :

Vo= { e Y1 X (@4 Pl + 1+ 1o PIVoLx + [Aals ) < oo
JeEN
qui nous servira pour les estimations d’erreur.
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Existence et unicité de notre systeme d'équations de transport

Rappelons que nous avions obtenu ce systeme d’'équations :

8taj + K -Vaj = —iA\ Z ajla_jz...aj,mﬂ.
iy —Pjg -+ P20 4+1=0;

Pour d > 1, si (ayj)jen € Y, alors il existe T' > 0 et une unique solution (a;)jen €
C° ([0, T); Y) du systéme ci-dessus.
Si de plus (GOj)jeN € Y, alors (aj)jeN et ([0, T], Yz)
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Idée de la preuve pour le premier point

Il s'agit 1a encore d’appliquer un théoréme de point fixe en remarquant que les solutions
"z .
s écrivent :

t
a;j(t,z) = agj(z — K;t) — iX Z /0 (aj, @, ... ajy, 1) (8,2 — K (t —s5))ds,

(J1:J25++2J20+1)ER;

en utilisant les propriétés d'invariance par translation et d'algébre de Banach.
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Récapitulatif du travail effectué
On a construit une solution approchée :

e idj(t,z)
Uy (t,2) =Y aj(t,z)e =
JjEN
Par définition elle vérifie :
g2 5
- £ £ _ £ g, £ £ £
€0 ugy,, + ?Auapp = Aelug,, |* ug,, + 11 + 13,

N

ou :
» 1 est le terme qui comprend que I'on a retrouvé que les phases résonnantes.

g __ . .
= A E E Ay Oy -+« Qi €

JEN (J1,.- 20 +1)ER;

(g —bjg+Fbin 1)
€
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Récapitulatif du travail effectué
On a construit une solution approchée :

i; (1,2)
Ugpy () = Zaj(t,x)e .

JjEN

Par définition elle vérifie :

— 20 us
/\8| app app + 'rl + 7"27

1e0su’ ~|— Au

app app
ol :
» 1 est le terme qui comprend que I'on a retrouvé que les phases résonnantes.
£ __ - .
T = Ae E E Ay Oy -+« Qi €
JEN (1, sj20+1)ER;

» 15 correspond aux mémes termes qu'il y avait au cas linéaire :

2 i
£ 9
26 = E E € ¢ A(I,j.
24i31 JEN
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Estimation d’erreur

» On note w® = u® — ujpp, |'estimation d'erreur.
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Estimation d’erreur

» On note w® = u® — ujpp, |'estimation d'erreur.
» Elle vérifie :

2
) €
iedyw® + ?Awa = Ae(|uf[*7uf — [tgpp QGUpr) —rf — 715, et wft:O =0.
D’apres la formule de Duhamel :

t

t
wa(t):—i)\/ eia%sA(IuaFaue_lua 20u5 )
0

app|  Uapp
i t s _t—s i t s _t—s

+—/ ewTArf(s)ds-l-—/ e® 7 Ars(s)ds.
€Jo €Jo
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Estimation d’erreur

En utilisant les propriétés de I'espace X, on obtient (ou C' est une constante indépendante de

g):

eistzsA(|ue|2aus_|ue 2¢7ue )des

app app

t
w0l <ie ||
C
+? Z

7j=1,2

¢
/0 eist?Arj(s) ds

X
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Erreur en ry
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Erreur en 7 : lemme préliminaire

Hbjy —bjg o+ Pjpgyq)
€

g __ O .
L= A€ E E Ay gy -+ Gy, €

JEN (j1,.. 520 +1)ER;

On veut évaluer I'erreur du terme en 7y, pour cela on remarque que 71 est une somme de
termes de la forme (sinon ils résonneraient) :

g(t,x)eik?x_% avec |k|* # w.
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Erreur en 7 : lemme préliminaire

Soient k € R%, w € R qui vérifient : [k|?> # w. On définit :

i kex

t :
Ds(t,x):/ eist_TsA(g(s,z)e’T_%)ds.
0

Alors, on a :

2. ; =S s kex iws t
De(t,x) =— e [elEtTAg(s, x)e’kT_ 2e ]

2ie ¢ jel=s A ik iws 7
+——— | €7 2ete T (5(5Ag+2k-Vg)—i—@tg)(s,m)ds.
0




Estimation de |'erreur en n

Soient k € R, w € R qui vérifient : [k|? # w. On a (ol C est une constante indépendante
de e) :

Ce
[D°(t)]|x < m (||g||L°°([0,t],X) + ||Ag||L°°([O,t],X)

+ RVl 22 (0,01, 5) + 10691 22 0.,%) )

30i31



Estimation de I'erreur : conclusion

Soit d > 1,k; € Z% et (ag;) € Ya. Alors pour T garantissant |'existence et |'unicité de
Ugpp, ON A
4" = gl e (0.77,3) = Oe):

31i31



	Mise en place de l'analyse BKW multiphase
	Systèmes résonants
	Équations de transports
	Résolution
	Estimations d'erreurs

