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Figure 1: neurone
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Figure 2: Couche neurone
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Réseau profond

Définition (Réseau profond)

On appelle réseau de neurone profond tout L-uplet

b = ((Tl, al), 5005 (TL, OéL)) , ou

L est la profondeur que I'on noteras également L(®),
T, est une fonction affine T; : RN-1 — RN x i A;x + by,

«ay est une fonction de RN dans lui-méme,

din(®) = Np et doyt(P) = Ny sont les dimensions d’entrée et de sortie.
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Réalisation

Définition (Réalisation d'un réseau de neurones)

La réalisation d'un tel réseau profond est la fonction :

R(®)=a oT o..a10Ty: RNo _y RN,

Rq : Cette notion permet de dissocier les réseaux de neurones qui auraient la méme
réalisation.
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Objectif général

On se donne

m une fonction f : RNo — RN,

m un jeu de données d'entrainement fini (x;, f(x;))1<i<m,

m une fonction de coiit L : (RNL)2 — R,

m éventuellement une pénalisation P, et un coefficient A > 0.
On cherche a résoudre

m

min Y "L(R(®)(xi), f(xi)) + AP(®).

d
i=1
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Objectif de I'exposé

m Définir des espaces d'approximation par les réalisations des réseaux de neurones
profonds,

m Etudier leurs propriétés,

m Voir quels espaces de fonctions sympathiques on peut plonger continiiment dans
ces espaces d'approximation (et faire mieux que le théoréme d'approximation
universelle).
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p-réseau

Définition

Soit une fonction p : R — R.
N,

On construit un réseau ® = ((Ty, 1), ..., (T, ar)) avec o = idpn, et oy = ®p(-l) si
j=1

1% Loupt € {p, id}.

On nomme p-réseau un réseau de cette forme.

Il est dit strict si pj(-l) =p.

L'opérateur Q) désigne I'évaluation composantes par composantes :
n
®g:1 :R" — an (Xla "'aXn) = (gl(Xl)v -‘-agn(Xn))'
j=1
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Notations

L-1
m Nombre de neurones cachés : N(®) = > N,
=1

m nombre de connections de la couche / : || T;|| 0, le nombre de valeurs non nulles
dans A,

L-1
m nombre de connections : W(®) = > || Ty
=1

m (D) < 1+ N(P)
m W(®P) < (No+ N(®))(N(P) + Np)
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Réseau constant

Soit ® = ((T1,01), ..., (T, cxr)) un réseau.
S'il existe | € {1, ..., L} tel que || Tj||j0 = O alors R(®) est constante.

Si W(®) < L(®) alors R(P) est constante.
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Familles de réseaux

Soient L € N*U {0}, p: R =R, W, N € NU{co} et Q C R? un sous-ensemble non
vide.

m /\/'N'ﬁ’/ LN désigne I'ensemble des p-réseau ® dont |'entrée est de dimension d, la
sortie de dimension k avec N(®) < N, L(®) < L et W(d) < W.

n S/\/J\/(/J"/ [ désigne le sous ensemble des p-réseaux strict.

" NN% L N(Q) ' {R((D)m NGNS NN%C{’:N} désigne alors I'ensemble des fonctions

de RY dans R¥ pouvant étre réalisées par des p-réseaux avec N(®) < N,
L(®) <L W(P)<W.

m De méme, on note SNN% A Fu(Q) = {R(¢)|Q c P e S./\/'./\/'Vi/‘f’LlfN}.
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Opérations sur les réseaux

Lemme

Soient p: R — R, d, k € N*, ¢ = min(d, k), ® € ¥w»9k et Ly € N*.
Il existe W € NP9k tel que R(W) = R(P), L(V) = L(P) + Lo, N(W) = N(®) + cLg et
W(W) = W(®) + clo.
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Opérations sur les réseaux

Soient d,k,neN*, ceR, p:R—->Retki€Npouri=1 ..n
Si ® € NN”?K alors ¢ - R(®) = R(V) ot W € NNPK avec W(W) < W(®),
L(W) = L(P) et N(V) = N(CD). De méme pour SNN79K
Si ®; € NN~k pour i=1,..,nalors (R(®1),...,R(P,)) = R(W) oit W € NNPI-K
avec W(V) <4+ Z W(® ) L(V;) = max L(®P;) et N(W) <5+ > N(P;) et
<i<n i=1

¢ =min(d, K — 1) et 0= c(1n<1;<x L(d;) — 1r2j2 L(®))).

n
Si ®; € NNP9Ki pour i = 1,...,n alors S_R(W;) = R(V) ot ¥ € NN» 9K avec
i=1

W(V) <6+ 2 W(®:), L(W;) = max L(®) et N(W) <6+ SN(®;) et
c = min(d, K —1) et § = c(max L(®:) — min L(9)). =
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Opérations sur les réseaux

Soient d, di,dr, k, k1 € N* et p: R — R.

Si ® e NNP9K et P RN - RY, Q : R — R¥ sont deux fonctions affines alors
QoR(P) o P =R(V) ot W € NNP:kt avec W(W) < [|Q]]j0.00 W(DP)|| Pl 0,5,
L(V) = L(®) et N(W) = N(®). De méme pour SNNP9K.

Si 1 € NN#9% et Dy € NNP 9% alors R(d3) o R(P;) = R(V) ol W € NNP 92
avec W(W) = W(d2) + W(dq), L(V) = L(P2) + L(Pq) et
N(W) = N(®) + N(®1) + di.

sous les mémes conditions, il existe W' € NN*9 % tel que R(®2) o R(P1) = R(V)
avec W(V') < W(d1) + max(W(P1),d)W(d2), L(V) = L(P2) + L(P1) — 1 et
N(V) = N(®,) + N(®1) + di. De méme pour SNNP9 K.
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Représentation

On dit que p: R — R peut représenter une fonction f : R — R en n termes si
vago 5.0 Il existe ainsi ¢, a1, by, c1, ..., an, by, cn € R tels que :

f(x —c—l—Za, (bix + ¢i), pour tout x € R.

Lemme

Pour tout r € N, p, : x — (max(0, x))" peut représenter tout polynéme de degré < r
en 2r + 2 termes.
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Lemme

Si p peut représenter l'identité en n termes alors pour tout d, k € N*, W N € N et
L e N*U{oo}, on a

,d,k
nwy NCSN]VPZWL N

Lemme

Sip:R — R peut représenter tous les polynémes de degré 2 en n termes alors
pour tout d > 2, la fonction produit My sur R? vérifie

d1 .
My € NNgn (2-1),2j,(2n+1)(2—1)—1 Y J = [log, d.

pour tout k € N, la fonction multiplication my sur R x R¥ satisfait

k+1,k
my € NNpkn22kn
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Quasi-norme, quasi-espace de Banach

Soit X un K-espace vectoriel. On dit qu'une application || - || : X — RT est une
quasi-norme si elle vérifie les propriétés suivantes :

Pour x € X, ||x|| =0 = x = 0x,

VAeK, Vxe X, |[Ax]| = |Alllx]l,

3K >0, W,y € X, Ix+yll < K(Ixll + Iy,

L’application || - || induit donc une topologie et une notion de suites de Cauchy sur X.
(X, || - |l) est alors appelé quasi-espace de Banach si les suites de Cauchy convergent
pour cette topologie.
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Définitions
Soient X un quasi-espace de Banach muni d'une quasi-norme || - ||x et f € X.
On appelle erreur de meilleure approximation de f par un ensemble non vide I € X la
quantité :

E(f’ r)X = Ianf_gHX € [0700)
gerlr

Pour une famille ¥ = (X,),en d’ensemble non vide de X, on définit pour tout f € X,
a € (0,00) et g € (0,00] la quantité :

1
<Z [n“E(f, zn_l)X]q;> " sig<o
||fHAg(x,z) = n=1

sup [n®E(f,Xn-1)x] si g = oo,
neN*
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Conditions

Dans la suite, on s'intéressera aux familles X vérifiant les conditions :
o = {0}
>, C Xpt1 pourtout n €N
a-YX,=2X,pourtout a€ R\ {0} ettout neN
il existe une constante c € N* tel que X, + X, C ¥, pour tout n € N
Y = U X, est dense dans X

neN
@ pour tout n € N, tout f € X a une meilleur approximation par X, (i.e. le inf sur
Y, est en fait un min).
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On définit la classe d’approximation

Ag(X, D) ={f € X = [fllag(x,x) < o0}

Si les cing premiéres conditions sont vraies alors les classes (Ag‘ (X, ), 11 lag X,):)>

sont des quasi-Banach vérifiant AZ(X,X) < X et

AX(X,T) = A(X,Z) sia > B ou (=P et q<s).
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Fonction de profondeur croissante

Une fonction de profondeur croissante est une fonction £ : N — NU {oo} croissante.

Définition
Soit p une fonction d’activation, une fonction de profondeur croissante L, un
sous-ensemble Q C RY et un quasi-Banach X composé de fonctions de Q dans R¥.
On défini No(X, p, L) = Wo(X, p, L) := {0} et

m Wp(X,p, L) = N]Vﬁ:%’(l;),oo nxX,

d,k

m N, (X, p, L) := ]V]Vg’ﬁ(n)’n nx,

et de méme pour les p-réseaux stricts : SWn(X, p, L) et SN,(X, p, L).
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Approximation

On définit les espaces d’approximation :
m SWR(X,p, L) = AG(X,X) ot T = (SW,(X, p, L))
m SNG (X, p, L) = AG(X,X) ot & = (SN,(X, p, L))

neN’

neN-
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Plongement

Proposition

Soient p une fonction d'activation, L une fonction de profondeur croissante, un
sous-ensemble Q € RY et un quasi-Banach X composé de fonctions de Q dans R¥.
Pour tout o > 0 et tout q € (0,00], on a :

I Nwexoc) < I lswexp.e) €t 1| Ing (x,0.0) < I+ lsne(x,p,0)-
On a ainsi

SWG(X, p, L) = WG (X, p, L) et SNG(X, p, L) = Ng (X, p, L)
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Egalité

On a I'égalité des ensembles et I'équivalence des normes si I'une des deux conditions
suivantes est vérifiée:

m  est bornée, p est continue et dérivable en un certain xo € X avec p'(xg) # 0

m p peut représenter I'identité en m termes pour un certain m € N.

Hostein Matthias - Macé Sébastien

Propriétés d’approximation des réseaux de neurones profonds



Espace d'approximation

0O0000000®0000000

Soient p : R — R et L une fonction de profondeur croissante. Les ensembles ¥
satisfont les conditions 1 4 4 avec ¢ = 2 + min(d, k).

Lemme

Soient Q C RY un borélien de mesure non nulle, p € (0, +0oc] et k € N*.
{fi : f € LP(RY,R¥)} si p < oo
{fi, : f € G(RI,R¥)} sip=cc.
| - || est un quasi-espace de Banach.

L’ensemble L,(Q,R¥) =

muni de la quasi-norme
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Dégénérescence

Définition

Un fonction d’activation p : R — R est dite non dégénérée si elle est borélienne,
localement bornée, continue en dehors d'un fermé de mesure nulle et non polynomiale
presque partout.

Rq : Sous cette hypothése supplémentaire, on évite des cas indésirables ou la propriété
5 n'est pas vérifiée.
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Théoréme de densité

Soit p une fonction d'activation borélienne localement bornée, £ une fonction de
profondeur croissante et p € (0,00]. Notons L = sup{L(n) : n € N}.
Soit Q € R? un borélien de mesure non nulle et supposons L > 2 :
m Si p e (0,00) alors NN2%K  C L,(Q,R¥) et si p est non dégénérée alors
Y oo (Lp(Q2,R¥)) est dense dans L,(, R¥),
B si p = 00 et si p est continue alors les propriétés sont également vraies.
Supposons que la fermeture de NN’;‘j’Ll’oo N Lp(R? R) dans L, contienne un
élément g telle que :
m il existe ;1 décroissante et positive telle que [ (]x|)dx < ocoet g < pol-|

m [g(x)dx#0 Rd
Rd

Alors ¥ o (Lp(€2, R¥)) est dense dans L,(Q,R¥), pour tout Q C R? borélien de
mesure non nulle et tout k € N.
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Corollaires

Corollaire

La condition 5 est vérifiée pour tout Q C R? borélien borné de mesure non nulle et tout
p € (0,00] dés que L > 2 et p est continue et non polynomiale.

Corollaire

La condition 5 est vérifiée pour tout Q C RY borélien de mesure non nulle et tout
p € (0,00] dés que L > 2 et N]V&d’Lloo contient une fonction g positive, non nulle a
support compact et bornée.
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Théoréme

Soit p une fonction d'activation, L une fonction de profondeur croissante, d € N,
p € (0,00] et Q C RY un borélien de mesure non nulle. Notons L = sup{L(n) : n € N}.
Supposons que I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

m p est continue et non polynomial, L > 2 et Q est bornée

[ N]Vﬁo i oo L,(R9,R) contient une fonction g positive, non nulle a support
compact et bornée.

Alors pour tout k € N, a >0, g € (0,00] et X = L,(R?,R), on a
m Les cing premieéres conditions sur les familles © = (SW,(X, p, L)) ,cry OU
Y = (SNa(X, p, L)) e SONt Vérifiées

m les espaces (Wgé(Xapaﬁ)v || ’ ”W‘;"(X,p,ﬁ)) et (N::/l(Xapv E)a || ’ ||N{;‘(X,p,£)) sont
quasi-Banach.
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Exemple particulier : RelLU et ses puissances

Théoréme

Soit r € N* et soit L une fonction de profondeur croissante. On pose : p, : x — (x4)".
Dans le cas ot X = L,(,RK), on a :
SW(X, pr, L) = WX, pr, L) et SNG(X, pr, L) = Ng(X, pr, L) avec
équivalence des normes sur ces espaces.
Si L vérifie :

sup L(n) =

{ 2 si ) est borné, ousid =1,
neN*

3 sinon

alors les propriétés 1 a 5 sont vérifiées pour ¥ = (Wn(X, pr, L)) e (resp.
Y = (N(X, pr, L)) pen). faisant de I'espace W (X, pr, L) (resp. Ng (X, pr, L) un
quasi-espace de Banach

Hostein Matthias - Macé Sébastien
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RelLU et ses puissances : pour pouvoir bien approximer, il faut creuser !

Théoréme

Soient Q C RY un ouvert de mesure non-nulle, p, q € (0. 4 o] et L € N*. Alors, en
prenant X = L,(2,R), on a :
m C3(Q) N WX, p1, L) # {0} = [5]

>
a C3Q) N NS(X,p1, L) £ {0} = L— 1>

o

2

&
5 -

Cela veut dire que, pour espérer plonger des espaces de fonctions classiques dans nos
espaces d'approximation, il faut avoir un nombre de couches grand !
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RelLU et ses puissances : dans certains cas, on peut espérer.

Soient d, r, L € N* et soit Q C RY ouvert de mesure non-nulle. Alors, sous les
hypothéses :
mr>4etl>20urec{2,3}etL>3,sid=1ou
mr>4etl>30oure{2,3}etL>5sid>1, ona quepoura>0 et
q € (0,+00], Ng (X, pr, L) NCE(Q) # {0} et W2 (X, pr, L) N CE(Q) # {0}
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Définition d'un espace de Besov

Définition (Module de régularité)

Soient Q C R? un ouvert, f € LP(Q) et h € R9. On introduit les quantités suivantes :
m 7}, désigne 'opérateur de translation par h,
m A= (=),
m Pour x € RY, AN(f.x.Q) = { Af(x) six + ih € Q pour tout i € [o, r1,
0 sinon.
Le module de régularité, noté alors w,(f,t,Q2), est défini ainsi :

wr(fa taﬂ)P ‘= sup HAf(f?aQ)HLP(Q)

l[hll<t

Hostein Matthias - Macé Sébastien
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Définition d'un espace de Besov

Définition (Espace de Besov)

Soient r € N*, ae € (0,r) et p,q € (0, +00]. L'espace de fonctions suivant :

By (LP(Q)) = {f € LP(Q) | [flgg(r(a)) < +00}

ou )
v dt\+ .
([ 1ot o) sia<soc
|flBg (Le(e)) = 0 t
sup [t % (f, t,Q)p| si g =+o00
te[0,1]

est appelé espace de Besov. Il est parfois noté By ,(Q2).
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Plongement des espaces de Besov dans nos espaces d'approximation

Définition (Domaine lipschitzien)

Soit Q C R" un ouvert connexe tel que OS2 soit borné. Q) est appelé domaine
lipschitzien si, pour tout p € 90X, il existe un rayon r > 0 et un homéomorphisme
hp : B(p) — B1(0) tels que :

hp et h;l soient lipschitziennes

hp(Br(p) N 02) = By

ho(B/(p) N Q) = By
ot By := {x € B1(0) | x, =0} et By := {x € B1(0) | x, > 0}
Plus simplement, un domaine Lipschitzien est un ouvert qui peut se voir localement

comme |'hypographe strict d'une fonction lipschitzienne.
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Plongement des espaces de Besov dans nos espaces d'approximation

Théoréme

Soit Q C RY un domaine lipschitzien borné de mesure non-nulle et soit £ une fonction
de profondeur croissante. Alors :

Sid=1, etsiL:= sup L(n) > 2, alors, quelque soit r € N*, on a :
neN*
Vp,q € (0,+oc], 0 < s <min(1,1/p), Bj () — W, (Ly(Q,R),pr, L).

Sid>1, et L >3, alors, pour tout r € N*, en posant ro = r sir > 2 et
L>2+2[logy(d)] et rp =0 sinon, on a :

ro + min(1,1/p)

Vp,q € (0,40] 0 <s < 7

2 B;f!q(Q) = W;(LP(QvR)apl’aE)
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