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Définition générale du probléeme

Soit 4 = (¥, &) un graphe connexe. On s'intéresse a I'EDO
suivante :

()=d> (I (t) + f(I,(t), t>0,veV.

vi~v

I,(t) : certaine quantité au nceud v, au temps t,

d > 0 : coefficient de diffusion,

Vv v, V] e &,

f € €1(R) : fonction bistable : reproduction + mort.
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Définition générale du probléeme

Définition

Une application g, € €*(R) indicée par a € (0,1) est dite bistable
si elle respecte les propriétés suivantes ;

Q 8.(0) = ga(a) = 82(1) =0, Vx e R\ {0,a,1}, ga(x) #0,
Q@ Ix € (0,a), Ix1 € (a,1), gi(x0)=gi(x1) =0,

© Vx € (—oo,x0) U (x1,+00), gi(x) <0,

Q Vx € (x0,x1), &a(x)>0.

Ex : L'application f; : u+ u(1 — u)(u — a) est bistable.
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Portée du probléme

Soit 4 = (¥, &) un graphe connexe. On s'intéresse a I'EDO
suivante :

5 =d > (h(t) = () + F(I(1), t>0, veT.

Cette équation est dite de réaction-diffusion et est un modéle
utilisé en épidémiologie ou en neuro-sciences.

Dans ces optiques, il est intéressant d'étudier les phénoménes de
propagation et de résorption/extinction.
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Réécriture du probleme

On prendra & = Hy, k > 1 : arbre homogéne de degré k, i.e.
chaque nceud posséde k + 1 voisins.
Pour k =1, I'EDO s'écrit donc :

() = d(li-a(t) = 20(t) + [1a(t)) + F([i(t)), t=0, €2

Pour k > 2, en regroupant les nceuds par génération et en
supposant que la valeur /,(0) est commune pour chaque noeud
d'une génération donnée, I'EDO se réécrit ainsi :

{/{(t) = d(k+1)(h(t) - h(t)) + F(h(t)),
I(t) = d(lh—1(t) = (k+ 1)Ia(t) + klnp1(t)) + F(In(t)), n > 2.

n
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Réécriture du probleme

Figure — Représentation de |'arbre homogéne H. Source : Christophe
Besse and Grégory Faye. Spreading properties for SIR models on
homogeneous trees. Bulletin of Mathematical Biology, 83(11) :1-27, 2021
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Bilan des objectifs

En étudiant les équations
li(t) = d(lj-1(t) = 20(t) + L1 (t)) + F([i(t), t=0, j€Z.
et

{I{(t) = d(k+1)(h(t)

— h(t)) + f(h(t)),
Nty = d(lh-1(t) — (k+

1t
D)In(t) + klp1(t)) + F(1a(t)), n>2.
on cherche a caractériser les situations suivantes :

Gt ot
et

G(8) T 0
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Un résultat préliminaire important

Théoréme (Théoréeme de comparaison)

Soient (uj)jez, (vj)jez € €*(RT,(P(Z)) vérifiant :

Vj€Z, YVt 20, uj(t) < d(uj-1(t) — 2u(t) + ujr1(t)) + F(u;(t))
et

Vi €Z, Yt 20, vi(t) = d(via(t) = 2v;(t) + visa(t)) + F(v(1))

avec .

Alors :

VjeZ, Vt >0, u(t)<v(t)

v

On dit alors que (u;) est une sous-solution de 'EDO et que (v;) est
une sur-solution.
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Conséquence immédiate

Si (I;) est solution de I'EDO avec :

Viez, 0<I(0)<1,

alors :

VjeZ, Vt>0, 0</[i(t)<1
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Extinction

Proposition

f :
Soit Kk = sup M Soit (/f)jez vérifiant I'EDO avec

ue(al) U
3

_ Kez
(IJ-Z(O))jeZ = (11—¢,q())jez- Pourd > do := 5oq20 Pour tout
¢ € [0, o] avec by = H (, / dio — 1>J la solution (/f)jez vérifie :

(H(D)jer, - (O)jez.
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Extinction : Stratégie de la preuve

e Prendre (v;) € € (RT, (P(Z)) vérifiant :

{ vi(t) = d(vi—a(t) = 2vi(t) + v+1(t)) + kvi(t), Vi € Z,
vi(0) = Tprq0), VjeZ

et remarquer qu'il s'agit d'une sur-solution.
@ Majorer vj(t) et choisir to > 0, d et {g tels que ||v(tp)]|« < a.
@ Prendre (w;) solution de I'EDO vérifiant
lv(to)]leo < wj(to) = < a et prouver sa convergence
uniforme vers la suite nulle et utiliser le théoréeme de
comparaison pour prouver que If(t) < wj(t) pour tous j et
tout t > to.
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Extinction : Stratégie de la preuve

La majoration de v;(t) se base sur le lemme suivant :

Lemme (Résolution de I'équation de la chaleur discréte)

On considére I'EDO suivante :

xi(t) = xj-1(t) = 2x;(t) + xj41(t), JjE€Z, t e R,

Les solutions de cette équation sont exactement :

=> G _«(t)x(0), Vj€Z VteR"
kEZ
avec !
2
1 e1i6t

VteER™, Vi€ Z, 0<%(t)<er ;
4t
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Exemple : extinction

e f = f, (cubique)
e a=20,499,

o d=22

o /=5.

10

]

vk}

0.6

= k=1a=0499d=220
04

0z

0.0

-100 -75 50 25 0 5 50 ] 100

Figure — (17(0));je[-100,100]
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Exemple : extinction

tnt
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(c)t=15 (dt=6
Figure — (17(t))je[-100,100) Pour t € {0;0,6;1,5;6}
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Propagation

Proposition (Propagation)

Supposons qu'il existe U, € €*(R) décroissante et c, > 0 tels que :

—qU(x) = d(Us(x — 1) — 2Us(x) + Us(x + 1))
FF(Us(x)), VxeR

lim U.(x) = 1,
X—->_OO
kaoo Usx) = 0.

Alors, il existe {1 > 0 tel que pour tout ¢ > (1, la solution (lf) jez.
vérifie :

Y4 .
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Exemple : propagation

e a=0,2
e d=0,1
e /=0.
10 T -#- k=1a=02d=01
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Figure = (1;(0));e[—200,200]
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Exemple : propagation
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(c) t = 800 (d) t = 100

Figure - (ij(t))jE[*200,200] pour te {0,400, 800, 1000}
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Bilan : diagrammes de bifurcation
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Figure — Diagrammes de bifurcation des régimes asymptotiques des
solutions (/f)jez pour a € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,49; 0,499}



Résultats pour k = 1 et illustrations
000000000000e

Et quand il n'y a ni l'un ni I'autre?

Proposition (Blocage des solutions)
Supposons qu'il existe 0 < Xp < Xp < X1 < X1 < 1 tels que :
o 2(20—1)—@—2(20—1)—@:0,
2x—1) = 9 >0 vx e (%, %),
o 2x1—M: Xl—@:O,
0 2x— M <0, wxe(x, %)
Alors, pour toute solution (1;(t));jcz de I'EDO, on a :

vien [ 1O €DR) = l(t)e[0%), VteRT,
J (0) € (x1,1] = I(t) € (x1,1], VteRT.

v

Dans ce cas, /;(t) devrait converge vers une solution stationnaire U;
de 'EDO, mais je ne I'ai pas prouvé.
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