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Les équations de Maxwell sous forme vectorielle : un

changement de coordonnées mystérieux
Equations de Maxwell :

D
divD=p (Maxwell-Gauss) rot H=j+ a—t (Maxwell-Ampére)
divB =0 (Maxwell-Thompson) rot E = —é;—t (Maxwell-Faraday)

+ relations constitutives dans le vide :

B:/LOH DZE()E
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Les équations de Maxwell sous forme vectorielle : un

changement de coordonnées mystérieux
Equations de Maxwell :

D
divD=p (Maxwell-Gauss) rot H=j+ a—t (Maxwell-Ampére)
divB =0 (Maxwell-Thompson) rot E = —é;—t (Maxwell-Faraday)

+ relations constitutives dans le vide :
B = /LoH D= EoE

Sipe €™ (R3) est un difféo et J sa matrice jacobienne :

’ —_ T ’ — T
E=(U1') E H=(U"!) H
y J 'y J
D’ = detJD B’ = det J
sont solutions des équations de Maxwell dans le nouveau systéme de
coordonnées.
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Les équations de Maxwell sous forme vectorielle : un
changement de coordonnées mystérieux

’ —_ T ’ —_— T
E-UYE W= H
. J v J
D’ = detJD B'= det J
Seul moyen de retrouver les relations constitutives dans le vide sous
forme vectorielle (telles que formulées précédemment) :

J € S0(3).

Il'y a de la géométrie derriére...
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Objectifs

» Reconstruire les equations de Maxwell avec des formes différentielles
pour mieux comprendre.
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Objectifs

» Reconstruire les equations de Maxwell avec des formes différentielles
pour mieux comprendre.

» D’abord dans R3 (t sera un paramétre),
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Objectifs

» Reconstruire les equations de Maxwell avec des formes différentielles
pour mieux comprendre.

» D’abord dans R3 (t sera un paramétre),

» puis dans R* avec un cadre géométrique particulier,

Matthias HOSTEIN Tuteur : Stefan SIEGMUND ENS Rennes, Technische Universitit Dresden

Soutenance de stage de M1



Exposition dul probléme

[e]e]e] e}

Objectifs

» Reconstruire les equations de Maxwell avec des formes différentielles
pour mieux comprendre.

» D’abord dans R3 (t sera un paramétre),

v

puis dans R* avec un cadre géométrique particulier,

> enfin essayer de généraliser a des variétés plus générales de
dimension 4.

Matthias HOSTEIN Tuteur : Stefan SIEGMUND ENS Rennes, Technische Universitit Dresden

Soutenance de stage de M1



Exposition dul probléme
0000e

Une notion géométrique trés importante avant de
commencer

Définition (Métrique sur une variété)

Soit M une variété (lisse) de dimension n. Une métrique g est une
application (lisse) :

g - M — |_| Lo (TxM x T,M,R) := TGO M
xEM
x +— g € L(TM x T,M,R)

» symétrique en tout point
» non-dégénérée en tout point.

On dit que (M, g) est une variété pseudo-Riemannienne (et
Riemannienne si g est définie positive partout).
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Les équations de Maxwell en 341 dimensions avec des formes
différentielles
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Les opérateurs différentiels : c'est plus simple d'écrire d

Dans R3 en coordonnées cartésiennes (R® muni de la métrique
euclidienne canonique), on a :

0ys O0yA; — 0-A,
Vs=|0ys rot A = | ,A — 0:A;
0,8 O0A, — 0, A,

div B = 8B, + 9, B, + 0.B..
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Les équations de Maxwell en 341 dimensions avec des formes différentielles
0@00000000

Les opérateurs différentiels : c'est plus simple d'écrire d

Dans R3 en coordonnées cartésiennes (R® muni de la métrique
euclidienne canonique), on a :

0ys O0yA; — 0-A,
Vs=|0ys rot A = | ,A — 0:A;
0,8 O0A, — 0, A,

div B = 0B+ 90,B, + 9,B,.
Avec les correspondances suivantes :

Ax

a=Adx+A,dy+A,dz+— [ A,

A,
By
B=BidyAndz+B,dzAdx+ B,dxANdy+— | B,
B,

cdxANdyANdz<+—c,
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Les opérateurs différentiels : c'est plus simple d'écrire d

Avec les correspondances suivantes :

Ax

a=Adx+A,dy+A,dz+— [ A,

A,
By
B=BidyAndz+B,dzAdx+ B,dxANdy<+— | B,
B,

cdxANdyANdz<+—c,

on a simplement :
ds +— Vs,

da+—rot A,

d g +— div B.
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique
Lemme (de Poincaré)

Soit U un ouvert étoilé de R". Alors toute forme différentielle sur U est
fermée si et seulement si elle est exacte.
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

Lemme (de Poincaré)

Soit U un ouvert étoilé de R". Alors toute forme différentielle sur U est
fermée si et seulement si elle est exacte.

D'une densité de charge p € > (R, Q3 (R®)), on obtient :
ID e ¢ (R,Q*(R?)), dD=p(M-G),

et
3 ee™ (R,Q*(R?), dj=—0p, (eq. de continuite)
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

Lemme (de Poincaré)

Soit U un ouvert étoilé de R". Alors toute forme différentielle sur U est
fermée si et seulement si elle est exacte.

D'une densité de charge p € > (R, Q3 (R®)), on obtient :
ID e ¢ (R,Q*(R?)), dD=p(M-G),

et
3 ee™ (R,Q*(R?), dj=—0p, (eq. de continuite)

d'ou :

et vous devinez la suite...
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

d(j+90:D)=0

et vous devinez la suite...
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

d(j +0:D)=0

et vous devinez la suite...

JH e > (R,Q' (R?)), dH=j+0:D (M-A).

Matthias HOSTEIN Tuteur : Stefan SIEGMUND ENS Rennes, Technische Universitit Dresden

Soutenance de stage de M1
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

d(j +0:D)=0

et vous devinez la suite...
JH e > (R,Q' (R?)), dH=j+0:D (M-A).

Pour M-T et M-F, on fait pareil, cette fois avec une densité de charge
magnétique p™.
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

d(j +0:D) =0

et vous devinez la suite...
JH e > (R,Q' (R?)), dH=j+0:D (M-A).

Pour M-T et M-F, on fait pareil, cette fois avec une densité de charge
magnétique p™. Mais... p™ = 0 en fait !
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

d(j +0:D) =0
et vous devinez la suite...
JH e > (R,Q' (R?)), dH=j+0:D (M-A).

Pour M-T et M-F, on fait pareil, cette fois avec une densité de charge
magnétique p™. Mais... p™ = 0 en fait! Ainsi :

IBe €™ (R,Q* (R?), dB=p"=0, (M-T)

et :
JE €€~ (R,Q' (R?), dE=-0.B. (M-F)
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Le lemme de Poincaré : I'outil pour tout reconstruire a partir
de la physique

d(j +0:D) =0
et vous devinez la suite...
JH e > (R,Q' (R?)), dH=j+0:D (M-A).

Pour M-T et M-F, on fait pareil, cette fois avec une densité de charge
magnétique p™. Mais... p™ = 0 en fait! Ainsi :
IBe €™ (R,Q* (R?), dB=p"=0, (M-T)
et :
JE €€~ (R,Q' (R?), dE=-0.B. (M-F)
On n’a vu ni géométrie, ni relations constitutives encore...
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Petit exercice

Retrouvez (et justifiez la construction!) I'équivalent en formes
différentielles du potentiel vecteur A et du potentiel électrique ¢ tels que :

rot A=B

et
V¢ =0:A+E.
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Les relations constitutives avec |'opérateur de Hodge : 13 ou
la géométrie intervient

Définition (Opérateur de Hodge)
Soit (M, g) est une variété pseudo-Riemannienne. L application
QO(M)-linéaire :

x o QM) — Q"K(M),
telle que :

Va, B € QX(M), ¥x € M, (a A (x8)), /| det(g )| dxtA. . Ad X"

est un isomorphisme appelé opérateur de Hodge.
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Les relations constitutives avec |'opérateur de Hodge : 13 ou
la géométrie intervient

Définition (Opérateur de Hodge)

Soit (M, g) est une variété pseudo-Riemannienne. L application
QO(M)-linéaire :

x o QM) — Q"K(M),
telle que :

Va, B € QX(M), ¥x € M, (a A (x8)), /| det(g )| dxtA. . Ad X"

est un isomorphisme appelé opérateur de Hodge.
Il dépend donc de la métrique !
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Les relations constitutives avec |'opérateur de Hodge : 13 ou
la géométrie intervient

Pour les relations constitutives du début, g = (-, -). Ainsi :
*(Exdx + E,dy+ E,dz)=E.dyAdz+ E,dzAdx+ E;dxAdy.
Elles s’écrivent en fait :

B=puyoxH et D=¢yxE.
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Et les transformations par changement de coordonnées ?

Liste des opérateurs utilisés pour les equations de Maxwell :
> d
> 0O;

1 2 . — * . . .,
L'opération (<p 1) commute avec les deux. Ainsi, les formes tirées en
arriére doivent vérifier les equations de Maxwell.
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Et les transformations par changement de coordonnées ?

Liste des opérateurs utilisés pour les equations de Maxwell :
> d
> 0O;

1 2 . — * . . .,
L'opération (<p 1) commute avec les deux. Ainsi, les formes tirées en
arriére doivent vérifier les equations de Maxwell.

On obtient :

((p (EX X, ¥,z au X+ E,(x,y, )Bi —&—Ez(x,y,z)%)du
+ (Ex(x,y, 2) 2+ Ey(x,y,2) 2 + Ex(x, y,Z)Q>dV
+ (Bxy,2) 8 + B (x,0,2) 2% + Eolx, v, 2) 2 ) dw.
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Et les transformations par changement de coordonnées ?

(¢ ) E = (Blxy.2)Z+Exy. 2% +Elx, y,z)@)du
+ ( Ex(x,y,z )av—l—E(xy,z)av—i—E(xy7 ) )dv
+ (Blxoy, 2) 3 + B (x v, 2) 2% + Ex(x,y,2) 82 ) dw,
et :
(¢ B = (Bulxy.2) (28— %) +B(xy.2) (2% - £%)
+B.(x,y,z (%ﬁ g—;% )dv/\dw
Oz 9 z Oz Ox 0z Ox
( L (x.y,2 )(a%a* a%afw)JrB(Xy, 2) (50 5 — 35 ow)
(X, Y, 2 (%% B—Zg—{v))dw/\du
( ((y.2) (B - 2 %) + B (xy.2) (8% - £5%)
(X, Y,z (%% % ))du/\dv
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Les &quations de Maxwell en 4
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Les équations de Maxwell en 4 dimensions : comment simplifier et
généraliser 7

Le cas R*

Peut-on généraliser ce cas?
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Le cas R4

De nouvelles quantités physiques en 4 dimensions

On travaille ici dans R* avec les coordonnées (t', x, y, z) = (ct, x,y, z) et
une métrique particuliére, notée 7 :

1.0 0 0
o 100
10 010

0 00 1
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Le cas R4

De nouvelles quantités physiques en 4 dimensions

On travaille ici dans R* avec les coordonnées (t', x, y, z) = (ct, x,y, z) et
une métrique particuliére, notée 7 :

1.0 0 0
o 100
10 010

0 00 1

On définit alors les formes quadri-courant et quadri-potentiel :
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Le cas R4

De nouvelles quantités physiques en 4 dimensions

On travaille ici dans R* avec les coordonnées (t', x, y, z) = (ct, x,y, z) et
une métrique particuliére, notée 7 :

1.0 0 0
o 100
10 010

0 00 1

On définit alors les formes quadri-courant et quadri-potentiel :
j=cp+jndt,
et

¢

A=Zdt + A,
C
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Le cas R4

De nouvelles quantités physiques en 4 dimensions

On travaille ici dans R* avec les coordonnées (t', x, y, z) = (ct, x,y, z) et
une métrique particuliére, notée 7 :

1
o
=1 o

0

O = OO

0
0
0
1

O O~ O

On définit alors les formes quadri-courant et quadri-potentiel :
j=cp+jndt,
et

¢

A=Zdt + A,
C

ainsi que la forme de Faraday :

F=d,A
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Le cas R4

De nouvelles quantités physiques en 4 dimensions

On travaille ici dans R* avec les coordonnées (t', x, y, z) = (ct, x,y, z) et
une métrique particuliére, notée 7 :

1.0 0 0
o 100
10 010

0 00 1

On définit alors les formes quadri-courant et quadri-potentiel :
j=cp+jndt,
et

A= % dt' + A,
ainsi que la forme de Faraday :
F = d4 A.

C'est cette forme qui va servir a simplifier les équations de Maxwell.
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Le cas R4

De nouvelles quantités physiques en 4 dimensions

i @

j=cp+jndt, A:Edt’+A, F=d;A

On a alors : )
F:EE/\dt'+B.

Et en appliquant x4 :

x4F = po(cD +dt' A H).
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Le cas R4

Les équations de Maxwell exprimées juste avec F

F=1EAdt +B, %4F = po(cD+dt' A H).

¢
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Le cas R4

Les équations de Maxwell exprimées juste avec F

F=1EAdt +B, %4F = po(cD+dt' A H).

¢

On a donc :
1
d4F:0:—Z(dE+8tB)Adt’+dB

C'est parfaitement équivalent 3 M-T + M-F!
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Le cas R4

Les équations de Maxwell exprimées juste avec F

F=1EAdt +B, %4F = po(cD+dt' A H).

¢

On a donc :
1
d4F:0:—Z(dE+8tB)Adt’+dB

C'est parfaitement équivalent & M-T 4+ M-F! De plus :

d4(*4F) :/,Lo(dt//\(atD—dH)+CdD).
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[ele] lo}

Le cas R4

Les équations de Maxwell exprimées juste avec F

F=1EAdt +B, %4F = po(cD+dt' A H).

Cc

On a donc :
dsF=0= —%(dE+8tB)Adt’+dB
C'est parfaitement équivalent & M-T 4+ M-F! De plus :
dg(*4F) = po (dt' A (0:D —d H) + cd D).

L'équation B
da(*4F) = poj
est donc parfaitement équivalente 3 M-A + M-G!
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Le cas R4

Résumons comment le lemme de Poincaré peut reconstruire
les equations dans ce cas
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Les &quations de Maxwell en 4

[elee] ]

Le cas R4

Résumons comment le lemme de Poincaré peut reconstruire
les equations dans ce cas

1. p et j + equation de continuité : dgj =0
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Les &quations de Maxwell en 4

[elee] ]

Le cas R4

Résumons comment le lemme de Poincaré peut reconstruire
les equations dans ce cas

1. p et j + equation de continuité : dgj =0
2. Poincaré : dg G = .
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Les &quations de Maxwell en 4

[elee] ]

Le cas R4

Résumons comment le lemme de Poincaré peut reconstruire
les equations dans ce cas

1. p et j + equation de continuité : dgj =0
2. Poincaré : dg G = .
3. On définit : H = —f{ (19:G) et D = 1£*G (M-G + M-A)
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Les &quations de Maxwell en 4

[elee] ]

Le cas R4

Résumons comment le lemme de Poincaré peut reconstruire
les equations dans ce cas

p et j + equation de continuité : dgj =0
Poincaré : dg G = .
On définit : H = —f (19:G) et D = 1£*G (M-G + M-A)

x2G = ;—jF est une forme exacte

e A e
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Le cas R4

Résumons comment le lemme de Poincaré peut reconstruire
les equations dans ce cas

p et j + equation de continuité : dgj =0

Poincaré : dg G = .

On définit : H = —f (19:G) et D = 1£*G (M-G + M-A)
x2G = ;—jF est une forme exacte

On définit E = cf(vy;F) et B = f*F (M-F + M-T)

Gk w0
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Peut-on généraliser ce cas?

Un moyen de généraliser : les variétés feuilletées

Définition (Feuilletage d'une variété)

Un feuilletage de dimension p d’une variété N de dimension n est une
décomposition en union disjointe (.%£,).ca telle que, pour toute carte
locale (U, ) et pour tout a € A :

UNny={xeU |v¥(x)=c), ielp+1n]}.
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o0

Peut-on généraliser ce cas?

Un moyen de généraliser : les variétés feuilletées

Définition (Feuilletage d'une variété)

Un feuilletage de dimension p d’une variété N de dimension n est une
décomposition en union disjointe (.%£,).ca telle que, pour toute carte
locale (U, ) et pour tout a € A :

UNny={xeU |v¥(x)=c), ielp+1n]}.
Pour une variété M de dimension 4, on a un feuilletage induit par un
champ scalaire régulier £ :

Ye={xeM|t(x)=ct}.
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o0

Peut-on généraliser ce cas?

Un moyen de généraliser : les variétés feuilletées

Définition (Feuilletage d'une variété)

Un feuilletage de dimension p d’une variété N de dimension n est une
décomposition en union disjointe (.%£,).ca telle que, pour toute carte
locale (U, ) et pour tout a € A :

UNny={xeU |v¥(x)=c), ielp+1n]}.

Pour une variété M de dimension 4, on a un feuilletage induit par un
champ scalaire régulier £ :

Ye={xeM|t(x)=ct}.

Pour généraliser, on se placera dans ce cadre avec M muni d'une
métrique 1 Lorentzienne, i.e. de signature (—,+, +, +).
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Peut-on généraliser ce cas?

Le champ de vecteur temporel

Comment retrouver le V£ de R*?
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Peut-on généraliser ce cas?

Le champ de vecteur temporel

Comment retrouver le Vi de R*? On a :
dt e Q'(m).
Ainsi, grace a n on peut définir le champ de vecteur V avec la propriété :
Vx € M\Yv € T,M, di,-v=n, (Vf’(x)7 v)

et la construction de R* reste valide!
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oe

Peut-on généraliser ce cas?

Le champ de vecteur temporel

Comment retrouver le Vi de R*? On a :
dt e Q'(m).
Ainsi, grace a n on peut définir le champ de vecteur V avec la propriété :
Vx € M\Yv € T,M, di,-v=n, (Vf’(x)7 v)

et la construction de R* reste valide !
Mais comment retrouver les équations de Maxwell 7 i.e. comment définir
0?7 Il y a sirement un lien avec la dérivée de Lie Zys;...
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