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1 Introduction

En géométrie, une question centrale qui se pose depuis Euclide est celle de la validité du 5éme
postulat d’Euclide. Est-il un postulat, ou bien est-il possible de le démontrer & partir des 4 autres?
Et que se passerait-il si ce postulat était faux? A partir du 19éme siécle, des mathématicien-ne-s
ont essayé de voir ce qu’il se passait lorsqu’on ne n’assumait pas la validité de ce 5éme postulat.
Sans le savoir, iels ont découvert des nouvelles géométries, appelées Géométries non-euclidiennes.
Dans celles-ci, la somme des angles d’un triangle peut faire quelque chose de différent de 180°. Il
vy a les géométries sphériques, ou cette somme fait strictment plus de 180°, et les géométries
hyperboliques, que nous verrons ici, ou la somme des angles d'un triangle fait strictement moins
de 180°. Nous donnons 2 modeles du plan hyperbolique, un vu comme le disque unité de C, 'autre
vu comme le demi-plan de Poincaré H. Nous pouvons ensuite déterminer I’ensemble des isométries
de cet espace, qui sera PSLy(R). Si un groupe discret agit sur une variété lisse (de maniére libre
et propre), nous pouvons former la variété quotient par cette action. Guidé par cela, nous pouvons
former les Surfaces hyperboliques qui sont les quotients du plan hyperbolique par un sous-groupe
discret de PSLy(R). Il est donc intéressant de regarder les sous-groupes discrets de PSLy(R), et nous
démontrerons le théoreme de Poincaré, qui nous donne, pour tout entier g I'existence d’un sous-groupe
discret de PSLs(R), tel que le quotient par 1’action de ce sous-groupe soit une surface de genre g.

2 Définitions et premieres propriétés en géométrie hyperbo-
lique
Définition 1. Soit H le demi-plan de Poincaré. On munit H de la métrique
Vdz? + dy?
ds — Var7+ay”
Y

On dit que H muni de cette métrique est un modéle du plan hyperbolique. On note p la distance
associée.



Proposition 2. PSLy(R) agit sur H de la maniére suivante :

PSLy(R) x H — H
( a b Z)Haerb
c d)’ cz+d

Remarque 3. Cette action est propre et libre. Dans la suite, on pourra écrire T(z) pour signifier
Tz

Théoréeme 4. PSLy(R) C Isom(H)

Démonstration. Soit M € PSLs(R) Tout d’abord, montrons que M est bien un automorphisme de
PSLs(R). L’action a gauche par M est lisse. De plus, si z € H,

az+b
cz+d)
(az +b)(cz+d)

= Im(—|cz P
_ Im(adz + cbz)
ez +d)?

Im(z)
- lez + dJ?

Im(M - z) = Im(

)

Donc, M envoie bien H dans H. On en déduit que M est bien un automorphisme car 'inverse est lisse.

Ensuite, montrons que les éléments de PSLs(R) sont des isométries. Notons f : H — H, z — M - z.
Un calcul nous donne f: z — m. Soit z € H et v € T, H. Alors,

/ _ If@)vlleuctiien
Lf"(2)vllez = T (f o))

_ |CZ + d|2 ||v|‘euclidien
lecz+d|2  Im(z)

= [[v]m

Donc, PSLy(R) C Isom(H)

Théoréme 5. Les géodésiques sont les demi-cercles et les droites tangentes a ['azxe réel.

Démonstration. Soit z1 = ia, zo = ib sur ’axe imaginaire pur, de partie imaginaire strictement posi-
tive. Soit 7 : t — (x(t) + iy(t)) un chemin reliant z; & zo. Alors,

V@@ Y ()2 Yyt b
uw_A o ﬁzé dt = in(%)

'(t) b
y(t) a

Or, la distance hyperbolique d’une ligne droite euclidienne allant de z; a z5 est de ln(g). Si, a présent,

z1 et z sont quelconques dans H, alors soit L 'unique droite ou demi-cercle orthogonal & l'axe réel



passant par z; et zs. Alors, comme il existe une transformation de PSLs(R) envoyant L sur laxe
des imaginaires purs, on en déduit que la géodésique joignant z; a zo est le segment de L qui les
rejoint. O
Exemple 6. Voici a quoi ressemblent les géodésiques du plan hyperbolique :

2.0r

-2 -1 a 1 2

Théoreme 7. Isom(H) est engendré par PSLy(R) et z — —Z. De plus les isométries positives sont
exactement PSLy(R)

Démonstration. Soit ¢ une isométrie de H. Soit I ’axe imaginaire pur strictement positif. Soit M €
PSLy(R) qui envoie la géodésique ¢(I) sur I. En appliquant les transformations z — k (k > 0)
et z — é, on peut supposer que g¢ fixe tout I. Soit 2 = z + iy € H et u + v := g¢(z). Alors,

< z,it >g=< u + v, it >pg. Ainsi,
(@ 4+ (y =) = (u® + (v = 1))y

. Cette égalité étant vrai pour tout ¢t > 0, on peut identifier et dire que v = y et 22 = u?. Donc
go(z) = z ou —Z, ce qui conclut.
O

Par 'automorphisme de Cayley, on peut mettre en bijection H et D, le disque unité de C, et de
cette maniére on transporte la structure hyperbolique sur D. Le groupe d’isométries (positives) de D
reste PSLy(R) et les géodésiques sont les suivantes :

3 Groupes fuchsiens

Définition 8. Un Groupe fuchsien est un sous-groupe discret de PSLa(R)
Exemple 9. Le groupe modulaire PSLo(7Z) est un groupe fuchsien.

Définition 10. Soit T : z — zzz_tdb On appelle Trace de T et on note Tr(T) := |a + d|




Proposition 11. On peut décomposer les éléments de PSLo(R) en trois groupes :

1. Les éléments elliptiques sont ceux de trace < 2. Ceuz-ci conjugués a une matrice de rotation
Ry

2. Les éléments paraboliques sont ceux de trace = 2. Ils sont trigonalisables, avec des 1 sur la
diagonale.

3. Les éléments hyperboliques sont ceuzr de trace > 2. Ils sont diagonalisables, de valeurs propres
\et +
by

Démonstration. La preuve se fait en regardant le polynome caractéristique de la matrice associée. [
On en déduit la caractérisation suivante :

Proposition 12. Un groupe monogéne hyperbolique ou parabolique est toujours Fuchsien. Un groupe
monogeéne elliptique est Fuchsien si et seulement si il est fini.

On veut ensuite démontrer que les groupes Fuchsiens sont exactement ceux qui agissent de maniere
proprement discontinue. La difficulté se trouve dans le lemme suivant :

Lemme 13. Soit z € H, et K un compact de H. Alors
{T € PSLy(R),T(z) € K}
est compact

Démonstration. 11 suffit de montrer que E = {T € SL2(R),T(2) € K} est compact. Cet ensemble est
clairement fermé. Comme K est compact, il existe M, Mo > 0 tels que pour tout (CCL Z) € SLy(R) :

az+b<
cz+d —

M

az+b
cz+d

Un calcul sur la seconde inégalité nous donne donc que |cz + d|> M < Im(z), et on a donc que a
et b sont aussi bornés par la premiere inégalité. O

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 14. Soit I' un sous-groupe de PSLy(R). Alors, I' est Fuchsien si, et seulement si, I' agit
de maniere proprement discontinue sur H.

Je vais a présent parler de domaines fondamentaux. Un domaine fondamental pour un groupe I'
est un domaine D de H tel que les applications de tout les éléments de I' sur D pavent parfaitement le
plan hyperbolique, c’est-a-dire que tout les points de H sont atteints, et que les seuls chevauchements
peuvent se trouver aux bords. Une définition rigoureuse est donnée dans [Kal]. Notre intérét ici est de
construire un ‘bon’ domaine fondamental pour un groupe Fuchsien I'. On verra D comme un polygone,
et on appellera naturellement ‘face’ et ‘arréte’, les objets correspondants.

Définition 15. Soit I' un groupe Fuchsien et p € H. On définit la région de Dirichelt associé a
I centré en p comme étant :

D, (T') = {z € H|p(p, 2)

< p(T(p),2), VT € I'}
={z€Hp(p,2) <p

(p,T(2)),VT €T}



Remarque 16. Sip n'est pas fixé par un élément de T'\ {Id}, D,(T) est (hyperboliquement) conveze.
Exemple 17. Voici un exemple de région de Dirichlet pour le groupe modulaire et p = ki(k > 0). Ce

graphique provient de [Kaj.

X:z—-1/z
Y:z—-1/(z+1)
Z: z—2+1

Z'(F) F Z(F)

p ptl

Y(F) 2Y(F)

X(F

1 23143 0 13 23 1
A présent, nous voyons tout les polygones fondamentaux comme se trouvant dans D,

et non dans H
Voici des exemples, encore prise dans [Ka], qui montrent & quoi peuvent ressembler ces domaines

QO

() (i) (i) (iv)

fondamentaux :

Définition 18. Soit I' un groupe Fuchsien, et D son polygone de Dirichlet. On dit que deuz points
u,v € D sont congruents si ils appartiennent a la méme I'-orbite. Cela forme une relation d’équivalence,

et les classes d’équivalences sont appellées cycles
Remarque 19. On a les résultats suivants sur les régions de Dirichlet, certains ne nécessitant pas
grand chose, d’autres étant plus durs, dont les démonstrations se trouvent dans [Ka] :
1. Une région de Dirichlet F est localement finie, i.c., sa tesselation {T'(F),T € I'} est locale-
ment finie
2. Soit T;; le sous ensemble de T qui envoie les arrétes de D sur une autre arréte de D. Alors,
T;; génére I’
3. 1l y a une bijection entre les cycles elliptiques et les classes de conjugaisons des sous-groupes
cycliques de I'. Les ordres de ces sous-groupes cycliques sont appelées les périodes de I'.

4. Si T a des éléments paraboliques, F' n’est pas compact.

Le théoreme suivant relie la somme des angles & un sommet elliptique avec ’ordre du cycle associé.
ptiq y



Théoréme 20. Soit F' une région de Dirichlet pour I' un groupe Fuchsien. Soit 01, -- ,0,, les angles
internes aur sommets congruents de F dans un cycle. Soit m ordre du stabilisateur de ' a l'un de
ces sommets. Alors,

Démonstration. Soit vy,--- ,v, les sommets d’un cycle. D’aprés 19 3), I'ordre m est bien fini. Soit
H ={Id,S, - ,S8™ '} le stabilisateur de v;. Soit aussi Ty € I tel que Tk (vi) = v1. On veut montrer
qu’on a 'image suivante :

Comme T}, est une isométrie, on a bien n x m régions autour de vy, avec les ST (F) ayant un angle
0y autour de vy. Comme D est un polygone fondamental, ces régions ne se chevauchent pas. De plus,
si ces régions ne font pas le tour de vy, on aurait T' € T" tel que T'(vg) = vy pour un certain k, et donc
TT,' € H,dou T est de la forme S"T},(F). Ainsi,

4 Théoreme de Poincaré

Ce théoreme est connu depuis longtemps, mais une vrai preuve n’en avait jamais été donnée jus-
qu’a Darticle [Ma]. Je vais ici suivre la démonstration qu’il donne de ce théoréme, ainsi que 1’esquisse
de preuve de [Ka].

Lorsqu’on a un groupe I' qui agit sur I'espace hyperbolique D, on peut se demander quelle est la
structure de ’espace quotient, c’est-a-dire des orbites. Lorsque F' est un domaine fondamental loca-
lement fini pour I, d’apres [Be] (théoréme 9.2.4) , on dispose d’'un homéomorphisme entre I'\D et
'\ F. Donc, déterminer la structure de 'espace quotient et égal & déterminer la structure du domaine
fondamental avec identification des cdtés. L’espace T'\DD est aussi un espace topologique, muni d’un
genre g.

A partir de maintenant, nous fixons un groupe Fuchsien I" possédant un domaine fonda-
mental F' compact.

Définition 21. Comme F est compact, F' posséde un nombre fini de cotés, donc de sommets, donc
de cycles elliptiques, et on peut donc noter (mq,--- ,m,) ses périodes. En notant g le genre de T'\D,



on définit la signature de I' comme étant

(gamla e 7mr)
Le but de ce rapport est donc de démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 22 (Théoreme de Poincaré). Soit g € N, r € N, my,--- ,m, des entiers supérieurs a 2.
Supposons que

(29—2)+§r:(1—%) >0
i=1 ¢

Alors, il existe un groupe Fuchsien de signature (g,mqy,--- ,m,)

Avant de commencer la preuve, je cite ici les quelques résultats annexes que je vais utiliser tout le
long de cette preuve :

Théoréme 23 (Formule de Gauss-Bonnet). Soit D un polygone hyperbolique & n cotés, d’angles
i, ,ay. Alors, ce polygone est d’aire :

p(D) = (n =2 = S e

Théoréme 24. Soit (g,m1, - ,m,) la signature de T'. Alors,

p(I\D) = 2x((29 —2) + (1 + )

i=1 g
Voici donc une preuve du théoreme de Poincaré. L’idée de la preuve est la suivante :

1. On crée un polygone en tragant des rayons depuis 0. Guidés par 24, on utilise le théoreme des
valeurs intermédiaires pour trouver un polygone D dont l'aire est intéressante.

2. On définit ensuite de maniere abstraite le groupe G formé des isométries qui identifient certains
coOtés de notre polygone

3. On démontre, et c’est a cet endroit que la preuve de Poincaré ne marchait pas (je n’ai pas de
source disant ¢a), que le polygone D est un domaine fondamental pour G

Démonstration. Commengons par dessiner (4g + r) rayons partant de 0, espacés d’angles égaux. Soit
t € (0,1), et prenons un point a distance (euclidienne) ¢ de I'origine sur chacun des rayons ainsi formés.
Rejoignons chacun de ces points par des géodésiques , ce qui nous donne un polygone hyperbolique
convexe, noté M (t). Sur les premiers r cotés, dessinons des triangles isoceles externes tels que les angles
égaux sont 27 /my, - - - 27w /m,.. Voici une figure, pris dans [Ka], de ce & quoi ressemble le polygone ainsi
construit.



On note «a;, af, Bi, B et les & correspondant aux cotés tels qu’écrits sur le dessin.

On veut ensuite calculer 'aire du polygone. Or, laire de M (t) est 'aire du polygone régulier a
4g+r cOtés plus 'aire des r triangles isoceles. L’aire, dans les 2 cas, va se calculer a I’aide du théoréme
de Gauss-Bonnet. Dans les 2 cas, on ne connait pas les angles, mais par contre, on voit que les angles
tendent vers 0 quand t tend vers 1.

Par continuité de 'aire,

t—1 m;
—2n((29 - 1)+ 3 (1 )

Comme p(M(t)) — 0 quand t — 0, alors, par continuité de ’Aire, par théoréme des valeurs
intermédiaires, et par ’hypothese du théoréme de Poincaré, soit to tel que u(M(tp)) = 27((29 — 2) +

Y+ 50)

A présent, soit A;, B; et X; des isométries telles que
Ai(af) =i Bi(B) =B X;(&) =

Soit G le groupe généré par ces isométries. Remarquons que, pour ce groupe, les 4g + r sommets du
polygones régulier originel sont dans la méme orbite, et que les w; forment chacun une orbite tout
seuls. Soit S la somme des angles aux sommets du polygone régulier originel. On réutilise Gauss-
Bonnet, cette fois en connaissant 'aire, et en retrouvant la somme des angles. On trouve ainsi que la
somme des angles est S = 2. De méme, les angles aux w; valent 27 /m,;.

Donc, pour tout cycle, la valeur de la somme des angles des sommets du cycle est un diviseur de 2.
Gardons cela en téte, cela va étre utile pour la derniere partie de la preuve, celle qui est de démontrer
que M (tp) est bien un polygone fondamental pour G. Remarquons tout d’abord que si M () est bien
un polygone fondamental pour G, alors les G-orbites sont discrétes, et donc G est Fuchsien. De plus,
G aura pour périodes myq,---m,., et son genre h se calcule par la formule d’Euler appliqué & G\D :

2—-2h=(r+1)—(29+r)=2-2¢g

D’olt g = h et ainsi G est bien un groupe Fuchsien de signature (g, mq,---m.,.).



Montrons maintenant que M (tp) est bien un domaine fondamental pour G. Notons D := M(ty),
avec D sa cloture topologique. Soit ~ la relation d’équivalence suivante sur D x G : (z,9) ~ (2',g')
size€ 0D et g 'z = 2. Soit X 'espace quotient par cette relation d’équivalence et soit D* le poly-
gone avec les cotés identifiés. Notons 7 : D — D* I'application quotient. Posons, sur D*, la métrique
suivante p* :

oum(z1) = z,m(2}) = w(z; +1) et w(z},) = 2/. Clairement, p*(7(z),7(2")) < p(z,2"), d’ott la continuité

K3
de 7
Notons p : X = D, (z,9) = g-z et s : X — D* La projection sur D suivie de 7. Notre but
est de montrer que p est un homéomorphisme global, et cela nous donnera directement que D est un
polygone fondamental pour G. On le montrera de la maniere suivante :

1. Tout d’abord, on montre que p est un homéomorphisme local, et c’est ici que I'on utilisera la
condition de cycle.

2. Ensuite, on montre que p est presque un revétement : on montre que p possede la propriété de
relévement des chemins rectifiables (c’est une sorte de fibration).

3. Finalement, on utilise cette propriété pour montrer la surjectivité et I'injectivité de p.

Démontrons que p est un homéomorphisme local : Soit z € D. Nous noterons Vs le voisinage dans
D* On a trois cas a traiter : 1) Si z € D, alors, il suffit de prendre un voisinage V' de z tel que p(V, 9D)
est plus grand que le diametre de V', et on pose V5 = (V). 2) Si z € 9D mais z n’est pas un sommet.
Soit alors s le coté sur lequel est z, et soit g € G tel que gs = s'. Posons 0 < §y < p(z,0D \ s) et
0 <8y < p(2/,0D \ s') et posons 6§ = ; min(do, &)). Posons alors Vg, resp. V{ la boule de rayon § dans
D autour de z, resp. z’. Posons alors Vs = n(Vy N D) Un(Vy N D)

3) Supposons maintenant que z est un sommet du polygone D. Posons z = 21, -, 2, le cycle
associé. Pour chaque z;, soit s;, s} les cotés s’intersectant en z;. Soit d; la distance de z; & D\ {s; Us,}
et soit 0 < d < imin(él, -+, 0p). Soit V; le disque autour de z; de rayon ¢ et soit

A présent, soit V5 une composante connexe de s~!(Vs). Notre but est de montrer qu’on & 'image
suivante, ce qui nous donnera que p est un homéomorphisme local.

Or, d’apres la condition de cycle, on a bien un tel dessin (les recollements dans X se passent bien
localement). De plus, on a choisi § tel que p*(s(z), s(z’)) < p(p(z),p(z))

Passons maintenant au relevement des chemins rectifiables. Soit «y : [0, 1] — D un chemin rectifiable,
c’est & dire continu et géodésique par morceaux, tel que v(0) = 0. Comme p est un homéomorphisme



local, il existe € > 0 tel que 7 : [0,e) — X reléve v, localement. Si 'on montre qu’on arrive & relever
v en ¢, alors, on pourra réitérer 'opération. Par compacité de [0, 1], il suffit de réitérer 'opération un
nombre fini de fois. Pour simplifier les notations, on a donc le droit de supposer que ¢ = 1. On dispose
ainsi de 74 : [0,1) — X, qu’on veut prolonger en 1.

Soit (t,) une suite telle que ¢, — 1 et telle que les ¢,, sont assez proches, c’est-a-dire que s o §(t,,)
et s o q(t,4+1) sont dans un voisinage Vs décrit précédemment

Pour n,m assez grands, par I'inégalité triangulaire, par 1'inégalité ci-dessus, et comme on a déja
relevé v sur [0, 1),

3
L

p*(s07(ti),s 0 F(tit1))

s}
*
—
[Va)
)
N
—
~
3
N>
Va)
()
N
—
~
3
N—
=
INA
<
v
3

3
L

p(poF(ti),po(tiy1))

IN
i\

3
L

IN

p(y(ti),y(tit1))

S
Il
3

Comme ~ est rectifiable, on peut supposer, pour n,m assez grands, que les y(¢;) sont sur la méme
géodésique. Ainsi, le membre de droite de I'inégalité est plus petit qu'un € pour m > n assez grands.
Donc, so4(t,) est de Cauchy. Par compacité de D et continuité de w, D* est compact donc complet.
Donc,so5(t,) tend vers un certain z. Soit Vs notre voisinage précédent autour de z, et on dispose donc
d'un homéomorphisme local entre une composante connexe de s~*(Vs) et D. Ainsi, on peut terminer
le relevement de . La propriété de relevement des chemins rectifiables nous donne directement la
surjectivité de p, par connexité par arcs de D.
Pour l'injectivité, posons, pour ¢ > 0, B; la boule de centre 0 et de rayon ¢, et

7 = sup{t|p~* bien défini sur B;}

Supposons 7 < co. Soit z € dB,. Soit L la ligne droite de 0 a B,. Alors, L est une géodésique et
donc on peut la relever, et donc p~! est bien défini sur B,. Une application injective sur un comapct
est injective sur un voisinage de ce compact. Donc, on a une contradiction sur la valeur de 7. Donc,
p est injective, d’ou le résultat.

O
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