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Introduction

La recherche d’invariants occupe une grande place dans la théorie des nceuds ; c’est-
a-dire comment déterminer des conditions nécessaires et suffisantes pour savoir si deux
nceuds sont équivalents (notion qui sera expliquée par la suite). Il est apparu au cours des
différentes recherches effectuées que de telles conditions existent mais sont en pratique
tres difficiles, voire impossibles, a calculer (c’est le cas par exemple du groupe fondamental
d'un nceud dont on reparlera).

L'objet de ce stage a été I’étude d’'un article écrit par James Wadell Alexander en 1927.
Celui-ci présente certains invariants des nceuds et entrelacs, dont un en particulier qui est
appelé polynome d’Alexander. Le polyndme d’Alexander est une condition nécessaire pour
que les nceuds soient équivalents mais non suffisante ; en effet, deux nceuds peuvent avoir
le méme polyndome d’Alexander mais étre néanmoins de types différents.

Ce rapport est divisé en deux parties. La premiere a pour but de décrire le cadre topolo-
gique dans lequel s’inscrit la seconde, a savoir le calcul pratique du polynome d’Alexander
ainsi que son caractere invariant. On montrera deux preuves de ce théoréme, 'une de ma-
niere algorithmique et ’autre s’appuyant sur des éléments de théorie des groupes.

Je remercie Bertrand Patureau pour m’avoir permis d’effectuer ce stage avec lui, ainsi
que pour la grande disponibilité qu’il m’a accordée.

Je remercie également I’ensemble des doctorants et chercheurs du LMBA (Laboratoire
de Mathématiques de Bretagne Atlantique) a Vannes pour leur accueil chaleureux.



1 Préliminaires de topologie et de théorie des groupes

1.1 Groupe libre, générateurs et relations

Nous allons ici aborder la notion de groupe libre sur un ensemble ainsi que la descrip-
tion de groupes al’aide de relations existant entre ses différents générateurs. Cette premieére
partie est essentiellement une succession de définitions, de notations et de propositions qui
seront utiles ultérieurement.

Dans la suite, X désigne un ensemble indexé par I qui est de méme cardinal que X, on
notera X = (x;);e;. On considérera de la méme maniere X! = (xl._l)l-€ 7 un ensemble qui
sera équipotent a X.

Définition 1.1 On a les définitions ci-apres.
— On appelle mot sur X U X! toute suite finie d’éléments de X U X! ; si un entier n
désigne le nombre de termes non nuls de termes de cette suite, alors on dira que le mot
est de longueur (ou) de taille n. On note (X U X1 l'ensemble des mots sur X u X 1.
— Soit u = x;,...X;, et & = Xj,...xj,, deux mots de (XU X '). On définit le produit uii =
Xiy o Xiy Xy .- Xj,, . On définit 'unique mot de longueur nulle, noté 1 (il correspond a la
suite videde (Xu X~ 1)), tel que pour tout mot de (X U X Yonaul=1u=u.

— On dira que deux mots sont adjacents s’il existe t,, t, et a trois éléments de (X U X !
tels que:
u=ttetii=taa 't
ou alors :
i=tbetu=taa t.
On note alors usf v.

— Ondéfinit sur (XuX™Y) larelation Z de la maniére suivante : si u et v sont deux mots
de (XU XY, alors on a uRv si par définition on a une suite finie t,...t,, de (Xu X1
telle que :

u==n
tidtiz,Vie[|l,n—1]]

Remarque 1.1 Muni de la loi de composition interne qui consiste a effectuer le produit de
deux mots, (X U X~ 1) est un monoide.

Proposition 1.1 La relation % définie ci-dessus est une relation d’équivalence sur le mo-
noide (XU X~') compatible avec la loi produit, et le quotient (XU X 1) par &, noté [ XU X 1],
est un groupe.

Remarque 1.2 Si x appartient a X et est vu comme un élément de (X U X ~1, alors Uinverse
de sa classe dans [X U X~ '] est celle de x™!. I suffit de voir que l'on a xx ' 1.

Définition 1.2 Soit G un groupe. On dira que G est libre sur X s'il est engendré par X et
isomorphe au groupe [ X U X -1,

Définition 1.3 On dira que u=a,...a, € (XU XYY est réduit si on a pour touti€[|1,n—1]]

3 -1
a; # ;-



Théoréme 1.1 Chaque classe d’équivalence de (X U X~ ') pour & contient un et un seul mot
réduit.

Le théoréme ci-dessus nous donne donc que I'ensemble des mots réduits de (Xu X 1), que
I'on notera Fy, est un ensemble de représentants des classes d’équivalences de £ distincts.

Remarque 1.3 Fx peut étre vu comme un groupe libre sur X pour la loi de composition in-
terne qui a u et v associe l'unique mot réduit de la classe de uv.

Avec les définitions et théorémes énoncés plus haut, nous allons maintenant aborder les
notions qui seront directement utiles pour la suite de ce rapport et pour présenter ce qu'on
appelera le groupe fondamental d’'un neceud.

Définition 1.4 Soit G un groupe engendré par X vérifiant un ensemble de relations {ry, A €
A}. En notant (R) le sous-groupe normal de Fx engendré par R = {ry, A € A}, on dit que (X|R)
est une présentation de G si G est isomorphe a Fx/(R).

Si en plus X et R sont finis, alors on dit que G est de présentation finie.

Proposition 1.2 On note pour tout groupe G, D(G) le sous groupe de G engendré par ses com-
mutateurs. Si G est de présentation (X | [x, y]; (x,y) € (XuX 12y alors c’est un groupe abélien
libre sur X et isomorphe a Fx|/D(Fx), on l'appelle l'abélianisé de G. Plus généralement, si G
admet (X | R), son abélianisé admet le présentation (X | RU{[x,y]l:x,y € X})

1.2 Nceuds et topologie associée

Nous allons dans cette section aborder la notion de nceuds et définir la topologie qu’on
leur associe. C’est dans ce cadre que seront démontrés les principaux résultats, et justifiées
les méthodes utilisées dans cette étude.

1.2.1 Quelques notations et définitions

On considérera dans toute la suite X et Y des espaces topologiques. On adoptera les
notations suivantes :

Hy(X) 'ensemble des composantes connexes par arcs de X muni de sa topologie.
IT; (X, xo) son groupe fondamental définit apres.

Groupe fondamental sur un espace topologique

Construction

Définition 1.5 Soit xo un élément de X. On appelle lacet sur l'espace topologique pointé
(X, xo) toute application continue de la forme:

- [0;1] — (X, x0)
T t— (1)

telle quey(0) =y(1) = xo.

On note alors Q(X, xp) I’ensemble des lacets sur (X, xp).



Définition 1.6 On dit que deux lacets y, et y, sont homotopes s'il existe une application
continue :
[0,1] x [0, 1] — (X, x0)

Y5 — yu(s)

telle queyo(-) = yo ety1(-) = y1. De plus, pour tout t, y; est un lacet c’est-a-dire que pour tout
£,7:(0) =v:(1) = xo. On note alorsy, ~ yo.

a b

%

On note alors IT; (X, xg) = (Q(X, x9)/ ~) le groupe fondamental de I'espace pointé. C’est en
effet un groupe pour I'opération consistant a concaténer les chemins, évidemment, a une
homotopie pres. On montre que la classe d’équivalence de la concaténation de deux che-
mins ne dépend pas des chemins choisis au sein d'une méme classe. C'est a dire siy; et y1
sont dans une certaine classe et que y» et ¥z sont dans une autre classe, alors y1.y» et y1.y2
sont dans la méme classe d’homotopie.

Proposition 1.3 I1; (X, xo) = (Q(X, xo)/ ~) est un groupe pour l'opération de concaténation
de deux représentants d’'une méme classe d’homotopie.

1.2.2 Application au nceuds

Nous allons maintenant énoncer quelques définitions et propriétés relatives aux nceuds,
qui permettront de justifier et de comprendre les différents raisonnements qui suivront
dans la deuxieme partie.

Définition 1.7 On appellera ici un nceud une application continue et injective -que l'on
prendra ici linéaire par morceaux-, de la forme :

yl_)Rii

K: X — K

1 désigne le cercle unité. Il faut voir un nceud comme le plongement du cercle unité dans
R3.

Définition 1.8 On appellera de la méme maniére un entrelacs une application que l'on pren-
dra aussi linéaire par morceaux de la forme :

1 3
e, ' —R

K T k)

& v désigne un produit disjoint de cercles unités au sens de structures topologiques. I
faut voir un entrelacs comme plusieurs noeuds, entrelacés dans l'espace, qui ne se "touchent"
pas.

Pour avoir une représentation un peu plus visuelle de ce qu’est un nceud, en voici un
exemple ; il faut vraiment interpréter le mot "noeud" au sens usuel du terme.



Définition 1.9 On dira que deux nceuds K; et K, sont isotopes si on a un chemin de la forme

0,11 xS — 3
- (X)) — K (%)

tel que Ky(-) = Ky, K1 () = K} et que K; soit linéaire par morceaux, c'est a dire que le graphe du
neeud dans R3 est une succession de lignes brisées.

On dira que deux nceuds sont du méme type s’ils appartiennent a la méme classe d’iso-
topie, c’est a dire si on peut en déformer un de facon continue pour aboutir a I'autre. Pour
simplifier les raisonnements on ne considérera les noeuds ici que sous la forme linéaire
par morceaux. Cela ne remet pas en cause les résultats qui suivront dans le cas général, de
méme, "passer d'un nceud a 'autre” en restant dans la méme classe d’isotopie reviendra a
effectuer une succession finie des opérations suivantes.

— On considere un triangle inclus dans le complémentaire du nceud avec une arréte
appartenant a celui-ci. Alors on peut transformer cette aréte en les deux autres. On
peut aussi effectuer le processus inverse, considérer le triangle avec deux arétes ap-
partenant aux nceud et les transformer en I'autre :

— On peut déplacer de maniere continue un sommet le long d'une des deux arétes qu’il
sépare :



Effectuer ces opérations sur un noeud revient en effet a le modifier de maniere isotope en
un autre nceud. Par la suite on opérera sur les nceuds uniquement de cette maniere.

Nous allons maintenant parler de diagramme associé a un neceud, et c’est avec ces dia-
grammes que nous allons pouvoir calculer le polyn6me d’Alexander. Le principe du dia-
gramme d’'un nceud est simple : imaginez que I'on éclaire un nceud par dessus, alors le
diagramme sera |’ombre observée.

On peut définir le (ou plus précisément un) diagramme d’un nceud de la maniere sui-
vante.

Définition 1.10 On appellera diagramme associé a un nceud une projection réguliére du
neoeud sur le plan, avec comme informations supplémentaires : lorsque que deux arétes du
diagramme se croisent, on sait laquelle des deux est au-dessus de l'autre dans l'espace.De
plus on sait dans quel sens on parcourt le nceud.

Exemple 1 La représentation du noeud de trefle dans Uespace et son diagramme.

2 Théoréme de Reidemeister et calcul pratique du polynome
d’Alexander

On appliquera sur le diagramme d’un nceud les modifications suivantes, appelées mou-
vements de Reidmaster, définies comme telles :
— mouvement de Reidemeister de type 1:



~
)

— mouvement de Reidemeister de type 2 :

)00

— mouvement de Reidemeister de type 3 :

De la méme maniere que pour les nceuds ces mouvements reviennent a modifier la combi-
natoire du diagramme, c’est a dire le nombre de points de croisement et 'agencement des
arrétes les unes par rapport aux autres sans en changer le type. Cela conduit a 'énoncé du
théoréme de Reidemeister.

Théoreme 2.1 Théoréme de Reidemeister Deux nceuds sont du méme type si et seulement si
il existe une succession finie de mouvements de Reidemeister permettant d’obtenir le dia-
gramme de l'un a partir de celui de l'autre.

Preuve: La preuve de ce théoreme reposant sur des théorémes et des notions qui dépassent
le cadre de cette étude, ce théoréme sera admis.



10

2.1 Equations de diagramme

Nous allons dans cette partie donner la méthode pratique pour calculer le polynome
d’Alexander a partir du diagramme d’'un nceud. Elle pourra paraitre déroutante car, a pre-
miere vue, on ne voit pas forcément pourquoi elle fonctionne si bien. La justification de
cette méthode apparaitra lors de I'étude plus précise du groupe d'un nceud. On utilisera
tout au long des calculs, afin de servir d’exemple, le nceud de trefle qui est représenté dans
Exemple 1.

2.1.1 Index et pointage des régions

Lorsque I'on a le diagramme d’un nceud, il s’agit tout d’abord de I'orienter, c’est a dire,
en s'imaginant marcher le long du diagramme : savoir dans quel sens le parcourir, et arrivé
a un point de croisement, savoir quelle est I'aréte du dessus et quelle est celle du dessous.
Nous allons adopter les notations d’Alexander ; elles ne sont pas forcement trés visuelles
mais seront pratiques pour les calculs qui suivront.

A chaque croisement du diagramme, on adoptera la notation suivante : deux régions consé-
cutives vont étre pointées au niveau de chaque croisement, de telle sorte que si on se dé-
place sur I'aréte passant "en dessous", on ait les deux régions pointées sur notre gauche.

Il faut noter que dans le cas d’'un nceud simple, il suffit d’orienter un point de croisement du
nceud pour avoir |'orientation compléte de celui-ci et de son diagramme en suivant I'aréte
orientée comme telle. Pour un entrelacs il sera nécessaire d’orienter une aréte de chaque
composante.

Il s’agit maintenant de donner ce qu'on appellera un index (un entier relatif) aux dif-
férentes régions du diagramme de la maniere suivante : on choisit une région au hasard
a laquelle on attribue I'index 0 ; ensuite, les régions devront étre indexées de facon a ce
que lorsque I'on passe d'une région a une autre en traversant une aréte de droite a gauche,
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orientation déterminée par celle de I’aréte, on baisse d'un index.

p+1
o/ P

b

Il s’agit de s’assurer qu'une telle action ne donne pas lieux a ce qu'une région se retrouve
avec deux index différents, la démonstration se fera grace a la théorie des groupes dans la
partie suivante. On s’apercoit qu'a chaque croisement il y a deux régions d'un méme index
p, on dira alors que le croisement est d’'index p.

2.1.2 Mise en équation

Nous allons maintenant passer aux équations de diagramme a proprement parler. On
se placera ici dans le cadre de nceud simple, c’est a dire que nous n’étudierons pas des
entrelacs ou des nceuds qui ne sont pas disjoints. Tout d’abord, notons que le diagramme
d'un nceud peut étre vu comme un polyedre. En effet, nous avons dit qu'un nceud est ici
une application linéaire par morceaux. La représentation de son diagramme sera donc une
succession de lignes brisées dans le plan. Montrons d’abord le résultat suivant.

Proposition 2.1 Soit n un entier et un diagramme de noeuds a n points de croisement. Alors
le diagramme délimite exactement n + 2 régions du plan.

Preuve : La formule d’Euler pour les polyedres donne que le nombre de sommets s, de
faces f et d’arétes a vérifient larelation: s—a+ f = 2.
Enregardant le diagramme comme un graphe non orienté dont les sommets sont les points
de croisement, on s’apercoit qu'on a : a = 2s. En effet, de chaque point de croisement, ily a
4 arétes qui en partent. Chaque aréte étant comptée 2 fois, a chacun de ses sommets, on a:
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a= %(43). Donc on a finalement : —s+ f = 2. D’ou le résultat. O

Soit donc un diagramme a n points de croisement, annoté et avec les régions indexées
comme décrit ci-dessus. On note (p;) (1, les points de croisement et (r;)c(1,n+2)) 1€s ré-
gions.

Soit p; un point de croisement entouré des régions r;, r;, ri, r;. On va maintenant "tour-
Jr Tk 1l
ner" autour du point dans le sens des aiguilles d'une montre en commencant par une des

deux régions pointées de maniere a ce que la deuxiéme région visitée soit elle aussi pointée.

Dans le cas de la figure ci-apres :

T
° T
o/ P >
r. i
J
T
on pose ainsi la relation :
pi(r)=xri—xrj+ry—r;=0. (1)

On obtient, en considérant le nceud de trefle, le systéeme :

p1(r)=xro—xrg+r3—rs=0
pa(r)=xri—xrg+r,—ry=0
p3(r)=xr3—xrg+r —ry=0 2

2.2 Matrice de diagramme

A partir de (1) on définit la matrice du diagramme de la maniére suivante.

La matrice posséde autant de colonnes que de régions et autant de lignes que de points de
croisements. Le coefficient en position (i, j) sera alors :

+x si X7 apparait dans p;(r)
+1si +r; apparait dans p;(r)
0 sinon

On identifiera par la suite les colonnes de la matrice aux régions qu’elles représentent
lorsque le cadre sera clair; r; représentera la ieme colonne de la matrice ainsi que la ieme
région.
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Dans le cas du nceud de treéfle, la matrice associée au diagramme est la suivante :

-x 0 x 1 -1
M= —x x 1 0 -1
-x 1 0 x -1

Nous allons maintenant passer au calcul du polyndme d’Alexander a partir des matrices
de diagrammes. Voici une premiere proposition.

Proposition 2.2 Soit M la matrice du diagramme d’'un nceud, alors les matrices M, obte-
nues en supprimant de M deux colonnes correspondant a deux régions d'index p et p+1, ont
leurs déterminants qui ne difféerent que d'un facteur +x™ avec n un entier relatif.

Remarque 2.1 La matrice M), nest pas unique, elle dépend des colonnes choisies pour I'ob-
tenir.

Preuve:

Afin d’alléger les notations, on se placera ici dans le cas ou les index sont positifs. Ceux-ci
étant déterminés a une constante additive pres, la preuve qui suit s’applique tout aussi bien
dans le cas général. Soit r un entier naturel et [|0;7|] 'ensemble des valeurs prises par les
index des régions du diagramme. On a de manieére évidente d’apres (1) et la définition de M

que
n+1

Z re =0.
k=0

On utilisera le lemme suivant dont la démonstration est en annexe (car elle n'apporte rien
ici) :

Lemme 2.1 Ona ZZ:& x PR =0, oit p(ry) désigne lindex de ry.

On en déduit au passage que pour tout élément s de [|1;7|], on a par une multiplication de

la relation précédente :
n+1

Y 1P =, 3)
k=0
On a donc en soustrayant ces deux relations que pour tout s € [|1,r]] : Z’,Z;’é (x57PUY 1) =
0.
Soit (s, p, q) € [I11,r|1®
dex p, g et s.

.Onindicera pour des soucis de notations ry,rg, et r; trois régions d’in-

On note alors en colonnes M), ; la matrice obtenue en supprimant de M les colonnes r, et
rqg:Mpg=(r1,...Ths1) \ (rp, 7g).

On remplace dans M), ; la colonne rg par . On a donc que le determinant de la matrice
obtenue est nul du fait de I’ajout d’'une colonne de 0; Remarquons que dans (3) il n’y a pas
de colonnes d’'index s car (x*~* —1) = 0. On développe alors I'expression

n+l

) (x5PUO — V) g Tyt .
k=0
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On obtient donc:

n+1 n+1
11 Y STPUY — Dl =Y (TP — D e P
k:() k:O
= 0.

Chaque terme de cette somme est nul car il y a répétition de chaque colonne de M), ; mises
a partr, et ry. On obtient alors :

(TP =DIr..rpe el + (9= DIry..rg...The | =0.

Or le premier terme est exactement (x* " —1)A;, et le deuxieme terme est exactement
(x*"9-1)As,. Onadonc:

()Cs_p - l)As,q = _(xs_q - l)As,p.

Ces trois indices ayant été choisis quelconques, on en déduit aisément que pour tout qua-
druplet (p,q,s,t)de[|1,r|]]ona:
X7 H(x=P-1)

Lp=%— IS —1 Ag,s-

Pour p=t+1ets=gqg+1onalerésultat demandé. O

On a donc pour tout p € [[1, r|] une relation du type A, 1 = £x"A(x), ot A(x) est le fac-
teur commun atousles Ay .1, p € [|1, r|] de plus haut degré qui ne soit pas de la forme +x".

Ce polynome est le polyndme d’Alexander. Apres I’avoir calculé nous allons maintenant
donner deux preuves de son caractere d’'invariant de nceud. La premiére sera issue du calcul
matriciel a partir des matrices de diagramme, et la seconde sera issue de la théorie des
groupes, cette derniere donnera une justification de la méthode de calcul précédente qui
peut sembler a premiére vue une "formule magique".

3 Deuxpreuves du caractere invariant du polynome d’Alexan-
der

3.1 Une preuve matricielle

Nous avons vu que le théoreme de Reidemeister nous disait que deux nceuds sont du
méme type (c’est a dire dans la méme classe d’homotopie) si et seulement si le diagramme
de I'un peut étre déformé en le diagramme de 1'autre avec une succession finie de mouve-
ments de Reidemeister. Il suffit donc de regarder la modification qu’entrainent ces mou-
vements sur les matrices de diagramme et voir que le polynome d’Alexander est conservé
apres un nombre fini de ces mouvements.

Définition 3.1 On dira que deux matrices sont €-équivalentes si on peut transformer l'une
en l'autre avec une succession finie des mouvements suivants :

a) Intervertir deux lignes ou deux colonnes.

B) Multiplier une ligne ou une colonne par +1.

Y) Additionner a une ligne (colonne) une combinaison linéaire entiére de lignes (colonnes).
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0) Ajouter a la matrice une ligne et une colonne de zéros avec un 1 pour leur coefficient
commun:

: M
0
€) Multiplier une colonne par +x" avec n un entier relatif.

Remarque 3.1 On remarque que modifier une matrice a l'aide de y, B, a et € revient a la
multiplier a gauche et a droite par des matrices de GL,(Z[x, x~Y). Deux matrices de méme
taille e -équivalentes seront donc équivalentes (c'est a dire sans avoir effectué l'opération §).

Nous allons montrer quelque chose de plus fort ici que la simple invariance du polynéme
d’Alexander. Nous allons montrer que la classe d’e-équivalence d’'une matrice de diagramme
ne dépend que du nceud considéré, c’est a dire :

— Soit M est une matrice de diagramme. Si p est un index de régions, alors M), et M,_;
sont e-équivalentes. Ainsi, on obtient que quels que soient les index p et g considé-
rés M, et M, sont e-équivalentes.

— si deux nceuds sont du méme type, alors leurs matrices de diagramme, dont on a
supprimé deux colonnes d’index consécutifs sont e-équivalentes.

Montrons tout d’abord la proposition suivante.

Proposition 3.1 Deux matrices carrées e-équivalentes ont méme déterminant a un facteur
+x". Cette proposition sera généralisée plus tard dans le théoreme 4.2.

Preuve:

Les opérations a, et ¢ modifient le déterminant de la matrice d'un facteur +1 ou +x".
Supposons que M ait subi I'opération §. Alors, en développant son déterminant, on voit
qu’elle a exactement le méme déterminant que M.

Lopération y, quant a elle, ne modifie pas le déterminant d'une matrice O

Prouvons maintenant que si M est une matrice de diagramme, alors M, et M, sont ¢-
équivalentes. Comme dans la partie précédente, on notera ry_1, 1 et 11 les régions d’in-
dex p—1, p et p+1 mises en jeu.

On adopte les notations suivantes : Ry désigne la somme des colonnes d’index k; pour
k=p-1,p,p+1onnote R, = Ry —t.

En prenant s = p dans (3) on obtient :

~(x=Drp1 = =DR,,;+ Y &P *-DR
k#p,(p-1)
= (& '=Drpa+G& ' -DR,, +x-DR,_+ Y &P F-DR

k#p,p+1,(p—1)
Tous les coefficients sont divisibles par (x — 1) dans Z[x", x™], on obtient donc :

(x1-1) s (x1-1)
r
1 p+1 )

Ry, +R,  + Y (P *-DRp.
k#p,p+1,(p-1)

I'p-1 =—(
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On effectue alors sur M,,_; 'opération :

-1 -1
x -1 x -1
( - )
X

— R, Y @Rk

p-1"—
k#p,p+1,(p-1)
On obtient alors M4, d’ou I'e-équivalence entre les matrices extraites de celle du dia-

gramme.

Il suffit maintenant de montrer qu'une succession finie de mouvements de Reidemeister
conserve I'e-équivalence des matrices. Avec ce qui précede, il suffit de montrer qu'une ma-
trice extraite de celle du diagramme initial est e-équivalente a une matrice extraite de celle
du diagramme final pour avoir le résultat souhaité.

Mouvement de Reidemeister de type 1 :

Soit My la matrice du diagramme apres avoir supprimé les colonnes r; et r, avant le mou-
vement, et M|, celle obtenue en supprimant les colonnes r; et ;. On a alors :

rg T3t Tnao
n 1) r3 X 'n+2 p6 il, X 0 vee 0
P1 1 0
M= et M =
M M,

On a en effet qu’il va y avoir une modification de la matrice de départ du fait de la nouvelle
région r| et le point de croisement py. Il est clair que la région r; n'a comme coefficient
non nul que celui qui correspond au point de croisement py, et que la partie de M, obte-
nue en supprimant la premiere colonne et la premiere ligne est exactement M, et elle est
e-équivalente a celle-ci.

Mouvement de Reidemeister de type 2 :
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Comme dans le cas précédent, on notera M la matrice du diagramme avant le mouvement,
et My issue de M en supprimant les colonnes r et r,. Les équations du nouveau diagramme
qui s’ajoutent a celles de I'ancien sont :

po(r) = xry—xr'l+ri—r]
po(r) = xri—xr'"2+rj—r;
La matrice M est donc:
n r2 r3 - I'py2
p1
M: MO
Pn
La matrice M’ est donc :
ro Iy Ty Iy T3 T4 I'neo
po (1 -x x O -1 O - O
pp|-1 x 0 -x 1 0 0
M/: pl 0
: N 1 My
Pn \ 0

Il s’agit donc de montrer que M; (obtenue en supprimant r; et r; de M’) est e-équivalente
a M.
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Lexpression de M, est donc la suivante :

! ! /

ro Ty Ty T4 ot Thao
po (1 x -1 O 0
phl-1 0 1 o 0
0
M= !
My
pn \ 0

On effectue alors les opérations suivantes :

1 x -1 0 ... 0

0x 0 0 ..0
Ly— Lo+ L;: 0

. M,

0

On effectue autant de combinaisons linéaires avec la deuxieme ligne pour faire appa-

raitre des zéros sur la deuxiéme colonne

1 x -1 0 ... 0
0x 0 0 .. 0
00

: My

00

Enfin en effectuant successivement :

Cg — x_ICZ
G — G-G
C3 — C3+(C

On obtient :
1 00 O 0
010 O 0
00
S M,
00

Cette matrice est e-équivalente a M, (deux ajouts d'une ligne et d'une colonne de zéros avec

un 1 comme élément commun), d’ou la propriété pour le deuxieme mouvement.

Avant de passer aux mouvements de Reidemeister de type 3, nous allons d’abord énon-
cer et démontrer un lemme.
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Lemme 3.1 Soit M une matrice de diagramme. Alors la matrice M oi tous les coefficients de
M ont été remplacés par leurs valeurs absolues est e-équivalente a M.

Preuve : Multiplions chaque colonne d’'index p de M par (—1)”, pour p € [|0, r|]. Cela aura
pour conséquence que chaque ligne de la matrice obtenue sera soit négative, soit positive.
En effet, considérons le schéma suivant :

On a déja vu que chaque croisement est de cette forme-ci, seul le pointage des régions
change. On remarque donc que les nouvelles équations régissant les lignes sont de la forme
(-1)P(x+x+1+1). il suffit ensuite de multiplier les lignes ou1 p est impair par —1 pour avoir
des coefficients positifs partout. Les seules opérations ayant été faites consistaient a multi-
plier des lignes et des colonnes par (1) d’ou 'e-équivalence des deux matrices. O

Mouvement de Reidemeister de type 3 :
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On a que les matrices M et M’ ont la méme taille. On va montrer cette fois-ci que leurs
transposées sont e-équivalentes. On remarque que si deux matrices ont leurs transposées
e-équivalentes, alors elles sont e-équivalentes.

On considere ici les transposées de M et M, notées respectivement N et N’ avec seule-
ment des coefficients positifs (opération permise par le lemme précédent).

On a d’abord, apres mise en équation du diagramme :

o nn T2 r3 rg Is Te I7 I'n+1
p1 (—-x O x 1 -1 0 o0 O 0
pl-1 x O 1 0 -x 0 O 0
p3|1 -x -1 0 O 0O x O 0
M= .
0
Pn \ 0
rg ry Iy Ty I, Ti T8 T7 T'nel
py (-1 -x 0 0 1 x 0 0
p,b|l-x 0 -1 0 1 0 x O 0
., p3|lx 0 0 1 -1 -x 0 0 0
M =
0
Pn \ 0
D’oli:
p1 P2 Pp3 “* Pn
o X 1 1 o --- 0
r 0 X X
) X 0 1
I3 1 1 0
s 1 0 O
N:(tM): Is 0 X 0
Te 0 0 X
r7
'n+1

De méme on obtient N’ :



Py Py Py o
o (1 x x 0
rn |x 0 0
o 1 o
oo o 1
r, 10 1 1
N=(M)= rt [1 0 «x
e |x x 0
¢
M1
On pose maintenant N = N’ - A o1 A est définie par :
-x 0 0 O 0
x 0 1 O 0
1 1 0 O 0
4-| 000 10 0
0 0 0 O
: : -0
0 1
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Cette multiplication revient a effectuer des combinaisons linéaires sur les lignes et les co-
lonnes de N, donc N et N sont e-équivalentes. Le calcul donne alors :

x¥* x x 0 - 0
-x> 0 0
X 01
1 1 0
x+1 1 1
N 0 x 0
N=1 90 o0 «x

On effectue ensuite les opérations suivantes sur N :

Lg — Lz + Ll
L1 — x_lLl
Ly — Ls—1,

On obtient ainsi N. Nous avons donc :
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Donc M ~ M.

Ainsi, nous venons de voir que les mouvements de Reidemeister ne modifient pas le
polynome d’Alexander. Le théoréeme de Reidemeister nous dit que deux nceuds sont du
méme type si et seulement si il existe une succession finie de mouvements de Reidemeister
permettant d’obtenir le diagramme de I'un a partir de celui de I'autre. Donc, deux nceuds
du méme type ont le méme polynéme d’Alexander, ce qui montre que c’est un invariant de
neeud.

3.2 Une preuve par la théorie des groupes

Nous allons maintenant donner une deuxieme preuve du fait que le polyné6me d’Alexan-
der est un invariant de nceud, preuve qui s’appuie sur la théorie des groupes. Celle ci aura
le mérite de donner I'origine de I'algorithme que nous avons vu dans la section précédente.

3.2.1 Un premier résultat de théorie des groupes

Définition 3.2 Soit G un groupe. On dira que G est indexé par Z s'il existe un morphisme
(noté f par la suite) de groupe surjectif de (G, ) vers (Z,+) . On notera Gy son noyau. On ap-
pellera "index" d’'un élément de G son image dans Z par ce morphisme.

Remarque 3.2 Le fait que le morphisme soit surjectif est équivalent a l'existence d'un élé-
ment d’'index 1. En effet, on rapelle que Z =< 1 >, et qu'il suffit donc d’avoir 1 (ou —1) pour
avoir Z tout entier.

On considere ici un groupe indexé G, pas nécessairement commutatif, qui admet une
présentation finie. On notera cette présentation < s, a;, az...a,|r; = 0...r,, = 0 >, et on utili-
sera la notation additive pour effectuer des opérations dans le groupe. On considérera ici
des groupes ou le nombre de relations est égal au nombre de générateurs.

Proposition 3.2 On peut choisir la présentation précédente de facon a ce que s soit d'index 1
et a; d’index0 pouri =1...n.

Preuve : Soit (a’l...a;l) une famille de générateurs de G. On note k; pour i = 1...n I'index de
a’. Alors en rajoutant s a cette famille et en remplagant a; par a; = a'i - k;s, on obtient une
famille de générateurs qui respecte les conditions demandées.

En effet, tout élément de (a’l...aﬁl) est combinaison d’éléments de (s, a,...a;), et pour tout
i€[|l,n|lona:

fla) = fla;—k;s)
fla)—kif(s)
= ki—ki
= 0

Cette présentation nous donne que les relations sont nécessairement de la forme :

ri= Ajs+ap —Ajs=0.
jeJ
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En effet, 0 étant d’'indice nul et tous les a; aussi, comme s est d'index 1, il ne peut appa-
raitre dans une relation sans y étre en tant que conjugueur.
Soit a un élément de Gy. Il existe alors un ensemble J fini et une famille d’entiers natu-
rels (1) je; tels que l'on ait :
a=Y) Ajs+ap —Ajs.
jeJ

On utilisera alors la notation :
VYleZ +xla=As+a—As

Les relations se réécrivent donc :

— Aij —
r= Zx “ap, ; =0.
JeJ

On peut donner une présentation de Gy : < (xkal)kez, . (xkan)kEZ | (xk 1 =0)kez, 0 (xkrn =
0) kez > -

Considérons maintenant Gy, ’abélianisé de Gy ; cela revient a rajouter toutes les relations
de commutations des éléments de G, c’est-a-dire :

a+b—-a-b=0, Ya,be Gy.

Les relations dans la présentation de Gy, s’écrivent donc :
n
> Xija; =0,
i=1
ou les termes X; ; sont des polynomes en x' avec i dans Z.

On associe alors a un groupe G indexé la matrice Ag = (Xj ;).

Remarque 3.3 On peut remarquer au passage que Gy . est un Z[x, x~'] module, et que Ag en
est une matrice de présentation.

Définition 3.3 On dira que G et H, deux groupes indexés, sont directement isomorphes si il
existe un isomorphisme ¢ entre G et H tel que pour tout élément g de G, g et ¢p(g) sont de
méme index. On dira de méme que deux groupes sont indirectement isomorphes si il existe
un isomorphisme ¢ entre G et H tel que pour tout élément g de G, g et ¢p(g) sont d’'index
0pposés.

On introduit une nouvelle notion d’équivalence entre matrice.

Définition 3.4 On dira que deux matrices sont stablement équivalentes si on peut obtenir
l'une a partir de l'autre avec un nombre fini des opérations suivantes :

— les opérations de l'e-équivalence.

— rajouter une colonne de zéros a la matrice.

Nous avons maintenant le théoréme suivant.

Théoreme 3.1 Soit G et H deux groupes directement équivalents de présentations finies;
alors Ag et Ay sont stablement e -équivalentes.
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Preuve:
Soit G et H de tels groupes. On note leurs présentations respectives G =< s, g1...gnl11 =
0..r,=0>et H=<t,h}..h)|u; =0...u,, =0>. On remarque d’abord deux chose :

— Lajout d'un générateur g, d’'index zéro et d'une relation r,+; = gp4+1 +7(gi)) =0
—ou r(g;) désigne I'expression de g,+; en fonction des autres générateurs — donne
que la matrice A;, obtenue est stablement e-équivalente a Ag. En effet, cela revient
a effectuer 'opération 6 sur Ag : g,41 n'intervient que dans une seule relation, donc
la ligne rajoutée n’a qu'un coefficient non nul, correspondant a la colonne 7,41 :

'my1 't - TIp
g1 (1 0 o 0

, —_— . .
AG - : : Ag
8n

En opérant le nombre de fois nécessaire sur les lignes avec la ligne g1, on obtient :

'm¢1 I -+ TIp
g1 (1 0 o 0
0
€
Ag~ . )
. AG
8n 0

d’ou1 le résultat.

— Remplacer le générateur s d'index 1 par un autre élément ¢ de g d’index 1 donne une
matrice A}, qui est stablement e-équivalente a Ag.
Utilisons la notation suivante : pour tout g€ G onnote yg=1t+g—t.
s peut alors s’écrire : s = t+ h(y, a;) ou h(y, g;) désigne une somme finie de conjugués
d’éléments g; par +¢. On a alors pour tout élément g de G :

xXg = s+g-s
= t+h(y,a)+g-h(ya)-t
= y(h(y,a;)+g— h(y, a;)).

Or, dans I'abélianisé de Gy, on a : yg + yh(y,a;) = yh(y,a;) + yg. Donc la matrice
Ag; obtenue est exactement la matrice Ag a un changement de notation x = y prés.
On a donc, dans 'abélianisé de Gy, pour tout générateur t,s d'index 1 et tout g €
G:xg=s+g—-s=t+g-t. Il faut préciser aussi que pour tout g,g’ dans G on a
x*(g+gh=xFg+xFg'

— Rajouter une relation s’exprimant en fonction des autres donne que la matrice Ay,
obtenue est stablement e-équivalente a Ag. En effet, cela revient, aprés combinai-
sons linéaires sur la colonne ajoutée, a ajouter une colonne de zéros, d’ou le résultat.

On pose (I) I'isomorphisme de G vers H. On a alors pour tout i € [|1, n|] une relation du type :

no= Y x*(g;,) i € (&N 1eq1,nl )
keK
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De méme, on a pour tout i € [|1, n|] :

g = inu[)‘l(h}cj) hi; € (£h)ieq,nn ©)
jeJ
On pose alors :
hi = ¢ '(h) ©
wi = ¢ @)

On peut supposer que ¢(s) = t, comme on a vu qu’une fois dans I’abélianisé cela n’avait pas
d’importance, on peut écrire pour tout h€ H: ¢~ (xh) = x¢~1(h).

On obtient alors :

hi = inkgjk 8ji € (£8Dieq1,nn (8)
kek
ainsi que :
g = injhkj hi; € (£h)ieq,nn 9)
jeJ

Les relations (8) et (9) deviennent donc dans I’abélianisé de Gy :

hi=Y vig (10)
j=1
g = Yo an
j=1

On a maintenant la présentation suivante de Gy :
G =< (x* gD kez-(x*gn)nez, (¥ M) kez. (X" hp) ez

X*rD) ez (K ) kezy (KR U kez o (K U kez, (xk(hi_27:1 U/{gj))keZ» (xk(gi—z;-l:l <P{ i) kez >

foc s W — () —(h
On pose les matrices : ¥ = W), pen,nnz €8P = (@) jer,npz-

Nous allons maintenant remarquer quelque chose. On peut représenter un élément k' de
H par le vecteur colonne de R” représentant les coordonnées (des polyndomes de Z[x*]) de
h = ¢ 1(h') selon les h;. Soit xj, un tel vecteur. On a alors :

Z?Zl Wl 27:1 ()b{ xhj

YO -1Ip)(xp) = : — Xp (12)
Z?:l’/’flzyzl‘/nghj
Z?:l Xis xhj(p{wi

= : —Xn (13)
DIAD WP AT



n n Jor i
Lo Xioy X b9

Le vecteur : représente I'élément :

n n Joi
ijl Zizl xhj(piUJn

POIDIE AL TS

k=1 j=1i=1

Orona:

M
M= T

xh,</>] Z vl

n
Z xhj(P]gz
j=li=1

n n o,
Y Xh; Y dlgi
= s

n

Z xh] h]

=1

h
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(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Donc représente 1'élément 0. h ayant été pris quelconque, les colonnes de la ma-
trice (W®—1I,,) représentent des relations nulles dans H. Le raisonnement est analogue pour
(®Y - I,,) dans G. Ce résultat est important pour la suite.

On obtient donc la matrice suivante :

e Ty U e Uy
81
Ag 0,
Al = fl':
0, Ap
hy

—$

gn—$n hl-yn

In

hn_U/n

Nous allons maintenant montrer qu’elle est stablement e-équivalente a Ag et a Ay, ce qui

prouvera le théoreme.

On effectue les opérations par blocs, ce qui revient a faire des opérations successives sur les
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colonnes :
r 'n U Uy gl_¢)1 gn_(/)n h]__wl hn_u/n
81
Ac —ByV¥ I, -y
AL 8n
h
hy,

On a que les colonnes de —Bp définissent les relations nulles de H, mais la matrice
—ByV appliqué a un vecteur représentant les cordonnées d'un élément g selon (g;...gn)
va donner une relation nulle de G. Donc les colonnes de —By¥W sont des combinaisons
linéaires des colonnes de Ag, d’oli :

r Tn up Uy gl_(/)l gl’l_(/)l’l hl_wl hn_Wn
81
AL &n
hy
hy
De méme :
r rn W s Up gl_(/)l gn_(pn h]__wl hn_u/n
81
AL 8n
G h]
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Donc d’apres ce qui précede :

r Tn U Uy gl_(/)l gn_(Pn hl_wl hn_ufn
81
AL X &n
G hl
hn
Enfin:
r rn W e Up gl_(/)l gn_(l)n h]__ujl hn_u/n
81
AL~ 8n
G hl
hn

On a donc bien, a la vue de la derniere matrice, Aj, qui est stablement équivalente a Ag.

Ag et Ay jouant des roles symétriques, on a Aj, '~ Ap et donc finalement : Ag '~ Aj. D'oil
le théoreme. O

Définition 3.5 Soit M une matrice de taille (m,n) a coefficients dans Z[x*, x”]. On note alors
Ap(i) = pged({det(M(m—1))}),

ou {M(m — i)} désigne l'ensemble des sous-matrices carrées de tailles m — i obtenues en sup-
primant le nombre de lignes et de colonnes nécessaires de M.

Théoreme 3.2 On a que pour tout i, Ay (i + 1) divise Ay (i) et les Apf(i) sont des invariants
de stable e-équivalence.

Preuve:

Soit i € [|0, m|]. Soit M(m — i) une matrice extraite de M. En développant son détermi-
nant, on se retrouve avec une somme de multiples de déterminant de M (m — (i + 1)). Donc
Ay (i +1) divise Ay (D).
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Rajouter des combinaisons linéaires sur les lignes de M ne va pas changer les Aj;(i).
En effet, soit D I'ensemble des mineurs d’ordre m — i avant avoir effectué des combinai-
sons linéaires sur lignes et colonnes. Apres avoir fait ces modifications, D', 'ensemble des
mineurs d’ordre m — i de M’ est composé de combinaison linéaires d’éléments de D. Donc
Ap (i) divise tous les éléments de D" donc A’ (i) Or, ces opérations sont inversibles, donc en
effectuant les opérations inverses sur M’ on obtient par le méme raisonnement que A’y (i)
divise Aps(7). Donc Ay (i)=Ap (i), d’ot1 le résultat :

— multiplier une ligne ou une colonne par +x” ne change pas les pgcd considérés

d’apres la remarque précédente;

— il en va de méme pour ce qu'y est d’effectuer des combinaisons sur les lignes et les
colonnes;

— supposons que I'on effectue 'opération 6 sur M, on obtient alors :

M =

Soit M'(m + 1 — i) une matrice de M'.

— Premier cas : La premiére colonne ou bien la premiére ligne est supprimée, au-
quel cas le déterminant est nul.
Deuxiéme cas : Nil'une ni 'autre n’est enlevée on obtient donc :

M (m+1-i)= .
M(m—1i)

0

etdoncdet(M'(m+1-1i))=det(M(m- 1)), d ou la propriété.

— Troisieme cas : La ligne rajoutée et la colonne rajoutée sont supprimées, on se re-
trouve donc avec un déterminant de la forme : det(M'(i)) = det(M(m — (i — 1))).
Or on sait que Ay;(i) divise Aps(i — 1), donc det(M(m — (i — 1))), et donc Ay (i).
D’oli le résultat.

— Par un raisonnement analogue au précédent, on montre que 1’ajout d'une colonne
de zéros ne modifie pas le pgcd considéré. Rajouter une colonne de zéros ajoute des
mineurs nuls aux mineurs de départ et donc ne modifie pas le pgcd de 'ensemble
de ces mineurs.

3.2.2 Application au groupe du nceud

Nous allons admettre ici un autre résultat qui est la présentation de Wirtinger pour le
groupe fondamental d'un nceud que nous avons défini au début du rapport. Celle ci donne
comme son nom l'indique une présentation du groupe fondamental d’'un nceud qui est
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finie.On notera I1; (K) le groupe du nceud. Elle met en jeu les méridiens a chaque arc du
nceud et les relations aux croisement. On se fixe d’abord un point P dans le complémentaire
du nceud qui servira de "point de départ". Le méridien associé a un arc est un lacet qui part
de P, enlace I'arc dans le sens direct et revienten P :

L/—)

La présentation de Wirtinger est la suivante.

— Les générateurs sont les méridiens (ou plus précisément les classes d’équivalences
des méridiens).

— Les relations sont des relations aux croisements :

On a au croisement la relation : ¢ = b+ a — b, ot —a désigne le lacet qui enlace 'arc
dans le sens indirect. En effet, on peut montrer cela avec le schéma suivant :
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=]

N
b
/ —C
7
. >
Il faut voir cela comme une composition de lacets : le fait qu’entre chaque lacet on
ne revienne pas au point P n’est pas grave car on peut se ramener a ce cas par ho-

motopies. On s’apercoit sur le schéma que si on "déplie" la succession de lacets, on
aboutit au lacet trivial qui n’enlace a aucun moment le nceud.

Alexander a repris cette présentation et I’a adapté a sa théorie. 1l s’agit ici de faire un
changement de générateurs dans la présentation de Wirtinger. Celle ci a la particularité
d’étre obtenue a partir du diagramme du nceud.

On consideére une région ry qui correspondra a I’opération unité, la ou on mettra notre
point P de départ. Ensuite, chaque région correspondra a un élément du groupe, représen-
tant le lacet partant de P, passant sous le diagramme, traversant la région et revenant au
point P par dessus le diagramme.

On remarque que comme dans la présentation de Wirtinger, on a aux croisements une re-
lation de la forme :
ri—rj+rg—r;=0.

Il s’agit de voir maintenant ce groupe comme un groupe indexé. L'index d'une région
correspondra, au nombre (algébrique) de fois ou le lacet associé tourne autour du nceud,
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ou encore le nombre d’arétes qu’il enlace. Pour savoir comment "compter" ce nombre de
tours, on se fixe deux régions, rg et r,+1, d'index consécutifs 0 et 1. On notera désormais
I'n+1 = S; posons maintenant pour tout i € [|1, n|], en notant p; l'index de r; :

I _
ri—ri—pis.

On a alors le nouvel ensemble de générateurs du groupe du nceud qui est (s, r{...r;l). Les
relations aux croisements vont donc s’exprimer, si le croisement est d'index p on a alors :

(ps+1)=((p+Ds+r)+(ps+r)—((p-Ds+r) = 0

Avec les notations habituelles xg = s+ g — s, on calcule :

ps+ri—ps—ri=ps—s+ps+r—(p-Ds+(p-Ds—rj—(p-Ds = 0 (19
donc xprlf—x”r}+x”_lr,'c—x”_lr; =0 (20)
donc xrlf—xr}+r,’c—rl' =0 21)

On a donc que la matrice Ap;, (k) associée au groupe du nceud est celle du diagramme
calculée précédemment. On a donc d’apres la premiere partie que le polynéme d’Alexan-
der du noeud est exactement A Apiy o (0). On a que deux nceuds sont du méme type si et
seulement si leurs groupes fondamentaux sont isomorphes. Le paragraphe précédent nous
donne donc que si deux nceuds K et K’ sont du méme type alors leurs matrices Ap;, k) et
Apiy (k) sont stablement e-équivalentes, donc Ay, o, (0) = Ag,, ) (0), donc ils ont le méme
polynéme d’Alexander.

Cette partie conclut donc une deuxieme preuve de I'invariance du polynome d’Alexan-
der. Elle donne néanmoins un résultat plus faible que la précédente car elle ne permet pas
de conclure sur I'invariance de la classe d’e-équivalence, elle permet en revanche de justi-
fier 'algorithme du calcul du polyndme d’Alexander donné en début de rapport.
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Conclusion

Ce stage de cinq semaines a donc tourné autour de I’étude de cette article ainsi que la ré-
écriture d'une grande partie. Les dernieres pages de cet article étaient consacrée a d’autres
propriétés d’invariance des matrices de diagrammes que je n’ai pas étudié en profondeur
pour me focaliser sur I’étude du polyndme d’Alexander en lui-méme. Il est de plus ques-
tions en fin d’article de surfaces de Riemann, notions que je n’ai pu aborder par manque
de temps et surtout de connaissances mathématiques. Il y a quelque chose qu’il faut re-
marquer, c’est que dans l'article original, Alexander affirme montrer avec la théorie des
groupes l'invariance de la classe d’e—équivalence lorsque I'on regarde deux nceuds d'une
meéme catégorie. En effet, 'assertion (i) page 293 de son article dit qu’en ajoutant une re-
lation a la présentation d'un groupe, dépendante des précédentes, alors la nouvelle ma-
trice est e—équivalente a la précédente. Cela revient a rajouter une colonne de zéros a la
matrice de départ (car c’est une combinaison linéaire des autres colonnes) ce qui ne la
rend pas e—équivalente mais, comme il a été noté dans la partie précédente, "stablement
e—équivalente".
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Annexes

Preuve Lemme 3.1 :
11 suffit de montrer que la somme sur les colonnes de la matrice obtenue en multipliant les
coefficients de chaque région d’'index p par x~” est bien nulle.

11 suffit de considérer les points de croisements. La définition des index des régions donne
le schéma suivant :

La somme des coefficients de la ligne correspondante est bien nulle, d’ou le résultat. O

Preuve de la formule d’Euler pour un graphe connexe :

Une preuve de cette formule consiste a effectuer une récurrence sur le nombre n d’arétes
du graphe.

Initialisation : On considere le cas n = 0. Un simple schéma suffit a montrer la
formule, en rappelant que la région non bornée est comptée dans le nombre de faces.
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1-0+1=2

Hérédité : Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On suppose la propriété vraie
pour tout i € [|1, n|]. Soit un graphe connexe a n + 1 arétes. On retire une aréte de ce graphe
joignant deux sommets.

Premier cas : Le graphe résultant G’ est un graphe connexe a n arétes.Dans ce
cas I'hypothese de récurrence s’applique et on a bien s — a + f = 2. Rajouter I'aréte entre
deux sommets a ce graphe consiste donc a faire 'opération suivante :

L’ajout d'une aréte sépare une région de G’ en deux régions. G a donc une aréte et une ré-
gion en plus de G'. On abien s— (a+1) + (f + 1) =2 d’ol1 la propriété au rang n + 1.

Deuxiéme cas : Le graphe résultant est un graphe a deux composantes connexes
G et Gy. Ces deux graphes ayant un nombre d’arétes strictement inférieur ou égal a n I'hy-
pothése de récurrence s’applique aux deuxetona:

Sl—d1+f1 =
So—ax+ f2

On a donc la situation suivante :
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Le graphe G a donc les propriétés suivantes :

S = 1+
a = a+a+1
f = h+tf-1

En effet la partie connexe non bornée est commune a G et G, et ne doit pas étre comptée

deux fois.
On aalors:

s—a+f

(si—a1+fi)+(s2—ax+fo)—-2
2+4+2-2
2

D’oli la propriété au rang n + 1 d’ot1 la proposition. O
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