Calcul différentiel ENS Rennes

TD 5 : Théoréme d’inversion locale et théoréme des
fonctions implicites

Exercice 1. Un difféomorphisme global

On pose :
f: R?® — R?
(z,y) = (2 + 3sin(y),y + sin(z)).
1. Soit v € R. Montrer que ¢, : © € R+ x + sin(v — sin(z)) € R réalise un C'-difféomorphisme
global de R sur lui-méme.

2. Montrer que f réalise un C'-difféomorphisme global de R? sur lui-méme.

Exercice 2. Inversion globale et fonctions dilatantes

Soit £ > 0 et f: R™ — R™ une application de classe C! supposée k-dilatante, i.e. :

Ve,y e RY|f(x) = f(y)ll = kllz =yl

On veut montrer que f est un difféeomorphisme global de R™ sur lui-méme.
1. Montrer que f est injective et d’image fermée.
2. Montrer que df (x) est inversible pour tout z € R™.
3. Conclure.

Indication : on utilisera la connexité de R™ qui assure qu’un ouvert-fermé non vide de R™ est
nécessairement R™ (cf cours de Topologie générale)

Exercice 3. Perturbation de l'identité

Soit f € CY(R,R) telle qu'’il existe 0 < k < 1 tel que :
Vz e R, |f'(z)| < k.

On définit :
g : R? — R?
(z,y) = (z+ f(y),y+ f(x))

Montrer que g est un C'-diffeomorphisme de R? dans R?.

Exercice 4. Fonctions strictement monotones

Soit E un espace euclidien. Une application f : F — FE est dite strictement monotone s’il existe k > 0
tel que

Ve,y € E, (f(z)— f(y),z—y) > kllz —y|*.

1. Soit f: E — E de classe C'. Montrer que f est strictement monotone si et seulement si
3k >0,Vr € BE,Vh € B, (df(z)-h,h) > k|h|>

2. Montrer que si f : E — E est C! et strictement monotone, alors c’est un C!-diffeomorphisme
global sur F.



Exercice 5. Racine carrée d’une maitrice

Montrer qu’il existe une application v de classe C*° de B(I,,«) dans M, (R) telle que pour toute
matrice A € B(I, ) on ait A = (A4)2.

Remarque : ceci montre au passage qu’il existe a > 0 tel que toute matrice A € M, (R) telle que
|A — I,,|| < o admette une racine carrée dans M, (R).

Exercice 6. Réduction des formes quadratiques
Soit Ag € S, (R) une matrice symétrique inversible. On considére :
v  My(R) — Sp(R)
M — 'MAGM.
1. Montrer que dy(I) est surjective et préciser son noyau et sa dimension.

2. Montrer qu'il existe un voisinage V de Ag dans S,,(R) et une application ¢ € C*(V, GL,(R.))
telle que :
VAeV, A= W(A)Ap(4).

Exercice 7. Une équation différentielle non linéaire
On note E = {f € C1([0,1],R), f(0) =0} et F =C°([0,1],R), qu’on munit des normes :

VIEE |Ifle=Ifllc et Vg€F, gllr=lgll.

On définit alors T': £ +— F par :
VieE, Tf=f+ f2

On a vu dans le TD 4 que (E, || - ||g) est un espace de Banach et que T est C'. Montrer qu'il existe
r1,72 > 0 tels que pour toute fonction g € F avec ||g]lco < 72, il existe une unique fonction y € E telle
que ||y|lg < ry et

v +y' =g

Exercice 8. Il n’y a pas de sous-groupes arbitrairement "petits" dans GL,(R)

1. Montrer que exp : M, (R) — GL,(R) est un diffécomorphisme local au voisinage de 0.

2. En déduire qu’il existe un voisinage W de I,, dans GL,,(R) tel que si G est un sous-groupe de
GL,(R) contenu dans W, alors G est trivial.

Exercice 9. Démontrer que la relation :
x+y+z+sin(zyz) =0,

définit z comme une fonction C* de z et y autour du point (0,0, 0). Calculer les dérivées partielles
92(0,0) et %2(0,0).

Exercice 10. Polynomes scindés a racines simples

On note R,,[X] I’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
Soit Py € R,,[X] un polynéme admettant n racines réelles distinctes.

1. Montrer qu’il existe un voisinage V' C R, [X] de Py et des applications Aj,..., Ay, : V — R de
classe C'*° telles que tout polynéme P € V admet n racines réelles distinctes
M(P) <...< A\ (P).

2. Soit ¢ € {1,...,n}. Pour tout P € V, calculer d\;(P).



Exercice 11. Asymptotique des racines d’une équation du troisiéme degré

Soient a < b deux réels. On pose :

;[ RxRL SR
(,e) = (z—a)(b—2)+ex?.
Montrer que pour £ > 0 assez petit, 'équation f(x,e) = 0 admet trois racines réelles distinctes
71(e) < 22(e) < x3(g). Donner un développement asymptotique & I'ordre O(£?) de ces racines lorsque

e tend vers 0.



