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Attention ! Peut contenir des coquilles.

1 Cours

1.1 Dérivée complexe et fonctions holomorphes.

Définition 1.1. Une fonction définie sur un ouvert U de C est dite C—derivable en
2o € U si la limite suivante existe

f(z) = f(20)
Z— 20
La fonction f’ est la dérivée complexe de f.

Définition 1.2. Une fonction définie sur un ouvert U de C est dite holomorphe si elle
est C—dérivable en tout point de son domaine et que sa dérivée est continue.

Remarque 1.3. Il existe approche pour la définition de I’holomorphie : Continuité de la
dérivée ou juste C-différentiabilité.

Exemple 1.4. Polynémes, exponentielle. Contre exemple : z +— Z

Remarque 1.5. Les régles de dérivations habituelles restent vraies (sommes, produit,
inverse, composition...)

Proposition 1.6. Soit f de classe C' sur un ouvert U de C, il y a équivalence entre
1. La fonction f est holomorphe
2. La limite lim;_q f(z + te?)/(te'?) ne dépende pas de 6.
3. En écrivant f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), les équations de Cauchy-Riemann sont

vérifiées
ou_ov ou_ ov
or Oy Oy  Ox

4. la différentielle de f est une similitude directe (conserve les angles algébriques).

1.2 Fonctions analytiques

Définition 1.7. (Fonction analytique) Une fonction f est analytique si en tout point z
de T'ouvert il existe un disque sur lequel f est égale a une série entiére.

Proposition 1.8. La somme d’une série entiére est holomorphe sur lintérieur de son
disque de convergence.

Proof. Soit f(z) = >, ~, @nz" une serie entiére de rayon de convergence R > 0, montrons
que sa dérivée complexe est g(z) = > o na,z"" . Pour z € D(0,R) et h € C petit on a

fz+h) - f(z) (z+h)"—=2" .
T R =) e 2
n>1
== Z anvn(h)a
n>1
avec v, (h) = S0 (2 + h)* 12k — nzn=1 Or pour  €]|z|, R] et |h| <7 —|2| on a

|anvn(h)] < na,r™

qui est sommable et ne dépend pas de h, de plus v, (h) —x—0 0. Donc f est C-derivable
en z et sa derivée complexe est g(z).

O
1.3 Intégration sur les chemins et formule de Cauchy.

Définition 1.9. Pour 7 : [a,b] — C de classe C' par morceaux, on définit

b
[ 1= [ 6@
o a
Remarque 1.10. C’est invariant par reparametrisation (théoréme du changement de
variable).

Remarque 1.11.
| [ #)ae] < LG)supls
¥

Attention ne pas écrire ‘ f,y f(z)dz‘ < fv |f(2)|dz.

Théoréme 1.12. (Formule de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe au voisinage d’un
disque D(z,7), alors pour tout z € D(z20,7) on a

f(2) = 1 f(w)

207 Jop(zer) W — 2

dw.
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1.3 Intégration sur les chemins et formule de Cauchy. 1 COURS
Lemme 1.13. Soit h une fonction holomorphe sur un owvert U et T : [0,1]> — U de | Proof. Pour z € D(z29,R) et r € } |z — 2], R[, d’apreés la formule de Cauchy
classe C? et telle que pour s € [0,1] 5 : t — ['(s,t) soit un lacet. Alors I(s) := fv- h(z)dz
est constante. 9 )
f o 1 T f(ZO + Ten) itdt
Proof. (Lemme) On a par définition (2) = o o 70+ reit — Zre
1 1 [ f(zo + rett it
I(s) = [ h(I(s,£))0,D (s, t)dt = o mre dt
(s) (T(s,)) 0L (s, t) 21 Jo 1= (2 —20)/(re?t)
0
1 27 ) )
On applique le théoréme de dérivation sous I'intégrale (h est C! et T' est C? sur le = — f(zo +re') Z(z — 29)"r e ™At
2 . 2 0
compact I'([0, 1]?)) pour obtenir n>0
) Or la série Y, - (2 — 20)"r~"e™" converge normalement sur [0, 27] donc
. /
0.1(s) = /0 W (D(s,1))0sL(s,t)0,T (s, t) + h(T)0,0, (s, t)dt () = Zanzn
1 n>0
- 8t(h (s, ) ar(s,t))dt o o
/0 ( )0s avec a, = 5— 02 f(z0 + rett)e=nt, O

= [h(75(0)) —
=0.

h(7s(1))] 85T (s, 0)

O

2t 2imt

Proof. (Théoréme) Soit & > 0 et les deux chemins 1 (t) = z +e€e*™ et v (t) = z0 + e
On pose T'(s,t) = (1 — $)v(t) + s71(t) et on applique le lemme avec la fonction w —
f(w)/(w — z) qui est holomorphe sur ouvert U\{z}. Ainsi

[ g, [t
dD(z0,r) W — 2 dD(z,e) W— Z
Or
1 _
o -5 [ A= [ O <e o ip1
Zim OD(z,e) W — % OD(z,e) Z-w D(z,e)
D’ou le résultat en faisant tendre € vers 0. O

Corollaire 1.14. (Egalité de la moyenne) Toute fonction holomorphe f vérifie I’égalité

de la moyenne :
1 2m

o7 /. f(zo +ret)dt.

f(20) =

Théoréme 1.15. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U et zg € U. Alors pour
R = d(2,U¢), la fonction [ est développable en série entiére sur le disque D(zp, R).

Remarque 1.16. On obtient la formule

)= fw)

= — ————dw
2im 9D (zo,T) (w - Z)n+1
Corollaire 1.17. Holomorphie et analycité sont équivalentes.

Corollaire 1.18. Une fonction holomorphe est de classe C* et sont infiniment C-
derivable.

Théoréme 1.19. (Critere de Morera) Soit f une fonction continue sur un ouvert de C,
il y a équivalence entre

1. La fonction f est holomorphe.

2. Pour tout triangle T inclus dans U, on a faT f(z)dz=0.

Proof. 1) = 2) On applique le lemme 14 a I'(s,t) = szg + (1 — s)7(¢) ol 2 est un point
du triangle et v parcourt le bord du triangle.
2) = 1) Soit zp € U et r > 0 tel que D(zg,7) C U, on pose

Fe) = | :f(w)dw,

ol fzz est intégrale sur le chemin liant z & 2’. En utilisant I’hypothése, on a pour
z,7 € D(zg,1)
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1.4 Estimées de Cauchy et conséquences.

1 COURS

PEIE gy = 5[ s 116 )

zZ—Z

= [ ) - s

zZ—Zz

Alors par continuité de f en z, on obtient

— 0.
z'—z

- f(2)

z— 2z

Donc F' est C— dérivable de dérivée f, et donc f est holomorphe comme dérivée d’une
fonction holomorphe. O

1.4 Estimées de Cauchy et conséquences.

Proposition 1.20. (Estimées de Cauchy) Soit K un compact et K, l’ensemble des points
a distance au plus r de K.

n!
sup [f"] < — sup |f].
K r K,

Proof. Pour zg € K on peut écrire

2m )
flzo +re)e

1 )
— f(n) - —int
n! f (ZO) 2T 0 '

O

Théoréme 1.21. Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert U qui
converge uniformément sur les compacts vers une fonction f. Alors f est holomorphe et

de plus pour tout k, la suite de fonction (f,(Lk)) converge uniformément sur les compacts
vers f*).

Proof. Tout triangle T est compact par limite uniforme on a

f(z)dz = lim

n—oo

fu(z)dz =0.
aT aT
D’ot ’holomorphie de f.
Pour tout compact K il existe r > 0 tel que K,. C U. Alors pour k € N la convergence

uniforme sur K de f,(Lk) vers f(¥) découle des estimées de Cauchy. O

Exemple 1.22. L’application ¢ :
{z€C, Rez>1}.

s — Zn>1 définit une fonction holomorphe sur

Théoréme 1.23. (Holomorphie sous lintégrale) Soit E une espace mesuré, U un ouvert
de C et f: E x C— C vérifiant

e Pour tout z € U, la fonction f(-,z) : E — C est mesurable.

e Pour presque tout x € E, la fonction f(x,-) : U — C est holomorphe.

o [l existe une fonction ¢ intégrable sur E telle que pour tout z € U on ait la domi-
nation | f(z, z)| < o(x) presque partout.

) = e f(

Alors la fonction F(z
[ 01 (2,2) ().

Remarque 1.24. Il suffit de montrer la domination localement (par rapport a la variable
complexe z).

x,z)du(x) est holomorphe sur U et de plus F'(z) =

Proof. On va utiliser le théoréme de Morera : La fonction F est continue en conséquence
du théoréeme de continuité sous l'intégrale. Soit T un triangle dans U de bord paramétré
par 7 : [0,1] — 9T, on peut appliquer le théoréme de Fubini car

x)sup |y |[dp(z)dt < +oc.

/Ol/E’f(zz (t)|dp(z dt<// uy
/f (2)dz = [E ( L F (i, 2)dz)dp(r) =

et I’holomorphie de F.
L’expression de la dérivée découle du théoréme de dérivation sous l'intégrale. En effet

., . . R . s . . of
les estimées de Cauchy implique que I’on dispose localement d’une domination pour 3> [

Exemple 1.25. L’application I" : 2z — f(;r t*~le~tdt définit une fonction holomorphe

sur {z € C, Re z > 0}.
1.5 Zéros isolés

Théoréme 1.26. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connere U de C et
zo€U.

1. Si pour tout n € N on a f(™(29) = 0 alors f est identiquement nulle sur U.
2. Sinon il existe un unique entier k tel que l’on puisse écrire pour z € U

flz) =

ol g est une fonction holomorphe ne s’annulant pas en zp.
ordre de f en zp.

k

(z—20)"9(2)

L’entier k est appelé
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1.6 Principe du maximum

1 COURS

Proof. Soit Z ={z€ U, ¥n>0, f™(z)=0},il s’agit d’un fermé comme intersection
de fermés. On va montrer que c’est également un ouvert :

Soit zg € Z, on sait que f est développable en série entiére sur un disque autour de
zp, or les coefficients de cette série sont tous nuls est donc f est identiquement nulle sur
un voisinage de zg. Donc Z est ouvert.

Si maintenant Z est non vide, alors Z = U par connexité de U. D’ou le premier point.

Si zy ¢ Z alors il existe un & € N minimal tel que f*)(z) # 0. Posons alors
_ _f&)
9(2) :=

(z—z0)k?
voisinage de zg.
On sait que f est développable en série entiére sur un disque D(zp,r), de plus pour

j<kona fU )(zo) = 0 par minimalité de k& donc son développement est de la forme

f(z) =3 aj(z = =)’

i>k

il s’agit d’une fonction holomorphe sur U\{zp}, montrons qu’elle 'est au

Alors g(2) =350 aj+k(z — 20)? et donc g est holomorphe sur D(z, 7). O

Corollaire 1.27. (Prolongement analytique) Soient f une fonction holomorphe sur un ou-
vert connexe U et telle que f s’annule sur une partie A admettant un point d’accumulation
dans U. Alors f est identiquement nulle sur U entier.

Remarque 1.28. Attention le point d’accumulation doit étre dans le domaine de défini-
tion : e!/# en zéro.

Proof. Supposons f non identiquement nulle et soit zg un zéro de f, d’aprés le résultat
précédent il existe £ € N et une fonction holomorphe g non nulle en z; telle que

k
f(z) = (2= 20)"9(2)
Or g ne s’annule pas sur un voisinage de zq, et zg est le seul zéros de f sur ce voisinage. [

Corollaire 1.29. Une fonction holomorphe admet (sur un ouvert donné) au plus un
prolongement analytique.

Exemple 1.30. Prolongement analytique de fonctions spéciales
1. Fonction I" sur C\Z~
2. Fonction ¢ de Riemann sur C\{—1}.

1.6 Principe du maximum

Théoréme 1.31. (Principe du mazimum.) Soit U un ouvert connexe et f une fonction
holomorphe sur U, si |f] atteint son mazimum en un point de U, alors f est constante.

Proof. Soit zg € U tel que |f| y atteigne son maximum. Pour r > 0 tel que D(zg,r) C U,
d’aprés I'égalité de la moyenne
2w

o7 J, f(zo +ret)dt

Alors )
1 4 .
< ot
o)l < 5= [ 1f 0+ re

Il y a égalité dans I'inégalité triangulaire, donc |f| est maximal sur OD(zg,r) et donc sur
D(zp,7). Alors pour tout point z de D(zp,7) on a f'(z) = 0 car {z,|z| = |f(z0)|} est
d’intérieur vide et donc f ne peut y étre ouverte (TIL). Alors f — f(z) est holomorphe
sur U ouvert connexe et admet zy comme point d’accumulation de ses zéros, elle est donc
nulle. f est constante. O

Corollaire 1.32. (D’alembert Gauss) Tout polynome de C[X] admet une racine dans C.

Proof. Soit P un polynéme ne s’annulant pas sur C. Alors 1/P est une fonction entiére
qui atteint son maximum. Elle est donc constante O

Corollaire 1.33. Soit U un ouvert connexe borné et f € C°(U) NH(U), alors pour tout
zeUona

[f(2)| < sup |f(z)|

zeoU

Proof. Si f atteint son maximum dans U alors elle est constante et son maximum est
atteint au bord. O

Corollaire 1.34. (Lemme de Schwarz) Si f : D(0,1) — D(0,1) est holomorphe alors
pour tout z € D(0,1),
[f ()] <2

Si il y a égalité pour un z non nul, alors f est de la forme f(z) = Az, avec |\| = 1.

Corollaire 1.35. (Automorphismes du disque unité) Exo : On a

Aut(D(0,1)) = {z — A%, la| < 1,]A] = 1}
1.7 Autres conséquences de la formule de Cauchy.
Théoréme 1.36. (Goursat) Une fonction C derivable sur un ouvert U y est holomorphe.

Proof. 11 s’agit d’utiliser Morera O

Proposition 1.37. (Inversion locale) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U
et zo € U. Si f'(z0) # 0 alors il existe un voisinage de zy sur lequel f est un C*
diffeomorphisme, et sa réciproque est holomorphe également.
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1.8 Primitives complexes
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Proof. La différentielle de f~! est df ! et est donc une similitude. O
Théoréme 1.38. Une fonction holomorphe non constante est ouverte.
Proof. Voir section sur les logarithmes O

Proposition 1.39. (Théoréme de Liouwville) Toute fonction entiére et bornée est con-
stante.

Proof. Supposons que f soit entiére et bornée par une constante M. D’aprés la formule
de Cauchy pour z € Cet R >0 on a

ol L[ S
Fz) = 2im /E)D(z7R) (w—2)?

Et donc |f/(2)| < %, d’ott le résultat en faisant tendre R vers l'infini.

dw

O

Remarque 1.40. Exo: Si f entiére est majorée par un polynéme, alors c’est un polynéme.

1.8 Primitives complexes

Définition 1.41. Une primitive pour une fonction holomorphe f est une fonction holo-
morphe F telle que F’' = f.

Proposition 1.42. Toute fonction holomorphe admet localement une primitive.

Proof. Soit zg dans le domaine de définition de f. On peut écrire f(2) = >, <, an(2—20)"
pour z dans un disque D(zo,r). Alors F(z) =5 <, 7:‘ﬁ(z—zo)”“ y est une primitive. [

Proposition 1.43. Si f admet une primitive F, alors pour tout chemin ~ : [0,1] — C
on a

/ f(z)dz = F(v(l)) — F('y(O))
Proof. On peut écrire

1
d
[ sz = [ GrO)
vy 0
Remarque 1.44. z +— 1/z n’admet pas de primitive sur C*. En effet

/ % =2im #0
6D(0,1)

Définition 1.45. (Homotopie) Deux lacets 4,71 de classe C), . sont dits homotopes si

il existe une fonction I : [0,1]? — C continue telle que I'(0,-) = v et T'(1,) = 71 et telle
que pour tout s € [0, 1] Papplication v, := I'(s, ) soit un lacet de classe Cj,,

Proposition 1.46. Si~g et v, sont homotopes via une homotopie I et si f est holomorphe

au voisinage de T'([0,1]?), alors
dz = d
/70 f(2) [H f(z)dz

Proof. On montre que s +— fﬂ{ f(2)dz est une application localement constante.
Soit s € [0,1], il existe des disques Dy,... Dy et 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 tels que
pour 1 <k<n-1

2k 1= ’Ys(tk) € Dy, N Dy

et .
%([0,1)) c |J D C T,

k=1

ou U est le domaine d’holomorphie de f. Il existe n > 0 tel que pour |u — s| < 1 on
ait encore

wg := Yu(ty) € Dg N Dy
et

n

w(0,1) c | JDeCU
k=1

Sur chaque disque Dy, la fonction f admet une primitive Fj, de plus il existe des
constante ¢y, telles que Fj41 — Fy, = ¢k sur Dy N Dy
Alors

n—1

/ f(2)dz =Y Fi(ze) — Fi(z)

k=0

= Fy(zn) — Fo20) + > Fro1(2k) — Fr(z)

k=1
n
=D o
k=1

September 21, 2025

Page 5/7



1.9 Logarithmes
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De méme
n—1
[ 160z = 3 Fewnn) - i)
Yu k=0
= Z Ck
k=1
D’ou le résultat O

Définition 1.47. Un ouvert connexe U de C est dit simplement connexe si tout lacet -y
est homotope & un lacet constant

Remarque 1.48. Et alors f7 f(2)dz = 0 pour tout lacet.

Proposition 1.49. Une fonction holomorphe sur un ouvert simplement connexe y admet
une primitive.

Proof. On pose F(z) = fv f(w)dw ou 7y est un chemin liant z & z. La fonction F' est bien
définie car si 7’ est un autre chemin alors

" _ /—1 R 7(2t) site [07 1/2]
VIt = (v*"7)() = { V(2—2t) site[l1/2,1]
est un lacet. Alors par simple connexité
(2)dz = f(z)dz =0,
v {20}

c’est a dire f,y f(z)dz = f»w f(z)dz.

Maintenant pour z, z’, par simple connexité on peut écrire

F(z)—F@) 1 (7 ! ,
Lo e [ fwaw= [+ - 9o 1)
Donc F est C derivable de dérivée f. O

1.9 Logarithmes

Définition 1.50. (Détermination du logarithme.) Une fonction holomorphe [ est une
détermination du logarithme si pour tout z on a e/(*) = z. Pour une fonction holomorphe
f, une détermination du logarithme de f est une fonction holomorphe p qui vérifie e?(?) =

f(2).

Remarque 1.51. Cela existe toujours localement (inversion locale). Mais pas nécessaire-
ment globalement ex : C*

Proposition 1.52. Une fonction holomorphe | sur un ouvert conneze est un logarithme
si et seulement sil'(z) = 1/z et si e!(*0) = 2y en un point z.

Proof. Soit ¢(z) = ze7'*) on a
P(2)=(1-2l(z))e @ =0
De plus ¢(z9) = 1, donc ¢ = 1. O

Proposition 1.53. Sur tout ouvert simplement connexe de C*, il existe une détermina-
tion du logarithme, unique & un élément de 2iwZ prés.

Définition 1.54. La détermination principale du logarithme est la primitive de 1/z sur
C\R_ telle que I(1) = 0. Elle est égale a l(z) = log(|z|) + 0 (dessin)

Remarque 1.55. Cela permet de prolonger z — z® sur C\R™

Proposition 1.56. Toute fonction holomorphe f : U — C* avec U un ouvert simplement
connezxe admet un logarithme.

Proof. On prend une primitive de f'/f. O

Proposition 1.57. Soit f une fonction holomorphe définie sur un ouvert simplement
conneze et ne s’y annulant pas, alors pour tout k € N* 4l existe une fonction holomorphe

h telle que f(z) = h(z)*
Proof. On prend h(z) = e?®)/* ol p est un logarithme de f O

Proposition 1.58. Soit f une fonction holomorphe et zy un zéro d’ordre k de f. Il existe
@ un btholomorphisme local autour de zy tel que

Proof. On sait qu’il existe une fonction g holomorphe non nulle en zj telle que

f(2) = (2 = 20)"g(2)

Soit h une racine k—iéme de g, de sorte que f(z) = ¢(2)* avec ¢(z) = (z — 20)h(2). De
plus ¢'(z0) = h(zo) # 0, il ’agit donc d’un biholomorphisme local. O

Remarque 1.59. On en déduit qu'une fonction holomorphe non constante est ouverte
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1.10 Fonctions meromorphes et singularités.
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1.10 Fonctions meromorphes et singularités.

Définition 1.60. (Singularité) Un point zg € C est une singularité pour une fonction
holomorphe f si il existe un voisinage ouvert U de zj tel que f soit holomorphe sur U\{zo}

Théoréme 1.61. (Théoréme de prolongement de Riemann) Soit f une fonction holomor-
phe et zg une singularité de f. Si f est bornée sur un voisinage €pointé de zg, alors f
se prolonge par continuité en zg et le prolongement est holomorphe. On dit alors que la
singularité est effacable.

Proof. Soit g(z) = (2 — 20)?f (%), il s’agit d’une fonction holomorphe sur un voisinage
épointé de zy qui se prolonge par continuité en zy puisque f est bornée au voisinage de ce
point.

De plus g est C-derivable en zj et g’'(z9) = 0. Alors g est développable en série entiére

autour de zg et
9(2) =Y an(z—2)"
n>2

Alors f(z) = 2,50 ant2(2 — 20)" et donc f se prolonge en une fonction holomorphe. [
Exemple 1.62. La fonction z — sin(z)/z en zero.

Définition 1.63. (pole) Un pole pour une fonction holomorphe f est une singularité a
non effagable et telle que pour un entier n positif la fonction (z — a)™f(2) se prolonge en
une fonction holomorphe en a.

Définition 1.64. Une fonction f définie sur un ouvert de C est dite meromorphe si toute
ses singularités sont des pdles.

Remarque 1.65. L’ensemble des fonctions meromorphes est un corps.
Définition 1.66. Une singularité qui n’est ni un péle ni effacable est dite essentielle.
Exemple 1.67. z — exp 1/z en 0.

Théoréme 1.68. (Grand théoréeme de Picard) Si f a une singularité essentielle en a,
alors pour tout vowinage V de a, l’ensemble C\ f(V') est de cardinal au plus 1.

Théoréme 1.69. (Séries de Laurent) Soient 0 < r < R et f une fonction holomorphe
sur la couronne C(r,R) := {z € C, r < |z| < R}. Alors il existe des complexes (an)necz
tels que (ZZXN anz”)N converge uniformément sur les compacts et

f(z)= Z anz"
nez

avec pour tout n € Z
z
Gn = / f7$+)1 dz
oD(0,r')

our' € (r,R).

Proof. Soient r < r1 < ry < R d’apreés la formule de Cauchy pour z € C(ry,72)

aD(0,ry) W — 2 aD(0,r) W — 2

On a alors une décomposition f(z) = g(z) + h(1/z) avec g holomorphe sur D(0,73) et h
holomorphe sur D(0,1/71) avec h(0).

De plus une telle décomposition est unique car si g1(z) + h1(1/2) = g2(2) + ha(1/2),
alors j(z) = g1(2) — g2(2) = ha(1/2z) — h1(1/z) définit une fonction entiére nulle en linfini
donc nulle par le théoréme de Liouville.

Les fonctions g et h sont développable en série entiéres dans leur domaine de définition
et leurs séries convergent uniformément sur les compacts d’ou le résultat. O

Définition 1.70. (Indice d’un lacet) Soit v un lacet de C et a un point hors de I'image
de +y, alors l'indice de v autour de a est I’entier

1 dz
Ind(y,a) = 2im / z—a
¥

Remarque 1.71. Interprétation géométrique :
que fait v autour de a (dans le sens direct).

C’est le nombre entier (relatif) de tour

Théoréme 1.72. (Théoréme des résidus) Soit f une fonction meromorphe et A l’ensemble
de ses singularités, alors

i/f(z)dz = Z Ind(~y, a)Res(f,a).

2w
a€A
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