[rréductibilité des polynomes cyclotomiques

Perrine Jouteur

Ce développement est tres classique, il se place dans les legons 102, 125, 141 et 144, et on peut le trouver
dans le livre d’Algebre de Perrin.

Théoreme 0.1 Les polyndémes cyclotomiques sont irréductibles sur Q, et méme sur Z.

Lemme 0.1 Soit P € Z[X], et A, B € Q[X], tous les trois unitaires. Si P = AB, alors A et B sont en
fait a coefficients dans Z.

Démonstration (du lemme)

Soit m4 le ppem des dénominateurs des coefficients de A, et mp pareil pour B. Alors myA € Z[X] et
mpB € Z[X], et de plus ¢(maA) = ¢(mpB) = 1. Donc ¢(mampP) = 1, et donc mamp = 1. Ainsi
ma,mp € {£1}, et donc les dénominateurs de A et de B étaient égaux a 1, ce qui signifie que A et B
étaient a coeflicients dans Z. |

Démonstration (du théoréeme)

Soit n € N*. On note ¢,, le n-eéme polynome cyclotomique. On va montrer mieux que I’énoncé : on va
montrer que ¢,, est le polynome minimal de n’importe quelle de ses racines.

Soit donc £ une racine primitive n-éme de 'unité. Notons 7 son polynéme minimal sur Q. On a déja que
7 divise ¢,, dans Q, puisque & est racine de ¢,,.

Montrons que 7 annule toutes les racines primitives n-emes de 'unité.

Soit p un nombre premier qui ne divise pas n, et x une racine de m. Montrons que zP est encore racine
de .

Comme 7|X™ — 1, il existe un polynéme g & coefficients dans Q tel que 7(X)g(X) = X™ — 1. Par le
lemme 1, on a méme que g et 7 sont a coefficients dans Z. Et, en évaluant en 2P, on a

m(aP)g(aP) = 0.

Siw(xP) # 0, alors g(aP) = 0, donc x est racine de g(X?). Par minimalité de 7, on a 7|g(XP), dans Q[X] :
il existe h € Q[X] tel que g(XP) = h(X)nw(X). Mais par le lemme 1, on a méme que h € Z[X]. Donc on
peut réduire ¢a modulo p. Dans F,[X], on a

g(X)" = h(X)7(X).

Soit # est un facteur irréductible de 7. Alors 6 divise g et donc 62 divise X™ — 1, dans F,[X]. Or X" —1
est sans facteur carré (par exemple avec la dérivée), contradiction.
Donc 7(2P) = 0.

Soit £ une racine primitive n-eme de D'unité. Il existe r € [1,n] tel que & = ¢. Comme ¢ est primi-
tive, r est premier avec n. Donc aucun des diviseurs premiers de r ne divise n. Ecrivons r = PLe P
Alors 7(€P1) = 0 car £ est racine de 7 et d’aprés ce qu’on vient de faire. Puis par récurrence, 7(£") = 0.
Donc toutes les racines primitives n-émes de 1'unité sont racines de w. Ainsi ¢, divise 7, et comme ils
sont tous les deux unitaires, on a égalité ¢,, = . |

Remarque 0.1 Questions possible de la part du jury :
e Pourquoi les polynomes cyclotomiques sont a coefs dans Z 7
e Montrer que ¢g est réductible sur tous les corps fini.



