Loi de réciprocité quadratique avec les résultants

Perrine Jouteur

Ce développement est inédit a ma connaissance. Je ’ai trouvé dans le livre Nombres et algébres de
Jean-Yves Mérindol. Son grand avantage est qu’il peut se placer dans plein de lecons d’algebre : 120,
121, 123, 126, 140, 142, 144 et 152. Le prix a payer pour cette profusion de recasages est la longueur du
développement, qui nécessite plusieurs entrainements avant de le maitriser en quinze minutes. Je conseille
d’ailleurs d’admettre toute la mise en place et de commencer la présentation & partir du lemme 0.3.

Remarque 0.1 Soient A un anneau, et P,Q € A[X, S, T]. Alors
Resx (P, Q)(T,T) = Resx (P(X,T,T),Q(X,T,T)).

Lemme 0.1 Soient P,Q € Z[X], unitaires, factorisés sur C en P = [}, (X —a;) et Q = [/, (X —b;).
Alors on a

Res(P,Q) =[] @(a) = (1) H P(b

Démonstration
Considérons les indéterminées Sy,---, S, et Ty, -+, Ty, et Vanneau A = Z[S1, - ,Sn, T1, - ,Tmm]. On
va travailler avec les polynomes suivant :

n

P(X)=[[(X = S) et QX) = [[(X —T).
j=1

i=1

On va déterminer le résultant en X de ces deux polynomes. Ce résultant est un élément de A, donc
un polynéme en Sy,---,S,,T1,- -, Tp. De plus, d’apres la remarque 1, pour tout i € [1,n], pour tout
j € [1,m], o .
Resx (P, Q)(S1,- -+, Si—1, T, Sit1,- -+ S0, T, -+, Tm) = Resx (P, Q)

ot P, Q € Z[S1, -+ ,Si—1,Si41, -+ S0, T1,- -+, Tpn] sont définis en remplacant la variable S; par 7). Or
P et Q, en tant que polynémes en X, ont pour racine commune 7T}, et donc leur résultant en X est nul.
Donc T} est racine du polynéme Res X(P7 Q) quand on le voit comme un polynéme en S;.

Finalement pour tout i € [1,n], pour tout j € [1,n], on a S; — T; qui divise Resx (P, Q). Comme les

éléments S; — 1) sont premiers entre eux deux a deux dans A, et que A est factoriel, on a finalement que
[T, [T52, (Si — Ty) divise Resx (P, Q) dans A, et donc il existe a € A tel que

Resx (P, Q) = ﬁﬁ(s -
i=1j=1

ce qui se réécrit :

Resx (P, Q) = Q( yrm H P(T,

n;:h

Il reste & montrer que a = 1. Pour cela, on va utiliser le fait que le résultant de deux polynomes est un
polynéme en leurs coefficients, et procéder ainsi & une identification. Plus précisément, dans la suite on
considere que Res X([:’, Q) est un polynoéme en les coefficients de Q.

Développons les polynomes P et Q en tant que polynémes en X a coefficients dans A :

P=z, X"+ 41X 420 et Q=1ynX" 4+ - +11X + 5.



Le résultant en X de ces deux polynoémes s’écrit :

Ty PR Xo

(En . e ‘TO
Ym - Yo

Ym Yo

En particulier, la diagonale est composée de x,, et de yo, et ces variables sont uniquement le long de la
diagonale, donc dans I’écriture développée de Resx (P Q) comme polyndme en les y;, le coefficient devant
yo vaut xj'.

Mais comme P est unitaire en tant que polynome en X, on a x, = 1 et donc le coefficient devant y§ vaut
1.

Enfin, grace a écriture Resx (P, Q) = a [/, Q(Si) = a[[\_,(ymS™ + -+ + y1S; + yo), on sait que le
coeflicient devant y{ est a. Par identification, a = 1, ce qui conclut la preuve. |

Remarque 0.2 On aurait aussi pu démontrer cela par récurrence sur deg(P) + deg(Q).

Proposition 0.1 Réciprocité des résultants
Soient P, Q deux polynomes a coefficients dans Z, de degrés n et m. Alors

Res(P,Q) = (—1)"™ Res(Q, P).

Démonstration
C’est un corollaire immédiat du lemme 1. Sinon, il s’agit simplement d’utiliser ’alternance du déterminant.ll

Lemme 0.2 Soit P € Z[X], de degré pair n = 2d. Supposons de plus que P soit symétrique, c’est-a-dire

que son homogénéisé P vérifie P(X,Y) = P(Y, X).

Alors il existe un polynome V € Z[T] de degré d tel que V(X + X~ 1) = X~4P(X).

Démonstration

Considérons le polynome homogene P : par hypothese, il est symétrique, et donc c’est un polynéme en
=X +4Y et 05 = XY. Donc il existe Q € Z[o1, 02 tel que P(X,Y) = Q(X + Y, XY).

Ecrivons Q = > 9i,j010%. On a

QX +Y,XY)=> Z ( )Xkﬂw ki = P(X,Y).
%,J

Mais P est homogene de degré 2d donc pour tous 4, tels que gij # 0,94 2j = 2d, et donc 7 est
nécessairement pair. _
Ainsi en réalité, Q = 37, i g2 jo7'c}. Donc en fait Q est un polynéme en of et en oy, donc en X? 4 Y?

et XY car o2 est un polynome en )£2 +Y?et en 02. On note Q ce polynéme en X2 +Y?2 et en XY, de
telle sorte que Q(X? + Y2 XY) = P(X,Y) et Q est un polynéme homogene de degré d.

Posons alors V(T) = Q(T,1). On a
XWX+ X H=XQX+X11)=Q(X*+1,X)=P(X,1) = P(X).
D’ou le résultat. |

Théoréme 0.1 Soient p, ¢ deux nombres premiers impairs distincts. Alors

p p—1la-1 ((q

— ) =(-1) =2 2 = 1.

(5) === ()
Démonstration

Soit p un nombre premier impair. Le polynéome XP~ 1+ ..4+ X +1 est symétrique de degré pair, donc par le
lemme 2, il existe un polynome V,,(T') € Z[T tel que V,(X+X 1) = X% 4 A X1 X X
On pose alors

Ky(Y) = V(Y +2).
Alors K, vérifie :



Montrons que Res(K,, K,) = (p) modulo p.
q

On a calculé que K,(Y) = Y*2 modulo p. Donc Res(K,, K,) = Res(Yp%l,Kq) modulo p. Et méme
mieux, grace a la formule du lemme 1, on a

p—1

2
Res(Kj, Kq) = H Kq(0) = qp%{
i=1

Ainsi Res(K,, K;) a la méme classe que <;> dans Z/pZ.

Pour conclure, on va montrer que Res(K,, K,) est inversible dans Z. Procédons par I’absurde : supposons
que Res(K,, K;) ne soit pas inversible dans Z. Alors il existe un nombre premier r qui divise Res(K,,, K).
Donc dans tout corps de caractéristique r, Res(K),, K,) = 0. Ainsi sur une extension E de F,, les
polynémes K, et K, ont une racine y commune. On a vu que K,(0) = p et K,(0) = ¢ dans Z, donc
au moins 'un de ces deux nombres est non nul modulo 7, et donc y n’est pas nulle. Quitte & grossir
I'extension E, I'équation x + 2~ — 2 = y admet une solution non nulle dans E. Cette solution x vérifie
alors K,(z + 271 — 2) = 0 c’est-a-dire

p—1

7T (P 1) =0.

Or z est non nulle, donc 2P~ 4 --- 4+ 2 4+ 1 = 0. De plus y est non nulle donc x n’est pas égale a 1, et
ainsi = est une racine non triviale de X? — 1, dans E. Mais z vérifie la méme relation pour K, et donc
x est aussi racine non triviale de X9 — 1 dans E. Ceci est absurde (car p et ¢ sont premiers entre eux et
donc le seul nombre qui est & la fois racine piéme et racine giéme est 1).

Finalement, Res(K),, K;) est inversible dans Z donc égal & +1, et la réduction modulo p permet de
conclure :

Res(K,, K,) = (i)

Et voila! ]



