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groupes.
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Résumé

Le tour de magie du mélange parfait repose sur deux permutations agissant sur les positions des cartes du
paquet appelées In et Out. Grace a ces deux permutations, un habile prestidigitateur peut déplacer une carte
d’une position quelconque vers n’importe quelle autre place dans le paquet. Un algorithme constructif donne
ainsi une séquence de In et de Out & effectuer pour transporter une carte de la position i a la position j. Enfin,
le groupe engendré par In et Out peut étre étudié en lui-méme comme sous groupe du groupe des permutations,
notamment par ’établissement d’isomorphismes vers d’autres groupes mieux connus.
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1 Préliminaires

1.1 Position du probleme

Le tour de magie qui fonde ce TIPE consiste & déplacer sur demande du public une carte au sein du paquet
en se contentant de le mélanger plusieurs fois. Le truc réside dans la fagon de battre les cartes : le magicien
exécute en effet une séquence de mélanges entierement déterministes, dits "mélanges parfaits”.

Ces mélanges sont de deux sortes, et fonctionnent de la méme maniére : on coupe en deux moitiés le paquet
de cartes (on travaille avec un nombre pair de carte, soit 2n), et on entrelace les cartes de chaque moitié, une
sur deux exactement. Si 'on commence par la moitié du bas, il s’agit d’'un Out-shuffle, tandis que commencer
par la moitié du haut revient & effectuer un In-shuffle.

B0~

orNw

Bro~

3
1
0

orvw
ENUTN

paquet initial coupe

/ Out shuffle

or MW
suoN

In shuffle

Figure 1

L’objectif de ce TIPE est de comprendre les mécanismes de ces deux mélanges et du tour de magie qui en
résulte, et d’étudier par transport de structure le groupe qu’ils engendrent.

1.2 Notations et définitions

Par convention, les cartes seront numérotées de 0 a 2n — 1. De plus, on identifie les mélanges parfaits a
des permutations des positions des cartes dans le paquet, donc & des permutations de [0,2n — 1]. Le groupe
engendré par In et Out sera noté < I,0 >.

On peut alors donner une définition explicite de In et Out :

I(i)* 20 +1 s10<i<n—-1 O(i)* 21 st0<i1<n—-1
] 20—2n sin<i<2n—-1 ] 204+1—-2n sin<i<2n—-1

1.3 Premiéres propriétés

& I et O sont des permutations a symétrie centrale, c’est-a-dire vérifiant la propriété suivante :
Vie[0,2n—1], g(i)+g2n—1—i)=2n-1

ou g € Gy,

& L’ordre de O est l'ordre de 2 modulo 2n — 1 et celui de I est 'ordre de 2 modulo 2n + 1.

2 Un algorithme constructif

2.1 Principe

L’exécution du tour de magie nécessite de connaitre une succession de In et de Out qui transportera une carte
d’une position i vers une position j dans le paquet. On divise le probleme en deux étapes : d’abord, amener la
carte en position 0, puis, de la position 0, amener la carte en position j.

& Premiere étape : déplacer la iéme carte en position 0
L’astuce consiste a renverser le probleme en cherchant a déplacer la carte 0 vers la position i, mais a l'aide des
inverses des mélanges parfaits, dont la définition est :

LgJ +n st x est pair {gJ st x est pair
I7Y(z) = O~ H(z) =
x . x .
LiJ stmon {,J +n stnon
2 2



Partant donc de la position 0, on construit un arbre résumant toutes les possibilités de déplacement grace a
O letI L

i_J \H:n
/" \ \
I I o I &

Si le nceud pere est pair, son fils gauche sera son image par O~! et son fils droit son image par 17!, et
inversement s’il est impair. On définit 'entier » comme suit : 2r-1 < on o,

2nt
Chaque nceud de I'arbre est de la forme {%J, avec k la profondeur du noeud et ¢ un entier entre 0 et 281,

Le niveau r contient alors tous les entiers entre 0 et 2n — 1, ce qui signifie que toutes les positions peuvent étre
atteintes & partir de la position 0 grace & une combinaison de I~ et O~!, d’ou la validité de I’algorithme.

2nt . . . , ..
FJ , on retrouve le chemin parcouru pour l'atteindre en lisant la décomposition
binaire de ¢, du bit de poids le plus faible vers le bit de poids le plus fort.

Afin de tenir compte de la parité des nceuds rencontrés, on introduit un terme correctif s défini par : s = 2nt—2"1.
En additionnant deux a deux les bits des décompositions de ¢ et ceux de s, on obtient une séquence de mélanges

parfaits & réaliser, un 1 correspondant & un In et un 0 & un Out. [4]

Pour un noeud de la forme L

& Deuxieme étape : déplacer la carte du haut du paquet (position 0) vers la position j
11 suffit de décomposer j en binaire, et d’effectuer un Out pour un 0 et un In pour un 1, en lisant la décomposition
du bit de poids le plus fort vers le bit de poids le plus faible. [2]

2.2 Implémentation en python

En pratique, les mélanges parfaits requierent beaucoup de dextérité. La modélisation informatique permet
de manipuler des paquets de grandes tailles (quelques dizaines de cartes) sans risque d’erreur due a un défaut
d’agilité. On représente un paquet de 2n cartes par une liste python d’entiers ou la iéme valeur correspond au
numéro de la carte située en ieme position dans le paquet réel.
In et Out sont codés par des fonctions qui modifient un paquet donné en argument.
Des fonctions auxiliaires (encadrement et binaire) permettent respectivement de calculer entier r défini précédemment
et d’obtenir la décomposition binaire d’un entier.
La fonction top donne une succession de mélanges a effectuer pour amener la ieme carte en position 0.

def top(i,n):
r = encadrement (2*n) + 1
if i == 0:
t =20
elif i == (2*n) - 1:
t = (2*%*r) - 1
t = ((i+l)*(2**x))//(2*n)
if t == (i+l)*(2**r)*1./(2*n):
t = t-1
T = binaire(t,r)
S = binaire(2*n*t - i*2**r,r)

e [(T[k] + S[k])%2 for k in range(r)]

Exemple : on veut transporter la 10eme carte en position 0 dans un paquet de taille 56 :

>>>

>>>
[L,
>>>
>>>
>>>
>35>
>>>
>>>
1o,
4,
15,

. 16,

11,

execfile ('perfect shuffle.py')
top(10,28)

0, 1, 1, 0, 0]

p = range (56)

In(p)

out (p)
In(p)

In(p)

p

35, 3, 28, 24, 49, 17, 42, 39, 7,
3e, 4, 29, 25, 50, 18, 43, 40,
12, 37, 5, 30, 26, 51, 19, 44, 41,
13, 38, &, 31, 27, 52, 20, 45]

32, 0,
8, 33,
9, 34,

53, 21, 46, 1
1, 54, 22, 47,
2, 55, 23, 48

>>> |

Enfin, la fonction tour synthétise le tour de magie en modifiant un paquet donné en argument pour déplacer la
teme carte en position j (i et j donnés en arguments). Par exemple, sur un paquet de taille 32, en souhaitant
déplacer la 9eme carte en position 26 :



>>> execfile ('perfect shuffle.py")

>>> p = range(32)

>>> tour (p, 9,26)

14, 20, s, 21, 6, 22, 7, 23, 0, 16, 1, 17, 2, 18, 3, 19, 12
, 28, 13, 29, 14, 30, 15, 31, 38, 24, 9, 25, 10, 26, 11, 27]
>>> pl26]

9

3 Etude théorique

L’ensemble des séquences de In et de Out forme un groupe dont la structure dépend de la taille du paquet sur
lequel ces mélanges s’appliquent. En étudiant ce groupe par transport de structure (utilisation d’isomorphismes
vers d’autres groupes plus maitrisés), on espére mettre en évidence des propriétés des mélanges parfaits qui
pourraient compléter ou améliorer le tour de magie.

3.1 Cas des puissances de 2

On se place dans le cas 2n = 2% o k € N.
Théoreme: < I,0 > est isomorphe & (Z/27)* x Z/17.

Démonstration :
On pose :

fo (Z/w)k+) — (<0, 1>,)

k
(a1,a2,...,ar) +— HB;J
j=1

ot B; = 0’71107
On montre que f est un morphisme injectif. (annexe 2)

Construction de 'opération sur le produit semi-direct :

(,252 Z/kZ — Aut((Z/Qz)k)
R (%z ((Z/zz)’“ - o )

ala"'aak) — (a’p+17"'7ak7a17"'7a’p)

On vérifie aisément que ¢ est bien définie et qu'il s’agit d’'un morphisme de groupes. On construit a partir de
¢ une loi de composition interne sur (Z/27)* x Z/z

(a,p) * (a',p) = (a + ¢p(a'),p +p')

On pose enfin :
1/12 (Z/Qz)kKZ/kZ — <I,O>
(a,p) —  f(a)O7P

1 est un isomorphisme. W

3.2 Quelques lemmes

Notations et définitions :

On note sgn la signature de Gy, .

On note B, 'ensemble des permutations de &,, a symétrie centrale, et D,, le groupe des permutations avec
un nombre pair de changements de signe des vecteurs de la base canonique de R™ (groupe de Weyl de type D,
d’ordre n) [5].

Va € [0,n — 1], on note Z le doublet {x, 2n—1—x}.

On pose alors :

B, — S({zze0,n—-1]})
c +— 7: T — {o(x),c(2n—-1—2)}
Il s’agit d’'un morphisme. On note K le noyau de sa restriction a < 1,0 >.
On pose :
sgn: B, — {-1,1}
o +—  €(o)

ou € désigne la signature sur &, en identifiant &,, et S{Z ,z € [0,n — 1]}).



Propriété 1 :
Les images par sgn et sgn de I et O sont données par la figure suivante :

n%4 0 1 2 3
sgn(l) 1 -1 -1 1

sgn(l) 1 1 -1 1

sgn(0)| 1 1 -1 -1

sgn(0) | 1 1 1 -1

Figure 8

Démonstration : Les calculs sont effectués en annexe 3.

Propriété 2 (admise) : Soit < I,O >* Pensemble des éléments de < I,0 > qui envoient [0,n — 1] sur lui-
méme. < I,0 >* peut donc étre vu comme un sous-ensemble de &,,.

Si A, C< 1,0 >* alors K contient tous les produits d’un nombre pair de transpositions de la forme (x 2n—1—x)
et Card(K) > 2"1 [3].

3.3 Cas n impair

Théoreme :
Sin=1[4],alors < 1,0 > = Ker(sgn).
Sin=3[4], alors < I,0 > D,

1

Démonstration :

SCasl:n=1[H4]:
L’objectif est de montrer que Ker(sgn) C < 1,0 >.

Montrons que A, C< I,0 >*:
On pose
c=0"YO"10I171)20 w=I1"10c 11020 c!
Tous calculs faits,
c=(012.n-1)2n—12n—2..n) w=(n—1n-31)(nn+22n—2)
On remarque que w € < I, O >*, donc en le restreignant a [0,n — 1], il s’agit d’'un 3-cycle. (c'wc™");ey est une
famille de 3-cycles vérifiant :

—+oo
(1) U cwe™" = [0,n — 1] (il s’agit en fait d’une réunion finie).
=0

(i) Vi € N, 35 € N\ {i}, Supp(ciwec—i) N Supp(ciwe7) # ().
Ainsi cette famille engendre A,,, qui est donc inclus dans < I, 0 >*.
Montrons que < I,0 > = A,, (on identifie ({Z, z € [0,n — 1]) et &,,).

Soit o € A,,.
Comme A4, C< 1,0 >* il existe M € < I,0 >* tel que la restriction de M a [0,n — 1] soit égale & 0. On a

alors, par symétrie centrale de M :
— 0 n—1
M= O
( o(0) ... on-1) >
Ce qui équivaut, en identifiant Z et x, & M = o.

Puis, d’apres la figure 3, sgn(< I,0 >) C {1} donc < I,0 > C A,, ce qui fournit I'inclusion réciproque. On a
égalité.

Comme I € <I,0 >, ilexiste g €< I,0 >* telle que g = 1. g €< I,0 >* donc sgn(g) = 1. De plus
d’apres la figure 3, sgn(I) = —1.

Donc sgn(I~'g) = —1. Et cette permutation est dans K.

Ainsi, et grace a la propriété 2, Kcontient toutes les permutations de la forme (a1 2n—1—ay)...(a, 2n—1-—a,)



sans restriction sur la parité de v.

On est & présent en mesure de montrer que Ker(sgn) C < 1,0 > :

Soit o € Ker(sgn).

g€ A,=<1,0>doncilexiste M €< 1,0 > tel qued = M.

Ainsi M—10 = id donc on peut décomposer cette permutation en produit de transpositions de la forme
(z 2n—1-—x). Or ces produits sont des éléments de K, donc de < I,O >. Finalement, 0 € < I,0 >.

& Cas2: n=3[4]:

On a toujours A,, C < 1,0 >.

Cette fois, O est de signature —1, et il s’agit d’un élément de < 1,0 >, donc < 1,0 > = &,,.

D’autre part, < I,O > C Ker(sgn - sgn) donc en particulier, d’apres la propriété 2, K ne contient que les
produits d’un nombre pair de transpositions de la forme (z 2n—1—z).

On pose :

g: <I,O> — K
11 (M(z) ; 2n—1— M(z)) sisgn(M)=1

z€[0,n—1],
M(z)e[n,2n—1]

II W@ 2n-1-M@) sisgn(M)=-1
z€[0,n—1],
M(z)e[0,n—1]

Montrons que g est bien définie :
Soit M e < 1,0 >.
On remarque que
M = 11 (M(z) 2n—1-M(z)) oe(M) (%)

$eﬂ07n_1ﬂa
M(z)e[n,2n—1]

ou e est un morphisme qui permet d’étendre une permutation de G,, en une permutation a symétrie centrale

de 62n :

e : 6n — Bn
e(o): [0,2n—-1] —> [0,2n — 1]
o — o(x) siz<n—1
X —
2n—1—o0(2n—1—2z) sinon

On vérifie que e est bien défini, et qu’il s’agit d’un morphisme injectif.

La relation (x) se démontre point par point en distinguant les cas selon que = < n — 1 ou non.
D’apres cette relation,

sgn(M)zsgn( H (M(z) 2n—1—M(x))> - sgn(e(M))
M?ace)[g)ﬁz,giﬂilﬂ

Or comme les images de e conservent [0,n — 1], elles sont paires, donc la parité du nombre de transpositions
dans le produit ci-dessus est celle de M. L’imparité de n finit de prouver que g est bien définie.

On construit enfin la fonction v :

Yv: <I,0> —  G,xK
M — (M, g(M))

La loi de composition interne associée au produit semi-direct est donnée par :
N 01,09 € Gn, v kl,kg € K,

(0‘1, k‘l) * (0’27 k’g) = (0‘10’2, kle(al)k‘ge(afl))
On montre que ¥ est un isomorphisme.

< I,0 > est donc isomorphe a < I,O > x K. Oronavuque < I,0 > =G6,,.



Il ne reste plus qu’a étudier K :
On note Z 'ensemble des éléments de (Z/97)"™ de somme des coordonnées nulle. Il s’agit d’un sous-groupe, de
cardinal 21,

On pose :

hi : K — Z
(a1 2n—1-ay)...(ay, 2n—1—a,) +— (@1,..,2,) avecxp =1 & Jje[l,v], a; =k

hy est bien définie car K ne contient que des produits d’un nombre pair de transpositions. h; est injective, Z
et K ont le méme cardinal, donc elle est bijective. Et on vérifie que c¢’est un morphisme de groupes.

On pose ensuite :
h2 : A — (Z/Qz)n_l
(a1, ey @p_1,an) +—> (a1, Gp_1)

ho est bien défini, et il s’agit d’un isomorphisme, de réciproque :

hyt: (Z/9z)" 1 — Z

n—1

(a1,a2,...,an_1) — (a1,a2,...,an_1, E ai)

i=1

Finalement, par transitivité de la relation d’isomorphisme, K ~ (Z/27)" 1.
Donc
<I,O>~ &, x (Z)og)" !

Le groupe de Weyl D,, est isomorphe & ce produit direct [5], ce qui achéve la démonstration. W

3.4 Cas n pair

Théoreme :
Sin =0 [4], alors < I,0 >= Ker(sgn) N Ker(sgn).
Sin=2[4],alors < I,0 >~ B,.

Démonstration :
En considérant des combinaisons judicieuses de In et de Out, on parvient & montrer que A, C < I,0 >*, puis
avec le méme raisonnement qu’a la sous-section précédente, on a A,, C < 1,0 >.

& Casl:n=0[4]:
Ce cas se traite de maniére analogue au cas n =1 [4], par double inclusion.

& Cas2:n=2[M]
Comme < I,0 > contient A,, et une permutation impaire, en 'occurrence I (figure 3), ona < 1,0 > = G,,.

D’autre part, O € A, et A, C< I,0 >*, donc il existe g € < I,0 >* tel que gO~! € K.

g €< 1,0 >* sgn(g) =1, donc gO~! est impaire. Ainsi K contient une permutation impaire, donc d’apres la
propriété 2, il est composé exactement des produits de transpositions de la forme (z 2n—1—z), et Card(K) = 2™.
Le reste de la démonstration est similaire au cas n =3 [4]. B

4 Etude pratique : cas 2n = 32

4.1 Généralités

On se place dans le cas d’un paquet de cartes de taille 32, soit 2°. On a alors :
<I,0O> =~ (Z/y)° xZ/sy
L’ordre de I vaut 10, I'ordre de O vaut 5 et le cardinal de < I, O > vaut 160.

L’isomorphisme v qui permet de passer de < I,0 > & (Z/27)° X Z /57 permet également d’expliciter les inverses
des mélanges parfaits.



I=1((1,0,0,0,0),4) et O =1v((0,0,0,0,0),4).
Donc :

I~ =v(((1,0,0,0,0),4)~") = 4((0,0,0,0,1), —4) = 0*10* O0~' =1((0,0,0,0,0), —4) = O*

On savait déja que O* = O~'. L’expression de I~' présente un intérét lorsque l’on s’intéresse a la carte en
position 0. En effet, le Out la laisse invariante, donc il suffit d’effectuer un In puis quatre Out pour obtenir
I'image de 0 par 1!, au lieu de neuf In consécutifs.

4.2 Calcul du centre

On montre que le centre de < I, O > est trivial :

Soit (a,p) € Z ((Z/22)° x Z/5z). En particulier, (a,p) commute avec (a’,0), pour @’ € (Z/z)°, c’est-a-dire
(a,p) x (a',0) = (¢, 0) x (a,p) donc ¢p(a’) = a’.
Ainsi ¢, = id, puis p = 0, nécessairement.

D’autre part, (a,p) commute avec (0,p’) pour tout p’ € Z/sz, donc : a + ¢,(0) = 0+ ¢, (a), puis a = ¢, (a).
Donc pour p’ = 0, on obtient a = 0, nécessairement.

Le centre de < I, 0 > est réduit au singleton {Id}.

5 Conclusion

Assimiler les mélanges parfaits a des permutations a permis d’expliquer les mécanismes qui sous-tendent le

tour de magie. Une fois ce tour compris, il est intéressant d’explorer de maniere plus fine le groupe engendré
par les In et Out shuffle, notamment pour en dégager des propriétés utiles au tour de magie.
Le cas d'un paquet de cartes de taille impaire n’a pas été évoqué car la définition méme des mélanges parfaits
repose sur I’hypothese d’'un paquet de taille paire. Cette contrainte provient du fait que ’on n’envisage qu’une
seule coupe du paquet. En généralisant le probléme a plusieurs coupes, on pourrait considérer des paquets de
tailles quelconques.
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Annexes

Annexe 1

Complément concernant le terme correctif de 'algorithme :

r—1
On note t = Ztﬂi.
i=0
On a: .
-1 r—1
2nt 2n i ik
i=0 i=k
2nt 2nq
] = 5] +2me
k—1
Avec x entier et g = Z ;2.
i=0
L, 2nt 2nq . . . . . ..
Donc la parité de {?J est celle de LQTJ , ce qui correspond au bit de poids le plus faible dans la décomposition

2n
binaire de LQ—,:]J , c’est-a-dire au coefficient numéro k de la décomposition binaire de 2nt. L’entier s = 2nt—i2" !

donne donc, par sa décomposition binaire, la parité de chaque noeud rencontré. Le soustraction par ¢2" permet
d’éviter de dépasser r bits. l

Annexe 2

Complément de démonstration du cas des puissances de 2 :

Montrons que f est un morphisme injectif :
Soient a = (a1, as, ...,ax) et b = (by, by, ..., by), éléments de (Z/2z)*. Montrons que f(a +b) = f(a)f(b) :

k
= H(Bj)aj H(Bj)bj car les B; commutent deux & deux
j=1 j=1

= f(a)f(b)
Donc f est un morphisme de groupe. Montrons qu’il est injectif :
Soit a € Ker(f).

fla) =1id

k
I8 =id
j=1



Action de B; sur un nombre en binaire :
V(z1, ..., zn) € {0,1}7,
Bj(xq,...,xp) = (z1,....,1 — x5, ..., xp)

D'ou: Y(z1,...,an) € {0,1}",

k . . . .
H ) x1 St ay est pair Ty, St ay est pair
- b 1 — 21 st ay est impair ... 1 —x si a, est impair
j:
Ainsi :
(@ ) = r1 st ay est pair T, St ap est pair
Lyeesim 1— x4y si ay est impair ... 1— 1z sia, est impair

Donc tous les a; sont pairs, c’est-a-dire nuls (on est dans Z/5z). Donc f est injectif.

Annexe 3

Démonstration de la propriété 1 :

Comme le In shuffle correspond a un Out dans un paquet contenant 2n + 2 cartes, il suffit de démontrer
le résultat pour O et de remplacer n par n + 1 pour avoir le résultat sur I.

& Afin de déterminer la signature de O, on dénombre les inversions de O, c’est-a-dire les couples (z,y) €
[0,2n — 1] tels que x < y et O(x) > O(y).

Soit (z,y) € [0,2n — 1]? tel que = < y.

2esiz<n-—1

Par définition, O(x) = .
2z — 2n + 1 sinon

Donc
O(x)>0(y) & z€ [0,n—1]ety € [n,z+n—1]
n—1
1

Ilya Z(n—l—x —1-n+1)= M inversions.

=0 2
Sin =0 [4], alors n(”H) est pair donc sgn(0O) = 1.
Sin=1[4], sgn(O) = 1.
Sin=2[4], sgn(0) =-1.
Sin =3 [4], sgn(0) = —1.

& Pour la signature de O, on dénombre les couples (z,y) € [0,n — 1]? tels que z < y et O(x) > O(y), en
identifiant les doublets {z,2n — 1 — z} aux entiers = € [0,n — 1].

Soit (z,y) € [0,n — 1]? tel que z < y et O(z) > O(y).

Siz > %, les doublets {2z,2n — 1 — 2z} et {2y,2n — 1 — 2y} s’identifient & 2n — 1 — 2x et 2n — 1 — 2y,
donc la condition O(z) > O(y) se réécrit :

2ln—z)—1>2(n—y)—1

1
On note m = | 24].

. i (n—m)(n—m—1)
Le nombre de couples qui vérifient cela est Z n—1—-(x+4+1)) = 5 , et ce sont tous des
inversions.
Si x < %, comme (z,y) est une inversion, nécessairement y > % (sinon on aurait 2z > 2y et z < y, ce

qui est absurde). Donc 2z > 2n — 1 — 2y, ce qui équivaut a :

r+y=n

10



125+
-1
Le nombre de couples qui vérifient cela est Z n—1—-(n—-z)+1)= %
=0

m(m — 1) si n est pair
Le nombre total d’inversion vaut ("7m)(n ml) 4 m(m b= {(71,(_1)2 ) P
1

si n est impair

Script python

import numpy.random as rd

22

?77p est une liste python representant le paquet de cartes.

N

777 Melanges parfaits

def In(p):
n = (len(p)/2)
q = [k for k in p]
for i in range(n):
p(2+i+1] = qli]
for i in range(n,2x*n):
p[2%i—2%n] = q[i]
def Out( ):
len(p))/2

p
= (
= [k for k in p]

for i in range(n):
p2+i] = qfi]
i in range(n,2x*n):
p[2*i+1-2xn] = q[i]

for

"?7Inverses des melanges parfaits 777

):
len(p))/2

def rIn(p
n = (
q = [k for k in p]
for i in range(n):
pli] = q[2xi+1]
i
p

for in range(n,2x*n):

[i] = q[2%1—2+n]
def rOut(p):

n = (len(p))/2

q = [k for k in p]

for i in range(n):
p[i] = q[2x1i]

for i in range(n,2x*n):
pli] = q[2xi4+1—2xn]

R R

777 Melanges Bj qui servent dans la demonstration du cas des puissances de 2

def B(j,p):
for i in range(j—1):
Out(p)
In(p)

for i in range(j):
rOut (p)

»?7 Implementation de 1’ algorithme du tour de magie

def encadrement(n): #calcul de [’ entier r

11



q=n

r =20

while q > 1:
r =1
=q//2

return r

def binaire(t,r): #decomposition en binaire comprenant r bits d’un entier t

T = r*[0]

u =+t

while u != 0:
¢ = encadrement (u)
if r I= c:

T[r—c—1] =1

u = u—(2%xc)

return T

?7"La fomnction top renvoie une sequence de melanges qui transporte
la ieme carte en position 0.777

def top(i,n):

r = encadrement (2xn) + 1
if i = 0:
t =20

elif i = (2xn) — 1:

else:
b= ((i+1)(24x1))//(24n)
if t = (i+1)%(2%x1)*1./(2%n)
t t—1
T = blnalre( r)
S = b1na1re(2*n*t — 1%2%x1,71)
return [(T[k] + S[k])%2 for k in range(r)]

"7?La fonction sequence renvoie la liste des melanges a effectuer pour deplacer
la ieme carte en position j dans un paquet de taille n :77”

def sequence(i,j,n):
A = top(i,n)

if j = 0:
B =[]
else:
r = encadrement (j) + 1
B = binaire(j,r)
return A4B

7?7?La fonction tour effectue elle—meme le tour, par effets de bords, sur un
paquet P ‘,777777

def tour(p,i,j):

n = len(p)//2

for k in sequence(i,j,n):
if k = 0:
Out (p)
else:

In(p)
return p

R

777 Generation d’un paquet aleatoire
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def paquet(n):

p =[]

q = range(n)

while len(q) >= 2
¢ = rd.randint (0,len(q)—1)
p.append (q[c])
del qc]

p.append (q[0])

return p

2020

7770ut et In shuffle en motations permutation de S_2n
def I(n):

[

i in range(n):
s[i] = 2*i+1

i in range(n,2x*n):
s[i] = 2%1i—2#n
return s

[

i in range(n):
s[i] = 2xi

i in range(n,2%n):
s[i] = 2%i+1-2xn
return s

?77Fonction s —> sbarre
Les permutations en arguments sont a symetrie centrale.”””
def permutation_barre(s):

n = len(s)/2

sbarre = [0]*n
for i in range(n):
sbarre[i] = (s[i],s[2%n—1-i])

return sbarre

200

77”7 Fonctions de base sur les permutations

def compose(f,g):

n = len(f)

h = [0]*n

for i in range(n):
h(i] = flglil]

return h

def itere(f,k):
g = range(len(f))
for i in range(k):
g = compose (f,g)
return g

def inverse(f):
n = len(f)
g = [0]*n
for i in range(n):
glf[i]] =1
return g
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