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1 Introduction

Ce document a été rédigé en s’appuyant sur les références suivantes : Ahlfors [1], Audin [2], Lang [4], Fermat-Wiles
[3], et Wikipédia [5].

Définition 1.1 Un sous-groupe additif 2 C C est un réseau si

1. Q est discret,
2. Q engendre C sur R.

Définition 1.2 Soit Q un réseau de C. Une fonction méromorphe f € Mer(C) est elliptique de périodes Q lorsque
Yw € Q, f(z+w) = f(2).

Remarque 1.1 L’ensemble des fonctions elliptiques de période € est un sous-corps de Mer(C).
Remarque 1.2 Si f € Mer(C) alors 'ensemble des périodes de f forme un sous-groupe discret de (C, +).

Exemple 1.1 Reprendre la construction d’une fonction elliptique de périodes aZ + ibZ avec a,b € R* faite lors du
cours précédent a partir du théoréme de représentation conforme et du principe de réflexion de Schwarz.

Soient a,b deux réels. On pose ) = aZ + ibZ un réseau. Considérons le rectangle R suivant, et son uniformisation
f au demi-plan (un rectangle est bien un domaine simplement connexe) :

MJ‘

(a) rectangle R (b) demi plan H

D’apres le principe de réflexion de Schwarz, on peut étendre f aux symétriques du rectangle par rapport a chacun
de ses cOtés :

a (0,0 { a

ib o 'y

(c) prolongements (d) demi plan H

Il manque seulement un lemme pour pouvoir conclure :

1.1 Deux réflexions distinctes commutent si et seulement si leurs axes sont perpendiculaires.

Démonstration Soient deux réflexions s et so, d’axes respectivement dirigés par les droites affines Dy et Dy (dis-
tinctes). On choisit i et ¥ des vecteurs directeurs unitaires de D et D’ tels que la base (, ¥') soit directe.

Si D1 et Do sont paralléles, alors s1 089 est une translation, de vecteur 2 dist(D, D’ )ﬁ, avec W un vecteur unitaire diri-
geant une perpendiculaire & D, orienté de D vers D’. De méme, s 051 est une translation de vecteur —2 dist(D, D’ )ﬁ
Donc s7 et sg commutent si et seulement si dist(D, D’) = 0 ce qui n’est pas le cas.

Si D; et D5 sont sécantes, en un point O, alors s; o so est une rotation de centre O et d’angle 2(77 7}

Comme P'angle d’une rotation la caractérise, les réflexions s; et so commutent si et seulement si (W, 7) = (¥, W), si
et seulement si <7, 7) = 0 si et seulement si les axes sont perpendiculaires. |



Ce lemme assure que f est définie de maniere unique, quel que soit 'ordre choisi pour I’étendre par symétrie. On peut
ainsi itérer les symétries pour paver le plan complexe et étendre f & C entier.

De plus, comme la composée de deux réflexions d’axes paralleles est une translation, on a bien :
Vz e R, f(z+a)=f(2) et f(z+b) = f(2)
On a bien construit une fonction elliptique de périodes Q.

Remarque 1.3 D’apres les formules de Schwarz-Christoffel, si f est la fonction elliptique de I’exemple ci-dessus alors
sa fonction réciproque est

“1(,) — # dw
=) /(J\/w(wl)(w)\))

pour une valeur A dépendant de a et b. Ce type d’intégrale apparait dans le calcul de la longueur d’un arc d’ellipse.
L’étude de ces intégrales commence avec Kepler et se poursuit avec Gauss, Jacobi, Abel et continue encore aujourd’hui.

1

Exemple 1.2 La série Z ( ]
z—w

weN

5 définie une fonction elliptique de périodes (2.

1 1
— —5. Sa dérivée ©'(z) est elliptique de périodes €2 ce qui implique que pour

Bxemple 1.3 Soit (=) = D -5~

wEN
W#0

w €N, p(z+ w) — p(z) est constante, en posant z = —% et en utilisant la parité de o on montre que cette constante
est nulle : p est elliptique de périodes €.

2 Les réseaux de C

Théoreme 2.1 Si G est un sous groupe discret de (C,+) alors G = {0}, G = wZ (w # 0) ou G = w1 Z+ wsZ (w1 #0
et 22 ¢ R).
w1

Ces derniers sont les réseaux.

Démonstration Supposons que G ne soit pas réduit a {0} : soit w € G, w1 # 0. Comme G est discret, il existe un
nombre fini d’éléments dans G de module inférieur & wy, donc on peut choisir w; de module minimal dans G. De plus,
G est stable par addition, donc pour tout n € Z, nw; € G. Si G = w1Z, on a fini. Sinon :

, w
e Etape 1 : Supposons qu'il existe wy € G sur la droite réelle Rw;. Alors {a + b | (a,b) € Z} est un sous-groupe de
w2

(R, +), donc ou bien il est de la forme Za pour @ > 0 ou bien il est dense dans R. Comme G est discret, le deuxieme
cas est impossible, donc il existe a > 0 tel que Zw; + Zwy = aw;Z. Enfin, par stabilité de G, on a aw; — |ajw; € G
donc, par minimalité de |wq] :

law — [awi| = |wi]

(a—la)) =1
a>|al+1

Cela signifie que aw = || + 1 donc que « € Z, ce qui se traduit par awiZ C wiZ.

e Etape 2 : Supposons qu'il existe wy € G, wo ¢ Rw;. Comme G est discret, il existe un nombre fini d’éléments de
G de module inférieur & |ws|, donc quitte & changer we, on peut le choisir de module minimal parmi les éléments de
G qui ne sont pas dans Zw;. Montrons que G = Zw; + Zws. On a déja l'inclusion réciproque par stabilité de G par
addition.
Pour l'inclusion directe, soit w3 € G.
Remarquons que la famille (wq,ws) est libre dans C en tant que R-espace vectoriel, et de cardinal 2, donc elle forme
une base de C. Ainsi il existe des réels a1, as tels que wz = ajwy + asws. Posons n; = min(a; — |a; ], |a;] + 1 — a;) pour
i =1,2. G est stable par addition, donc w3z — njw; — nows est encore un élément de G. Or par inégalité triangulaire,
et définition des n;, on a :

lws — niwi — nows| < a1 — nq|lwi] + |az — na||ws]

|wi| | |wel
D) + D) \| 2|

Par minimalité de |ws|, on doit avoir égalité dans ces inégalités, donc en particulier,

lws — niwi — nows| <

[(a1 — n1)wr + (a2 — n2)wsz| = a1 — naf|wi| + |ag — nz||ws|



D’apres le cas d’égalité dans les inégalités triangulaires, soit (a1 —n1)w; est multiple réel de (ag —na)ws, soit (az —ng)ws
est nul. Comme w; n’est pas multiple réel de wo, on est dans le deuxiéme cas : (az —n2)ws = 0, donc w3 —nows = ajw; €
Rw; N'G. Mais on a vu dans ’étape 1 que Rwy N G = Zwy, donc finalement il existe n € Z tel que ws — naws = nwy,
et on a montré l'inclusion directe. |

Remarque 2.1 Si Q est un réseau et A € C* alors A{) est un réseau.

Définition 2.1 Une similitude de €27 dans 25 est une application z — Az qui envoie 1 dans 5.
e Un endomorphisme du réseau 2 est une similitude de Q dans © (une similitude qui préserve Q).

e Un automorphisme du réseau €2 est un endomorphisme bijectif de €2, dont I'inverse est encore un endomorphisme de
Q.

Remarque 2.2 On peut montrer que les seules similitudes qui préservent tous les réseaux sont les similitudes de
rapport entier.

Notation 2.1 Onnote GLy(Z) = {((2 Z

) €Z*: |ad — be| = 1} et SLy(Z) son sous-groupes des matrices de déterminant
1.

Théoreme 2.2 Si (wy,ws) et (@1, w2) sont deux bases d'un réseau Q alors (wy,ws) = (&1, 02)A avec A € GLy(Z).

De plus, si Im (Z—f) Im (%) > 0 alors A € SLa(Z).

Démonstration Comme w; € €, il existe a,c € Z tels que W1 = awy + cws. De méme, il existe b,d € Z tels que

Wo = bw; + dwy. Ainsi on a (W1, W2) = (w1,ws) <CCL Z)

g) telle que (wy,ws) =

o

De plus, on peut faire le méme raisonnement pour montrer qu’il existe une matrice (

b\ L. . : :
il Ainsi, on a la relations suivantes :

o N

(w1, wW2) (

w1 = awi + cwe
= a(awd) 4 &) + c(bdy + dudy)
= (ad + b)) + (aé + cd)Jy

Or (&7,42) est une base de © donc on déduit de 'égalité précédente que
ai+cb=1¢et ac+cd=0

De méme, avec o, on obtient :

ab+bd=0e¢t cb+dd=1

b (o by _ (10
d c d) \0 1
En particulier, par propriété de morphisme du déterminant :

(ad — &b)(ad — be) =1

Cela se reformule en :

o

Donc |ab—bé| =1 et A := (Z Z) € GLy(7Z).
Enfin, supposons que Im (g—f) Im (g—f) > 0.
POSOHSTdet%:g. On a:

w1 w1

Im(7) = Im <bw1 + dw?)
aw1 + cwa

<b 7)
=1Im
a—+c

= m Im((b+ d7)(a — cT))

_ 1
" a+er?

(ad — bc) Im(7)
[ ]

Comme les parties imaginaires de 7 et 7 sont de méme signe, on doit avoir ad — be > 0, donc ad —bc = 1 et ad—bé = 1.



Exercice 1 : Bases et aires

Enoncé : Montrer que deux éléments R-linéairement indépendants wi, ws, d’un réseau 2 de C forment une base
de Q si et seulement si le parallélogramme P de sommets 0, w1, w1 + wa, wa ne contient que ces 4 éléments de Q.

Sens direct : Supposons que (w1, ws) forme une base du réseau 2.

Soit z € Q. Comme (w1, ws) est une base du réseaun, il existe un unique couple d’entiers (a1, as) tel que z = ajwy +asws.
Size P,alors 0 <a; <1et0<ay <1, par définition de P. Mais a; et as sont entiers, donc z est I'un des quatre
points 0, w1, we, wy + wa.

Inversement, supposons que P ne contienne que les quatre points 0, wy, ws et wy + we. Soit z € Q. Comme P
contient wy + wa, la famille (w1, ws) est libre dans C en tant que R-espace vectoriel. Donc il existe des réels a; et as
tels que z = ajw; + asws. Par stabilité de Q par addition, z — |a1 Jw; — |az]ws est encore dans le réseau. Et on a
z— a1 ]wy — [az]ws = (a1 — a1 ])w1 + (a2 — |az])we, avec

0< (a1 —la1]) <let 0< (a2 — laz]) <1

Ainsi z — |a1 w1 — a2 |ws est dans P, donc il est égal & 'un des points 0, wy, wo ou wy + wa, et en particulier a; et ag
sont entiers. Finalement, (w1, ws) engendre 2, c’est donc une base du réseau.

Exercice 2 : Endomorphismes de réseaux
Question 1 : Montrer qu’a une similitude prés, un réseau ) est toujours de la forme 7 + 77 avec T € H.

Soit (w1, ws) une base de Q. Quitte & échanger wy et ws, on peut supposer que cette base est directe.

1
Posons A = —. Alors la similitude z — Az envoie §2 sur Z+ “27 Et par définition de base directe, 7 := ©2 ost dans H.
w1 w1 w1
Question 2 : Montrer que si T et T sont deux complexes de H tels que Z + 177 = Z + TZ alors il existe h € PSLo(Z) tel
que T = hT.

Par définition de réseaux semblables, il existe X # 0 tel que AN(Z + 7Z) = Z + 7Z. En particulier, (A, A7) est une

base de Z + 7Z. D’apres le théoreme 2, il existe une matrice A = ¢ a> dans GL2(Z) telle que (A, A1) = (1,7)A,

d b
c’est-a-dire :
A=c+dTf et A\t =a + b7

Or les parties imaginaires de 7 et 7 sont strictement positives, donc, toujours par le théoréme 2, A est en fait dans

SL,(Z).

bt b7
Donc7':a+ T_atbr

A cHdF
Notons h 'image de la matrice A par le morphisme de projection de SLy(Z) dans PSLy(Z). On a bien 7 = h7.

Remarque 2.3 On appelle PSLy(Z) le groupe modulaire.

Question 3 : Soit Q un réseau et £ un automorphisme de réseau de ), de rapport \.
a) Montrez que \ et \ sont les deux valeurs propres d’une matrice a coefficients entiers de déterminant 1.

Soit (w1, ws2) une base de 2. Comme ¢ est un automorphisme de Q, la famille (Aw;, Aws) est encore une base de
Q. D’apres la question 2, il existe une matrice A € SLa(Z) telle que (Aws, Aws) = (w1, w2)A. Donc A est valeur propre
de A, associée au vecteur propre (wi,ws). De plus, A est une matrice & coefficients réels donc le conjugué de \ est
aussi une valeur propre de A.

V3

1
b) En déduire que les valeurs possibles pour A sont £1,+1i, j:§ + 72

Les valeurs propres de A sont les racines de son polynome caractéristique X2 — Tr(A)X + 1. Comme A est & co-
efficients entiers, sa trace est entiere. Donc les racines A1, Ao de ce polyndme vérifient :

MA=1let \{ + X €Z

Par définition de base de réseau, si A; est réelle, alors (A\jwi, Ajws) est en fait multiple entier de (wy,ws) donc Ay € Z
et de méme Ay € Z. Or A1 A2 = 1 et les seuls inversibles de Z sont +1, donc A = +1.

_ — 1
Si A1 n’est pas réelle, alors Ay = Aj car A est a coefficients réels. On a donc [A| =AMAa=1let A+ A = A + " € Z.
1



V3

1
En examinant les cas possibles, on constate que A est a prendre parmi +i ou :|:§ + 71

¢) Donner des exemples de réseauz et d’automorphismes réalisant ces 8 valeurs.

e Dans un réseau {2 de base (w1,ws), le parallélogramme [—w; — wa; —w1; —wa; 0] est le symétrique par rapport &
Porigine du parallélogramme fondamental du réseau, donc il ne contient que les quatre éléments —w; —ws, —wy, —ws €t
0. D’apres lexercice 1, (—w1, —ws2) est donc une base de €2, et ainsi —1 est un automorphisme de €2, pour 2 quelconque.
Clairement, 1 lest aussi.

e Pour +i : considérons que le réseau Z + iZ. Si £ est un automorphisme de rapport =+i, alors on a : £(1) = =i,
£(i) = F1 donc £ envoie la base (1,4) sur une autre base (41, +4). Ainsi £ est bien un automorphisme de Z + iZ.

1 3 1 3
e Pour :|:§ + gz : considérons le réseau en nid d’abeille Z + Zj, avec j = 3 + £z Si £ est un automorphisme

de rapport j, alors on a : £(1) = j, £(j) = —j — 1 donc £ envoie la base (1,7) sur la base (j,—j — 1) (on vérifie qu’il
s’agit bien d’une base grace a 'exercice 1). Ainsi ¢ est bien un automorphisme de Z+ jZ. De méme, si £ est de rapport
j, —j ou —j, il s’agit encore d’un automorphisme de Z + jZ grace & la relation j2 + j + 1 = 0.

3 Généralités sur les fonctions elliptiques

Q sera un réseau fixé dans C et (w1,w2) une base de .
Pour a € C, on note P, le parallélogramme [a,a + w1, a + w1 + wa, a + wa]. Pour une fonction elliptique f, on choisira
a de telle sorte qu’aucun zéro ni pole ne soit sur le bord de P,.

Remarque 3.1 Comme f est méromorphe, elle admet un nombre discret de poles et de zéros, donc il existe toujours
un tel a.

Propriété 3.1 Une fonction elliptique sans pole est constante.

Démonstration Soit f une fonction elliptique de périodes €2. Supposons que f n’a pas de pole. o
Ainsi f est une fonction holomorphe sur C (une fonction entiere). De plus, comme f est continue sur le compact P,,
elle y est bornée, par un certain M. Par périodicité, on a aussi que pour tout point a de €2, f est bornée par M sur
Pa.

Or les parallélogrammes P,, pour a € 2 pavent le plan (car (wy,ws) est une base de Q. Donc f est en fait bornée sur
C tout entier, par M. Par le théoreme de Liouville, f est constante. ]

Théoréeme 3.1 Si f est elliptique alors Z Res.(f) =0.
2EP,

Démonstration
Soient f une fonction elliptique de périodes €2, et ¢ un nombre complexe tel que f n’admette ni zéro ni pdle sur le
bord de P,, que 'on note . Comme v est un lacet simple, que ’on oriente de maniere directe, le théoréeme des résidus

assure que :
1
> Resi(f) = 5z [ s

z2E€Pa

Décomposons « en quatre chemins correspondant aux quatre cdtés de P, : v = v1 + 72 + 73 + 74 (par exemple, v; suit
un coté dirigé par wy). Comme [ est Q-périodique, on a : V¢ € [0, 1],

fn(t) = f(rs(1 —1)) et f(72(t)) = f(a(l —1))
Ainsi f,ﬂ f(Od¢ = - f% F(O)d¢, et de méme pour 2 et 4. Finalement f,y f(O)d¢ =0, et on a le résultat voulu. W
Corollaire 3.1 Il n’existe pas de fonction elliptique n’ayant qu’un poéle simple modulo €.

Démonstration Le résidu d’une fonction méromorphe en un péle simple n’est pas nul (sinon le point en question
n’est pas un pdle mais une singularité effagable), donc s’il existait une fonction elliptique f n’ayant qu’un pdle simple

zo modulo 2, alors on aurait (pour un a bien choisi) : res,, (f) = Z res,(f) = 0 ce qui est absurde. |
2€P,

Corollaire 3.2 Si f est elliptique alors ), v.(f) = 0.

Démonstration Avec les mémes notations que précédemment, le principe de 'argument donne :

L PN,
2ir J, f(C) @ ; ()



! /
Or 7 est encore une fonction méromorphe sur C, et Q-périodique, donc le théoréeme 3 assure que / f7 =0, ce qui
¥
conclut. ]

Corollaire 3.3 Si f est une fonction elliptique non constante alors pour tout ¢ € @, Péquation f(z) = ¢ a le méme
nombre de solutions modulo 2 comptées avec multiplicité.

Démonstration

Commengons par le cas olt ¢ = +00. Le nombre de solutions de 'équation f(z) = ¢, comptées avec multiplicité, est
alors le nombre de péles de f modulo Q (f est méromorphe donc elle n’a pas de singularité essentielle).

Si & présent ¢ € C, le nombre de solutions de ’équation f(z) = ¢ (comptées avec multiplicité) est égal au nombre de

o
f(z) —c¢

poles est égal a son nombre de zéros. Or g s’annule exactement sur les poles de f, donc le nombre de solutions de
Iéquation f(z) = ¢, comptées avec multiplicité, est égal au nombre de poles de f. |

poles de g : z . Mais d’apres le corollaire 2, comme g est encore elliptique de période €2, son nombre de

Théoreéme 3.2 Soit f une fonction elliptique, s’annulant en a1,...aq € P, et ayant des poles en by,...,bg € P,,
énumérés avec multiplicité. Alors
Z a; = Z b; mod Q

Démonstration On choisit toujours a € C tel que f n’aie ni pdles ni zéros sur le bord de P,, toujours noté ~.
2f'(2)
f(z)

e Si f a un zéro d’ordre m au point zg € P,, alors il s’agit d’un pole de g, d’ordre 1 : en effet, on peut écrire au

mf( ) + (2 — 20).f'(2)

Considérons la fonction g : z — , et déterminons ses poOles dans P,.

voisinage de 2o : f(2) = (2 — zo)mf(z) avec f holomorphe, donc au voisinage de zg, g(z) = ,

(2= 20) f(2)
et ainsi (z — 2z9)g(z) = mzp quand z tend vers zo.
e Si f a un pole d’ordre m au point zg € P,, on peut écrire au Voisinage de zg :
a_m
1) = T+ s 4
3 f ti hol he. Ainsi .. d f/ o —mMa—m —a_1 rfi
avec f une fonction holomorphe. Ainsi, au voisinage de zg, f'(z) = (o= 2t = 20) + f'(2)

2f'(2)
f(z) ==z

Donc zg est un pole d’ordre m + 1 de f/, et on a —mzo.

Ainsi zg est un pole simple de g.
On peut alors appliquer le théoréeme des résidus a la fonction g sur le contour ~y, simple et bien orienté.

/ ¢)d¢ = > Res.(g

zEP,
Or d’apres la discussion sur les poles de g, on a
d d
Z Res,(g) = Z a;, — » b
2€P, i=1 j=1

D’autre part, par périodicité de f, on a :
a+witws a+witws2 a+w2
/ i - | <f Sl ETPE [ ol @y
a+twy Fwi

atwaz+w a+w1 !
Par le méme argument, on a /a+w2 g9(¢Q)d¢ = /a (¢ + w9) JJCC((CC)) dc.

Donc

e C f

s gp(Q) et cpe) | poertes s
d¢ = d d¢ —
/yg(g) C ‘/‘1 f(C) C " ‘/a'i‘wl f(C) C a+wsz

atwi p/ atwa g1
:M/ f(C)del/ 1) ¢

f(<) f(Q)
a+twi atwz £/
11 suffit de montrer que — / 7'( CC)) d¢ et % / " ]; ((CC)) d( sont entiers pour conclure.

Comme f n’a ni poles ni zéros sur le segment [a,a 4 w1], par continuité on peut trouver un voisinage V' de ce segment
sur lequel f n’a ni poles si zéros. Par un corollaire du théoreme de 'application conforme, il existe une fonction
holomorphe h sur V telle que f = e". Ainsi f//f est la dérivée de h sur V. Donc :

a+wiy f/(C) B B .
/a Fepdc = hlawn) = (o)

Par périodicité de f, on a : e™@t«1) = ¢"M@) done h(a 4+ w;) — h(a) € 2in7Z, ce qui donne bien le résultat voulu. |




4 La fonction p de Weierstrass

Propriété 4.1 Soit Q un réseau de C. On considere :

Alors cette série converge uniformément sur tout compact de C\ €.

Pour démontrer cette propriété, on commence par montrer le lemme suivant :

. ) 1
4.1 Soit © un réseau. Alors la série E T3 est convergente.
weN |(U|
w0

Démonstration (du lemme)
Soit (w1, ws) une base de €. Pour tout n € N, soit P, := {aw; + bwz, sup(|al, |b]) = n} le parallélogramme centré en 0
de taille 2n. Notons aussi d := min{|z|, z € P, N Q}. On procede a une sommation par paquets : pour n € N, on a :

Z 1 < nb de points dans P, _ 8n
oy lw[3 = (module minimal d’un point de P,)3  (dn)3
- 1 - . R . L 1
Or la série ) — converge (série de Riemann), donc par théoréme de sommation par paquets, la série Z W
n w
2%
converge. |

Démonstration (de la propriété)
Soit R > 0. On pose K := D(0, R) un compact. Comme 2 est discret, il y a un nombre fini de points du réseau dans
1

D(0,3R). De plus, si w € § est tel que |w| > 3R, alors la fonction z — ﬁ
Z—w

D(0,2R) de K, et pour tout z € D(0,2R), on a :

1
— — est holomorphe sur le voisinage
w

1 1

_ 2
ol _ Al 2—z/w| _ 2R 2+2R/lw| _ 2R 2R/3 _3R

T WP =2/l T wP (- 2R/w])? T el (2/3)2 T Jwf?

. 1 1 .
D’apres le lemme précédent, la série E ———5 — —5 converge uniformément sur K.
o e w
lw|>3R

- . . 1 1 )
Ainsi la série de fonctions méromorphes Y wea (()2 — — | converge uniformément sur tout compact. u
wro \ (2 —w w

Définition 4.1 Cette fonction est appelée la fonction p de Weierstrass associée au réseau 2.

Propriété 4.2 La fonction p est méromorphe sur C, paire, (2-périodique. Elle n’a qu'un seul péle double sans résidu
modulo Q. De plus, il existe g2, g3 € C (dépendant de §2) tels que

(9)? = 49> — g2 — g3

Démonstration
e On a déja montré dans la propriété précédente que p est méromorphe sur C. Ensuite, comme €2 est symétrique par
rapport a ’origine, on a :

vz e C\Q, p(—z)=;+z(M—;>:;+Z<w_;>zp(z)

weN weN
w#0 wF#0

Ainsi p est paire.

De méme, un changement d’indice dans la somme montre que pour w; € Q et z € C\ Q,
p(z +wi) = p(2)

Ainsi p est Q-périodique.

1 1
e Pour la suite, notons S(z) = Z (()2 — 2). Pour w € Q, w # 0, la fonction z —
z—w w

1 1 .
———5 — —5 bossede
Gwf @
w0

un unique podle double en w, donc la somme S(z) a ses poles sur les points non nuls du réseau, et uniquement sur ces



points. Ainsi g a un unique péle modulo €2, d’ordre 2, qui correspond & sa partie en 1/2z2. On peut calculer le résidu
de penO:

z—0 VA z—0

Resa() = Iy (- (2up(=) ) = i (51 (14 22502)
Or la fonction z — S(z) est holomorphe au voisinage de zéro, donc limz_)o(dii(zQS(z))) = 0. Ainsi Resg(p) = 0.

Calculons a présent la dérivée de p. D’apres la démonstration de la propriété 2, on a que la dérivation de S peut

se faire terme & terme : ,

>(eo2)) 2 Zew

wenN
w0 w0
Ainsi. o 2 /
insi, p'(z) = 3 +5'(2).
De plus, comme S est holomorphe au voisinage de 0, on peut la développer en série entiere au voisinage de 0 :

S(2) = ag+a1z+azz?+.... Si (w1, ws) est une base de (2, on peut expliciter un voisinage pour lequel ce développement

3 3 3 3 3 3
est valide : la parallélogramme P 1= | ——wy — ~w1; ——ws + —w1; ~wa + —W1; —wo

g¥2 T g g e ger e gwe = e |- On verra plus loin Tutilite

de cette explicitation.
Comme S est paire et S(0) = 0, les coefficients impairs ainsi que le terme constant sont nuls : S(2) = a2 +asz? + ...

1
On obtient ainsi un développement de Laurent de p en 0 : p(z) = — + azz? + agz* + ... On dérive puis on passe au
z

carré :

2
-2 4 8a
(p’(z))2 = (z?’ + 2a92 + day 2> + ) =% 2—22 — 16ay + boz? + byzt + ...

O les bo; sont des complexes. D’autre part, si on éleve au cube le développement de Laurent de g, on obtient :

1 3(12

(p(2))° = TR 3ag + c22® +cg2t + .

Ou les co; sont des complexes. Donc :
(¢'(2))? — 4p(2)> + 20a2p(2) = —28ay + do2? + dyz* + ...

Avec do; des complexes. La fonction (p')? — 403 + 20asp + 28a4 est donc holomorphe sur P, car développable en série
entiere. De plus, elle conserve la propriété de périodicité de p. Or on a choisi P de telle sorte que (J,,cq (P +w) = C,
ce qui permet d’étendre I’holomorphie de la fonction (p')? — 4¢3 + 20azp + 28a4 & C tout entier. Enfin, comme cette
fonction est bornée sur P, elle est bornée sur C, donc constante par théoréme de Liouville. Elle s’annule en 0 par
construction, donc elle est finalement nulle :

(/)% = 49> — 20a2p — 28ay4

En posant go = 20as et g3 = 20ay4, on a le résultat. On peut méme calculer as et a4 :

S"(0) 1 S#)(0) 1
as = :3zﬁeta4: ] ZSZE

2 4
wenN weN
wF#0 wF#0
- 1 1
Ainsi go = 60 E — et g3 =140 g —5- ]
wenN w weN w
w#0 w#0

Notation 4.1 On note G5 = Ziﬁ% w—14 et G3 = Zﬁiﬁ ﬁ puis go = 60G4 et g3 = 140G3
Remarque 4.1 La fonction doublement périodique que nous avions construit géométriquement en introduction est
un cas particulier de la fonction de Weierstrass pour le réseau aZ + ibZ avec a,b € R.

Remarque 4.2 On en déduit que si f = p~! alors f/(w) = \/43%7
We—gaw—gs3

Théoréme 4.1 Le corps des fonctions elliptiques de période 2 est C(gp, ') ou p est la fonction de Weierstrass associée
au réseau.

Remarque 4.3 La fonction e® est -périodique mais pas méromorphe sur C (cf exercice 2 du TD sur les singularités
isolées pour une preuve). Elle n’est donc pas elliptique.



Pour démontrer le théoréeme, on s’appuie sur les trois lemmes suivants :

Notation 4.2 Soit z € Py. On note z* le représentant modulo €2 de —z dans Py.

4.2 Soit (w1,ws) une base de Q.
w2 w1 + w2

- w1
Les seuls nombres complexes dans Py vérifiant z = z* sont 0, 50 5 et 5

Démonstration (du lemme 2)

wi Wy . . wip W w1 +w ) . .
On a 0= -0, _51 = ?l — w; donc il est clair que 0, 71, 72 et % sont égaux au représentant de leur opposé
dans Py.
Inversement, si z € Py vérifie z = z*, alors il existe ni,ny € ZZ tels que 2z = njwi + nows, et comme 2z est dans

w; W
le parallélogramme [0, 2wy, 2ws, 2wy + 2ws], on doit avoir 0 < ny < 1 et 0 < ny < 1, donc 2z est parmi 0, ?1, ?2 et
w1 + wa |
2
W) w w1 tw , .
4.3 Les nombres 71, ?2 et 172 sont les zéros d’ordre 1 de la fonction g’ modulo .

Démonstration (du lemme 3)
w w w
Par périodicité de ¢’ puis imparité, on a : o’ (71) =g (——) =—¢ (—1> Ainsi 71 annule g’, et le méme argument
w w1+ w
est valable pour ?2 et %
w1 LUQ. 3w1 . 30)2 . 3w1 30)2

Enfin, si on se place sur le parallélogramme P := |—— — —; —; —; e + 4] , alors la fonction g’ n’a ni zéros

ni poles sur le bord de P et on peut lui appliquer le corollaire 2. Dans ce parallélogramme, ¢’ a un unique péle d’ordre
3, en 0, et les trois zéros que nous avons exhibé. Nécessairement, ces trois zéros sont d’ordre 1, et ce sont les seuls
modulo €. ]

4.4 Soit f une fonction elliptique paire de période 2. Alors, pour tout z € Py,

o f(2) = f(z") et v(f) = va- (f)

e Siz =z* alors v,(f) est paire.

Démonstration (du lemme 4)
e Comme f est paire, f(z) = f(—2) et comme f est périodique, f(—z) = f(z*). Par transitivité, f(z) = f(z*).
De plus, comme f est holomorphe au voisinage de z (car z € Py), on peut écrire, pour w assez proche de z :

fw) =ap+ai(w—2)+a(w—2)*+ ...+ ap_1(w—2)"" +a,(w—2)"+..

avec ag = ... = ap—1 = 0 et a, # 0 (i.e. n est la valuation de f en 2).

Comme f est paire, on a (pour w assez proche de z) : f(—w) = f(w) = ag + a1(w — 2) + az(w — 2)* + ... + ap_1(w —
" T ran(w—2)"+... = ag—a1 (—w+z) tas(—w+2) 2+ ...+ (=1)" a1 (—w+2)" "+ (=1)"a, (—w+2)" +... Donc
on a identifié le développement analytique de f au voisinage de —z, et par périodicité, il s’agit du méme développement
que celui de f en z*. Donc la valuation en —z et celle en z* sont égales & n, la valuation en z.

e Supposons que z = z*. Alors, pour w assez proche de z (donc de z*) :
aptay (w—2)+az(w—2)2+...4an_1 (w—2)""Ha, (w—2)"+... = ap—a1 (w—2)Fas(w—2)*+..4(=1)"Lan_1 (w—2)""1H(=1)"an(

Par unicité du développement en série entiere, a; = (—1)a; pour tout i € N, et en particulier, tous les coefficients
impairs sont nuls, donc la valuation de f en z est paire. |

Démonstration (du théoreme)

Soit f une fonction elliptique de période 2. On peut se ramener au cas ou f est paire, en remarquant qu’on peut
séparer f en une partie paire f, et une partie impaire f;, qui devient paire lorsqu’on la multiplie par g’. Supposons
donc que f soit paire.

On note a1, ag, ..., aq les zéros de f dans Py et by, ..., by ses poles dans Py.

Pour tout i € [1,d], si a; = af (resp. b; = b}) on note r; (resp. s;) la valuation de f en a; (resp. en b;) divisée par 2,
et si a; # a} (vesp. b; # b}), on note r; (resp. s;) la valuation de f en a; (resp. en b;). Ce sont des entiers d’apres le
lemme 4.

Posons

d v
H¢:1<p('z) - p(ai))n

d v
Hi:l(p(z) - @(bi))&
La fonction g est elliptique de période €. De plus, si a; = a}, d’apres les lemmes 2 et 3, la fonction z — p(z) — p(a;)
a un zéro d’ordre 2 en a;, donc la fonction g a un zéro d’ordre 2 x 1; = v,,(f) en a;. Et si a; # af, la fonction

g(z) =
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z— (z) — p(a;) a un zéro d’ordre 1 en a;, donc g a un zéro d’ordre r; = v,,(f) en a;. De méme, g a exactement les
mémes poles que f, avec les mémes ordres. Ainsi, f/g est une fonction elliptique qui n’a pas de pdle sur P, : en effet,
ses pOles potentiels seraient les zéros de g et les pdles de f, mais les zéros de g sont annihilés par les zéros de f et les
poles de f sont annihilés par les poles de g... D’apres la propriété 1, f/g est constante égale & un certain c.

On vient de montrer que f = cg donc que f est bien une fraction rationnelle en g. |

5 interprétation géométrique

La fonction g a des propriétés semblables aux fonctions circulaires (exp, cos etc.)
L’équation différentielle du cosinus permet de voir que I'application § — (cos 8, sin §) parametre le cercle. L’équation
différentielle de la fonction p s’interprete de la maniére suivante :
La fonction
v:C-Q — C?
z = (p(2),0'(2))

prend ses valeurs dans la cubique :

€ ={(z,y) € C?: y? =423 — gox — g3}
5.1 La cubique est lisse si et seulement si g3 — 27g2 # 0

Démonstration La cubique est lisse si et seulement si elle ne possede pas de singularité. Or une singularité est
un point (z,y) de la courbe qui annule les dérivées partielles premiéres du polynéme définissant la courbe, ici P =
Y2 —4X3 4+ go X + g3. Si (7, y) est une singularité de ¢, alors :

y? = 4a® — gow — g3
2y =20
—1222 4+ g, =0

Ainsi y = 0 et x est racine double de 4X? — go X — g3. Inversement, tout couple (z,y) vérifiant ces conditions est une
singularité de la courbe %. Donc la courbe n’a pas de singularité si et seulement si le polynéme 4X> — g2 X — g3 n’a
que des racines simples, si et seulement si son discriminant A = g3 — 27¢3 est non nul.

Finalement, € est lisse si et seulement si A #£ 0. |

Pour différentes valeurs réelles de go g3, dessinez (& la main ou avec votre logiciel préféré) la trace réelle de la
courbe :
RE = {(x,y) € R? : y* = 42® — gox — g3}

PR
y? = 4o P edat—dz 5 Y =do® — 2+ 0.1

() g2=0et g3=0 (f) go=4et g3 =—5 (g) g2=2et g3 =—0.1

Théoréeme 5.1 Soit 2 un réseau de fonction p et de cubique €. Alors ¢ est lisse, I'application W définie plus haut
induit une identification (C — Q)/Q avec € et C/Q avec & .

Démonstration

Montrons que ¥ : C — ) — € est surjective. Comme p est elliptique et admet un péle d’ordre 2 modulo €2, d’apres le
corollaire 3, I’équation p(z) = ¢ admet deux solutions modulo € pour tout ¢ € C. Donc si (z,y) € %, il existe z € C
tel que p(z) = x. De plus, d’aprés la propriété 3, ©'(2) est une racine carrée de 423 — gox — g3, donc ¢'(z) = +y.
Si ©'(z) = y, on a montré la surjectivité. Si p(z) = —y, on utilise 'imparité de ¢’ : p'(—2) = y, et on a aussi
p(—2z) = p(z) = z, d’ou la surjectivité de ¥.

De plus, ¥ est Q-périodique, donc elle induit une application surjective ¥ entre (C—-Q)/Q et €. Montrons que T est
injective : soient z1, 29 € C — Q tels que ¥(z7) = ¥(Z3) (ot Z désigne la classe d’équivalence de z dans (C — Q)/Q).
En particulier, p(z1) = p(z22), donc z; est solution de ’équation p(z) = p(22). Mais deux solutions évidentes de cette
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équation sont z3 et —zo (ce sont d’@illeurs les deux seules solutions modulo 2 d’apres le corollaire 3). Si z5 = —z2 modulo
Q, alors on obtient zZ; = Z3 donc ¥ est injective. Si zo # —z2 modulo €, on utilise la deuxiéme équation provenant de

I’égalité @(H) = \I/(E) :onaen effet p'(z1) = p'(22). Si 21 était égal & —z5 modulo Q, on aurait alors : p’(z1) = —p'(22)

. o . N + . .
par imparité de @', donc —gp'(z2) = ¢’ (22), puis ' (z2) = 0. D’apres le lemme 4, 22 € {a;l, %, wl2w2} Mais d’apres
le lemme 3, on devrait donc avoir zo = —29 modulo . Ainsi zZ7 = Z3 et U est injective.

Par conséquent, I'application ¥ identifie la courbe % & (C — Q)/Q. 11 suffit ensuite de compactifier 4 pour auto-
riser I’envoi des points de € sur U'infini et prolonger 'identification & C/2 vers €.

Montrons enfin que % est lisse. D’aprés le lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout réseau €2, on a
1 1

3 —27g3 # 0, avec :60§ — et :140§ —.

92 g3 7& Vi 92 QJ4 93 (JJ6

wEeN wEN
w0 W0
Wi
Soit © un réseau de base (w1, ws). Notons w3 = w1 + wae. On a vu dans le lemme 4 que les ?Z, pour i € {1,2,3} sont

ws

les zéros modulo Q) de g'. Posons alors e; = g ( 5

). Les fonctions z — p(z) — e;, pour ¢ € {1,2,3}, ont donc un zéro

W
d’ordre 2 en EZ Considérons la fonction

frzr—=4(p(2) —e1)(p(z) — e2)(p(z) —e3)

Cette fonction a trois zéros d’ordre 2 modulo €2, et elle est elliptique, donc par le théoreme 4, elle doit avoir 6 poles
modulo € (comptés avec multiplicité). Or comme p a un pole d’ordre 2 en zéro, la fonction f posseéde un pole d’ordre
3 X 2 =6 en zéro, qui est donc son seul pole.

Ainsi la fonction f posséde les mémes zéros et les mémes poles que (p')? modulo Q. Ces deux fonctions ne different
donc que d’une constante :

(9')%(2) = 4c(p(2) — e1)(p(z) — e2)(p(2) — e3)

Donc les racines de 4X® — g2 X — g3 sont les e;. Enfin, d’apres le corollaire 3, 'équation p(z) = e; possede 2 solutions
w
modulo £ comptées avec multiplicité (en effet g a un unique péle d’ordre 2 modulo €2). Or L oest déja une solution

d’ordre 2 pour cette équation, donc c’est la seule solution, ce qui implique que ey est distinct de es et 3, et de méme eq
est distinct de ez donc les racines du polynéme 4X3 — g, X — g3 sont simples, ce qui implique que la courbe est lisse.l

L’application (cos, sin) réalise le quotient de R (ou C) par 27Z ; c’est un morphisme de groupe dont I'image est S*
(ou C*). De maniére analogue, le théoréme précédent dit que le compactifié d’Alexandrov de 4 : 4 = % U {oo} a une
structure de groupe dont 1’élément neutre est co.

Cette loi de groupe a une interprétation géométrique.

Nous dirons que les droites complexes verticales x = cst passent par oco.

5.2 Une droite complexe de C? coupe la cubique en au plus trois points. Si elle coupe 4 en deux points
seulement alors soit elle est tangente a %, soit elle passe par oo . Si elle coupe € en un seul point alors soit ce point
est un point d’inflexion de % soit la droite est une tangente passant par oco.

Démonstration

o Soit D une droite affine du plan complexe C2. Montrons que cette droite coupe la courbe € en au plus trois points.
(C’est une conséquence du théoreme de Bézout sur les courbes algébriques, mais on va donner ici une démonstration
”a la main” beaucoup plus élémentaire). Supposons donc que la droite D intersecte € en deux points A et B. Notons
az + By + 6 = 0 une équation de la droite D. Comme A (resp. B) est sur la courbe %, paramétrisée par la fonction
U, il existe z; € C (resp. 2o € C) tel que A = U(21) = (p(z1), 9'(21)) (resp. B = ¥U(z3) = (p(22), ©'(22))).

Les nombres 27 et zo sont donc des zéros de la fonction ap + B’ + 5. Or cette fonction est elliptique et possede un
unique podle d’ordre 3 en zéro modulo 2, d’apres I’étude de la fonction de Weierstrass a la section 4. Donc elle possede
trois zéros (avec multiplicité) modulo €, c’est-a-dire qu’il existe au plus un autre point C' € C? qui soit sur la droite
D et sur la courbe %.

e Précisons un peu : avec les mémes notations, supposons que la droite D coupe la courbe % en deux points dis-
tincts exactement, A et B. Supposons que cette droite ne passe pas par U'infini (c¢’est-a-dire que dans I’équation de la
droite, 8 # 0). Comme il faut tout de méme que la fonction ap+ B’ + § ait trois zéros modulo Q pour compenser son
pole en 0 (en effet, § # 0 donc le pole en zéro est un pole triple), I'un des deux points est un zéro d’ordre 2, prenons
par exemple z;. Ainsi la restriction de la cubique & la droite D posséde un zéro d’ordre 2 en A, donc D est tangente
a la courbe au point A.

Donc si la droite coupe la courbe en deux points distincts, alors elle est soit tangente a la courbe, soit elle passe par
I'infini.

De méme, si la droite coupe la courbe en un seul point A, et qu’elle ne passe pas par infini, alors la restriction
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de la cubique a la droite D possede un zéro d’ordre 3 en A, ce qui signifie que non seulement la droite est tangente a
la courbe, mais en plus que le point A est un point d’inflexion de la courbe. Si la droite passe par l'infini, alors il y a
zéro d’ordre 2 en A (pour compenser le pdle d’ordre 2 en 0 de la fonction ap + §), donc D est tangente & la courbe en
A. |

Remarque 5.1 Trois points (z1,41), (z2,y2), (£3,y3) sont alignés si et seulement si
ry T2 I3
i Y2 y3| =0
1 1 1

Théoréme 5.2 (La loi de groupe) Si 21, 22,23 € C — ) tels que z1 + 29 + 23 =0 mod Q alors

Remarque 5.2 En particulier, p(z1 + 22) s’exprime rationnellement en fonction de p(z1), p(22), ©'(21), ©’(22) comme
c’est le cas pour cos(z1 + z2) (on le démontre dans l’exercice 5, plus bas).

Illustration du théoreme d’addition et des cas dégénérés :

(h) Cas général

i 2 4 6
-8 -6
-4 -8

(G) z3€Q (k) 21 =22 et 23 €Q

On constate que lorsque z; = z, la droite est une tangente a la courbe. Lorsque z3 € €2, la droite passe par l'infini,
et elle ne coupe la courbe qu’en deux points. Lorsque ces deux contraintes sont vérifiées en méme temps (21 = 2o et
z3 = 00), la droite ne coupe la courbe qu’en un seul point, et elle coincide avec la tangente en ce point.
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Exercice 5 : Formules d’addition et de duplication

Soient trois nombres complexes z1, zo et z3 tels que 21 + 22 + 23 = 0[2]. On note A; le point (p(z;), p'(2;)) pour
i = 1,2,3, et on suppose qu’aucun des z; n’est sur le réseau ) de sorte que la droite D passant par A;, As et A3
possede une équation réduite y = ax + b.

Question 1 : Montrer que 4x3 — a?z? — (2ab + g2)x — (b% + g3) s’annule en p(21), p(22) et p(z3).

Soit i € {1,2,3}. Comme A; est & 'intersection de la cubique % et de la droite D, ses coordonnées (z;,y;) vérifient :
y; = 4a} — gawi — gs et y; = am; + b

En reportant la deuxieme égalité dans la premiere, on obtient :
a2x? + 0% 4 2abx; = 4x? — g2%; — g3

Or x; = p(z;) donc on a le résultat voulu.

Questions 2 et 3 : En déduire que 4(p(21) + p(22) + p(23)) = a?, puis que

(P iV
ola+22) = (25 5y —ote — ot

5 @ 5 (2ab+go) (b + g3)

Les nombres p(z1), p(22) et p(z3) sont les racines du polynome unitaire x° — Al 1 x— T donc
2
par les relations coefficients-racines, on a bien g(z1) + p(22) + p(z3) = aZ.
"y a\?
De plus, par parité de p, on a p(z1 + 22) = p(—=23) = p(z3), donc p(z1 + 22) + p(21) + p(22) = (5) )

- "(z1) — @' (2
La coefficient a est le coefficient directeur de la droite passant par A; et A donc il vaut hiov _ P (21) - ¢'(22)

T1 — X2 p(z1) — p(z2)

d’ot le résultat.
Question 4 : Déterminer une fraction rationnelle R telle que p(2z) = R(p(z)).

Si on fait tendre z; vers zs, la droite D tend vers la tangente & la cubique @ en A; (d’aprés le lemme 7). Ala
12p(21) —g2 &

limite, le coefficient directeur de la droite D coincide donc avec la pente de la tangente, qui vaut — 20(21)
Pl21

reportant dans I’équation de la question 3, on obtient :

_ 1 (12p(21) — g9)?
p(221) = 16 4p(21)* — gap(21) — g3

—2p(21)
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