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Représentation standard et dérivés

GL>(C) agit sur C? de maniere naturelle : M- (%) = M(2).

X2 X2

Plus généralement
Pour tout k € N*, on peut considérer :

Symk((Cz) = ((C2)®k/ (V1 @ QVk = V1) ®... & Vg(k))
avec |'action terme par terme :

g (®..0vw) =(gv1)® ..o (gwv)

Proposition

L'espace Symk(Cz) est une représentation simple de GL;, de

dimension k + 1.
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Notion de fibré

Définition
Soit X une variété algébrique. Un fibré en droite sur X est la
donnée d'un morphisme de variétés 7w : L — X, tel que :

> Vx € X, 77 1(x) est une droite vectorielle, la fibre ;

> Vx € X, 3U voisinage de x, tq 77 1(U) ~ U x C.

Sections d'un fibré
Une section d'un fibré 7 : L — X est un morphisme
s: X — Ltel que mos=idy.

L’ensemble des sections du fibré, I'(X, L) est un espace
vectoriel.
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Fibré équivariant
Soit w: L — X un fibré et G un groupe qui agit sur X et
sur L. On dit que le fibré est G-équivariant lorsque

Fibrés en droites

» G agit sur X et sur L par morphismes de variétés ;
> Vge G, Veel, n(g-e)=g-m(e).

Proposition
Si L — X est G-équivariant, I'espace des sections (X, L)
est muni d'une structure de représentation de G, via

¥s € T(X, L), (g-s)(x):=g(s(g”'x))



Réalisations géométriques

GLy(C) agit sur la variété P! := {droites vectorielles de C2}.

On construit deux fibrés sur P! par :
L ={(W,w) : W droite de C2, w e W}

Ly ={(W,w) : W droite de C2, w € C2/W}

Proposition
Ce sont deux fibrés équivariants pour I'action de GLy(C).
De plus, on obtient la représentation standard grace a L :

c? = T(PLL)
v — (W [vlw)
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Définition
Soient m : L1 — X, m : Lo, — X deux fibrés en droites
sur une variété X.
Le produit tensoriel m; @ mp de Ly et Ly est le fibré sur X ot F2=2ven

représentations de

les fibres sont données par =P
2

(m ®m2) (x) = mH(x) @ my " (x)

Proposition

Si les deux fibrés w1 : L1 — X et > : Lo — X sont
G-équivariants, alors pour tous a, b € N, 7Ti®a ® 7l'£®b est
encore G-équivariant.



Application a GL,(C)

Rappel : on a construit deux fibrés GL,-équivariants sur P! :
Ly = {(W,w) : W droite de C?, w € W}
Ly ={(W,w) : W droite de C2, w € C2/W}
Définition
Pour tout (a, b) € N2, on pose £(a, b) := L7 @ L5P

On obtient ainsi des représentations de GL(C), données par
les espaces de sections (P, £(a, b)).
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|dentification des représentations

Proposition
Pour tout b € N*, on a un isomorphisme de représentations

Sym®(C?) ~ (P, £(0, b))

Théoreme

Soit (a, b) € N2, avec b > a. L'espace (P!, L(a, b)) est une
représentation simple de GL(C).

De plus, les représentations obtenues ainsi sont deux a deux
non isomorphes.
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