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Quantification de nombres

Principe de quantification

quantification
Monde classique =~———> Monde quantique
Objet — Objet|[q]
q—1
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Quantification de nombres

Principe de quantification

quantification

Monde classique =~———> Monde quantique

Objet e Objet|[q]

q—1
Entiers naturels Entiers quantiques
n_1
neN [l = 2= € N[g]
Successeur Successeur quantique
Succ(x) =x+1 Succg(x) = gx+1
Suceg
| | | /\\ | | Nq

3g 2 -1 Ol [e Rl Bl
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Quantification de nombres

Rationnels quantiques [MGO], [LMG21]

Action par homographie : PSLy(Z) ~ P}(Q),

a b _ax+b
c d) T x+d

Successeur

T:(éi),n@=x+1

" Néginverse”

o) sto=-2

Successeur quantique

1
Ta= (9 1), Tl =ax+1

"Néginverse” quantique

0 -1
si=(3 o) S =2
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Quantification de nombres

Groupe modulaire Groupe modulaire quantique
PSLo(Z) = (T,S) | PSLag(Z) = (T, Sq) C PGL2(Z[q,q7"]) ’
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Quantification de nombres

Un exemple

Quantifions x = —%. Onax= T 25T2.0, donc

5 _
[_2] = Tq 25q T3 : [O]q
q

-1 - =3 _ 72_271_1
:< ~a q q q )-[o]q
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Quantification de nombres
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Combinatoire et crible cyclique

© Combinatoire et crible cyclique
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Combinatoire et crible cyclique

Principe du crible cyclique [RSWO04]

Groupe cyclique C

VA
Ve € C, dordre d,

Ensemble Polynéme 2im c
fini X f(q) tq fled) = [X°|.

Ici, f(q) = Tr(Mqy(xn)), avec x, = % pour (F,)n la suite de
Fibonacci.
Et X = J(C,), les idéaux de la couronne 3 n sommets :
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Combinatoire et crible cyclique

Quasi crible cyclique

On définit deux involutions des idéaux de C,, la symétrie Sym et le
renversement Rv.

e Sin=0[6], il y a exactement deux idéaux fixés par Sym et Rv, et

[ Tr(Mq(xa))(q = —1)| = 2.

e Sinon, il y a exactement un idéal fixé par Sym et Rv, et

[ Tr(Mq(xa))(q = —1)| = 1.
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Combinatoire et crible cyclique
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Quantification du plan projectif rationnel

© Quantification du plan projectif rationnel
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Quantification du plan projectif rationnel

e Groupe de tresse
By = (01,02,03 | 0j0i110i = 0i410i0i11 (i=1,2), 0103 = 0301).
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Quantification du plan projectif rationnel

e Groupe de tresse
By = (01,02,03 | 0j0i110i = 0i410i0i11 (i=1,2), 0103 = 0301).

e Représentation réduite de Burau pq : Bs — GL3(Z[q, ¢ 1]),

g 1 0 1 0 0 1 0 O
pg(o1) =0 1 0], pglo2)=|—-q g 1], pgloz)=[0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 —g g¢g
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Quantification du plan projectif rationnel

e Groupe de tresse
By = (01,02,03 | 0j0i110i = 0i410i0i11 (i=1,2), 0103 = 0301).

e Représentation réduite de Burau pq : Bs — GL3(Z[q, ¢ 1]),

g 1 0 1 0 0 1 0 O
pg(o1) =0 1 0], pglo2)=|—-q g 1], pgloz)=[0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 —g g¢g

e Action de By sur P?(Q), via la spécialisation g = 1 :
plor): [r:s:t] — [r+s:s:t],
ploa): [ris:t] — [ris+t—r:t,
plo3): [r:s:t] — [r:s:t—s].
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Quantification du plan projectif rationnel

Classification des orbites

Sous I'action de By, le plan projectif rationnel se décompose en une
infinité d’orbites.

Théoreme

Pz((@) ={[1:0:1]} U Orbg,([0:1:0]) U |_| Orbg,([m : n: m]).

n>2,0<m<n/2
mAn=1
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Quantification du plan projectif rationnel

Classification des orbites

Sous I'action de By, le plan projectif rationnel se décompose en une
infinité d’orbites.

Théoreme

Pz((@) ={[1:0:1]} U Orbg,([0:1:0]) U |_| Orbg,([m : n: m]).

n>2,0<m<n/2
mAn=1

Chaque orbite est décrite par

OrbBA([m:n:ml)—{[':S:t]‘ {%Cf(zr;;;szq:dn(;n)- }
et

Orbg,([0:1:0]) ={[r:s:t]| ged(r —t,s) =1}.
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Quantification du plan projectif rationnel

Esquisse des orbites du plan rationnel identifié 3 {[r : s : 1] € P*(Q)}.
Chaque couleur représente une orbite, I'orbite principale est en bleu foncé.
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Quantification du plan projectif rationnel

Quantification

Soit pg :=[0:1:0] € P?(Q).
L'application de quantification est une fonction multivaluée

Q: Orbg,(po) — P(P*(N))
p > { quantifications de p } °

Plus précisément,

Q(p) = {pq(B)(po) | B s.t. p(B)(po) = p}-
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Quantification du plan projectif rationnel

Compatibilité avec les g-rationnels

La droite projective se plonge dans le plan projectif par
PY(Q) < P?(Q), [ros]—[r:s:0]

et de méme en version quantique

PY(Z(q)) <% P*(Z(q)), [R(q) : S(q)] — [R(q) : S(q) : 0].

Pour tout [r : 5] € P}(Q),

tq(Q([r - s])) € Q(e([r - s]))-
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Poset d'un rationnel

Soit x = £ € Q>1, en fraction continue : x = [a1,a2,--- , a,], avec
n = 2m pair.

Le fence poset associé a x est F(x) =

Par exemple pour x =5/2 =[2,2], on a F(x) = N\
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Rationnels quantiques et posets

Soit [x]q = [ﬂq = % le g-analogue de x.

Proposition

Le numérateur R(q) est la fonction génératrice des idéaux du fence
poset F(x).

2
Exemple : les idéaux de F(5/2) = 1N sont

0,{1},{3},{1,3},{1,2,3},

51 _ 14+29+¢°+¢°
et [2:|q - 1+q )
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Traces quantiques

On consideére x = [a1, a2, -+ , an|, avec n = 2m pair.
On associe a x une matrice My (x), qui se déforme en

M) = (500 GAD) by =g

Rotondus quantique
On pose Roty 4(x) = ¢™ Tr(My 4(x)) = g™ (R(q) + S'(q)).
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Posets circulaires [OR21]

Le fence poset circulaire associé a x est F(x) =

NS N

e}

Le rotondus quantique Rot ¢(x) est la fonction génératrice des

idéaux du fence poset circulaire F(x).
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Suite de Fibonacci et trace quantique

On consideére les rationnels x, = FF"I, avec (Fp), la suite de
~

Fibonacci, pour n > 2.
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Suite de Fibonacci et trace quantique

On consideére les rationnels x, = —FF"I, avec (Fp), la suite de
-
Fibonacci, pour n > 2.

Pour quantifier, on associe a x, une matrice
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Suite de Fibonacci et trace quantique

On consideére les rationnels x, = —FFnl, avec (Fp), la suite de
n
Fibonacci, pour n > 2.

Pour quantifier, on associe a x, une matrice

_ an(Q) 'En—l(Q) .l — Fn(q)
o) = (") Friey) 9= 7Ty

Rotondus quantique

On pose Rot, 4(xn) = Tr(My o(xn)) = qFn(q) + Fr_2(q).
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Couronne et idéaux [OR21]

2 4 n—2 n
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Couronne et idéaux [OR21]

La couronne associée a x, est le poset circulaire C,, =

Rot ¢(xn) = Z gl

I idéal de Cp
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Spécialisation g = —1

On définit deux involutions des idéaux de C,, la symétrie Sym et le
renversement Rv.

e Sin=0[6], il y a exactement deux idéaux fixés par Sym et Rv, et

Rot g(x)(~1)] = 2.

e Sinon, il y a exactement un idéal fixé par Sym et Rv, et

[Rotg(x)(~1)| = L.
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Reformulation : mots de Lucas

L, := ensemble des mots de longueur n sur {0,1} qui n'ont pas de 1
consécutifs (la premiére et la derniere lettre sont consécutives).

On a une bijection équivariée £, ~ J(F(x)).

0101 {1,2,3,4}
0100 0001 {1,2,3} {1,3,4}
0000 e {1,3}
1000 0010 {3} {1}
1010 0

Perrine Jouteur, dirigée par Sophie Morier-Genoud Analogues quantiques de nombres réels



Références

Exemple, pour n =4, x =5/3,

2 4 Tailles Idéaux Nombres
0 0 1
1 {1}, {3} 2
2 {1,3} 1
3 {1,3,4},{1,2,3} 2
Cs= 1 4 {1,2,3,4} 1
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Exemple, pour n =4, x =5/3,

2 4 Tailles Idéaux Nombres
0 0 1
1 {1}, {3} 2
2 {1,3} 1
3 {1,3,4},{1,2,3} 2
Cs= 1 4 {1,2,3,4} 1

-1 2 -2 -1
gl4+1+29g+q¢* g°+gq +1>,donc

Ona M =
na My q(x) < gliltg g l+q2

Roty o(x) =1+2q+ ¢* +24° + ¢*.
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Quantification

Soit pp :=[0:1: 0] € P2(Q).

L'application de quantification est une fonction multivaluée

Q: Orbg,(po) — P(P2(N))
p — {pq(B)(po) | Bst. p(B)(po) = p}
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Quantification

Soit pp :=[0:1: 0] € P2(Q).

L'application de quantification est une fonction multivaluée

Q: Orbg,(po) — P(P2(N))
p — {pq(B)(po) | Bst. p(B)(po) = p}

Par exemple, pour p = [3:1:5] = p(c305°)(po), on a

pa(03o®pP) =1+ +¢*: q* d* + P+ P +q+1]

Perrine Jouteur, dirigée par Sophie Morier-Genoud Analogues quantiques de nombres réels



	Quantification de nombres
	Combinatoire et crible cyclique
	Quantification du plan projectif rationnel
	Références

