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N
Cadre de I'étude

On s’intéresse a I’équation de Schrodinger linéaire :

je0(®@)

1e0yu + %Au6 =Vu®
uf(0,z) = af(z)e' =

On fait les hypothéses suivantes :

> Ve C®R xR™R) et V est sous-quadratique (i.e. ses dérivées d’ordre plus grand que
2 sont bornées) ;

> o € C°(R™R) et g est sous-quadratique;;
> a§ € L2(R").

Dans ce cadre, on a existence et unicité d'une solution u¢ € CO(R; L?(R)).
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-
Hypotheses de 'analyse BKW

On fait les hypotheéses suivantes :
> af(x) = ap(z) + o(1) lorsque € — 0;
> ap € H*(R") ou s > 2;

> |la§ — aoll rs—2(gn) = O(e”) lorsque £ — 0.
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Construction de la solution approchée

On construit une solution approchée v = ae' "= ol a et g vérifient :

Ovpeik + 3| Vpeir)* +V =0 A+ Veir - Va+ 5aV e =0
©eik (0, ) = @o(x) a(0,z) = ap(x)

Sous nos hypotheses :

> Il existe T > 0 et une unique solution @¢;; € C°([—T,T] x R™;R), et @i est
sous-quadratique ;

» 1l existe une unique solution a € C°([-T,T]; H*(R™)).
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On a fait une hypothese de contrdle initial :

17 (0) — v (0) | prs-2(rm) = lla§ — aol ms-—2(ny = O(”)

P Propriété 1 Estimation d’erreur
I1 existe une constante C' > 0 telle que, pour ¢ €]0,1] :

sup Hua(t) = 'Ua(t)”[ﬁ(Rn) < Csmin(l,ﬂ).
te[-T,T)

Si de plus s —2 > 5 :

sup ||u5(t) = Ua(t)HLoo(]Rn) < O{_:min(l,ﬁ).
te[-T,T]
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Outils de propagation d’estimations

e Lemme 1 Lemme de Gronwall

Soit T' > 0, et u,a,b € C°([0,T],Ry).
¢ ¢

On suppose : V¢ € [0, T, u(t) < u(0) -I—/ a(T)u(T)dr -I—/ b(T)dr.
0 0

t
Alors en posant A(t) = / a(t)dr, on a :
0

t
Wt € [0, 7], u(t) < u(0)er® + / b(r)eAD—AD) g
0

27 novembre 2024

6/9



Outils de propagation d’estimations

e Lemme 2 FEstimation d’énergie
Soit € > 0, et F© a valeurs dans R.
On suppose que uf est solution sur un intervalle I de

2
1e0u® + %AuE = F*u® + R°.

Alors :

1
sup [[u(t, )|z < [[us(0, )|l L2 + —/ | RE(7, )| 2d.
tel e JI
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Estimation dans L*°

Lorsque s > 5, H*(R") se plonge de facon continue dans L>°(R"), i.e. il existe
C > 0 tel que Vf € H*(R"), || fl|oo®n) < C|f || s ®m)-

Soit s € N. Les deux normes suivantes sont équivalentes sur H*(R") :

2
£l ez, ey = 1L+ 1€%)2 Fll 2 gn) I f | s (mmy = (Z ||3§f||%2(Rn))

lal<s
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Estimation dans L™

== Méthode Obtenir une estimation dans H*(R™)

>
>
>
| 4
| 4

Partir d’une EDP vérifiée par la fonction f a estimer;
Appliquer 0% a cette équation pour |a| < s;

Prendre le produit scalaire dans L?(R") contre 02 f ;
Faire apparaitre ||05 f || 2(rn) ;

Sommer sur |a| < s pour faire apparaitre || f| s (rn)-
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Et 'ordre supérieur ?

On renforce nos hypotheses :
> af(r) = ao(z) +ear(z) + -+ eFap(z) + o(e) ;
> ag€ H%, ay € H2,.-- | a, € H2k;

> |la§ —ap —car — - - - — eFay|| ga—an—2 = O(eFF).

P Propriété 2 Estimation d’énergie
Il existe une constante C' > 0 telle que pour ¢ €]0,1] :

—£eik® I min(k+1,k+0)

sup |[|[u®(t) — vgy1(t)]e
te[-T,T)

gs—2k—2 < Ce
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Bonus : un autre lemme d’estimation d’énergie

e Lemme 5 Lemme de Gronwall bis

Soit T'> 0,u,b € CO([O,T],R+),f S CO(R+;R+).
t t

On suppose : YVt € [0,T],u(t) < u(0) +/ fu(r))u(r)dr —|—/ b(T)dr.
0 0

Alors en posant M = sup  f(v), il existe t* €]0,T] tel que :
v€[0,2u(0)]

t
vt € [0,8"], u(t) < u(0)e™’ + / b(r)eM ) dr,
0
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