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Contexte

On considére N protéines membranaires identiques, disposées dans un plan et repérées par leurs
coordonnées complexes.

On peut associer une énergie a la déformation de la membrane causée par les protéines.
Energie au niveau de la i€ protéine, située en z; € C : proportionnelle a

Ifi(z1,...,2zn)|
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Objectif

But : trouver une disposition des protéines stable, i.e. qui correspond & un minimum d'énergie.

Minimum d'énergie : énergie nulle.

fi(z1,...,zy) =0

fn(zi,...,zn) =0

Pierre Larivé & Tristan Roy Application a la biophysique

16 octobre 2024

(Mn)

3/13



Objectif

But : trouver une disposition des protéines stable, i.e. qui correspond & un minimum d'énergie.
Minimum d'énergie : énergie nulle.

fi(z1,...,zy) =0
: (Mn)
fn(zi,...,zn) =0

Théoréme

Le systéme (Mp) n'a pas de solution pour N < 12, sauf :
e N =5 (nombre fini de solutions)
e N = 8 (infinité de solutions)
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Reformulation et simplifications

= (@ -z)*
J#i
Invariances :
@ zi+ zi+cou c €C: on peut supposer zy =0
@ z; + Az; ou A € C* : on peut supposer zy_1 = 1.
On note P; le numérateur de f; :
Pi(z1,. .., ZH —zk

Jj=1 k#i
JFI k#j
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Reformulation et simplifications

Le systéme a résoudre est donc :
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CasN =5

Base de Grobner obtenue :
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Figure — Solutions pour N = 5

A



Premiere reformulation : exploitation de la symétrie

EMENE 91 (€

Jj=1 k#i
J#i k#j
Observations :
@ Pj est symétrique en zp, -+, Zy;
o P1(22, Z1,23," " ,ZN) = P2(Zl, s ,ZN).
Pierre Larivé & Tristan Roy Application a la biophysique

_Zk

16 octobre 2024

8/13



Premiere reformulation : exploitation de la symétrie

Pi(z1, ..
Observations :
@ P; est symétrique en zp,--- , zy ;
° Pi(z,21,23, - ,zn) = Po(z1,- -, zn).

Proposition

N
= Z P; est symétrique.
i=1

Le polynéme H;

N |G

Jj=1 k#i
J#i K
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Premiere reformulation : exploitation de la symétrie

. P. — P.
On pose, pour 1 < iy <ip <N, P, = — iz
il - Ziz

Proposition
e Pour tout1 < iy < ip < N, Pj, i, est un polynéme.

o Hy = E Pi, i, est symétrique.
1<ii<i <N
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Premiere reformulation : exploitation de la symétrie

o Py — P,
On pose, pour 1 < iy < ip <N, P, = —+—2.
Z,'1 — Z,'2

Proposition

e Pour tout1 < iy < ip < N, Pj, i, est un polynéme.

o Hy = E Pi, i, est symétrique.
1<ii<i<N
On construit ainsi par récurrence sur k € {2,--- N} :
Pi .. — P .. i
@ Pourl<ip<---<ix <N, Pilf“»ik = Lokl Lo k2 k

Zi_y — Ziy

o He= > Pi.i

1< <--<ix<N
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Premiere reformulation : exploitation de la symétrie

On résout le nouveau systéme :

Hl(Zl, ey ZN=-2, 1,0) =0

HN(Zl, e ZN=2, 1, 0) =0
P/\/_l(Zl, ey ZN—2, 1,0) =0
:D/\/(Zl7 ey ZN—2, 1,0) =0
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Deuxiéme reformulation

On note e, ..., ey les polyndmes symétriques élémentaires en (zy, ..., zy).
Théoréme
N
Soit z1,...,zy € C. On pose f(x) = H(X —z)=xN —exN T pexN=2 — .. (—1)Vep.
i=1
(z1,...,2n) est solution de (My) si et seulement si f est sans facteurs carrés et divise

3(f”)2 — AfFI

Pierre Larivé & Tristan Roy Application a la biophysique 16 octobre 2024 11 /13




Deuxiéme reformulation

On note e, ..., ey les polyndmes symétriques élémentaires en (zy, ..., zy).

Théoréme
N

Soit z1,...,zy € C. On pose f(x) = H(X —z)=xN —exN T pexN=2 — .. (—1)Vep.
i=1

(z1,...,2n) est solution de (My) si et seulement si f est sans facteurs carrés et divise

3();//)2 — AfFI

Lemme
Soient y1,...,yn € C*. On note ey, ..., ey les polynémes symétriques élémentaires en
N 2
1 en_1 — 2enen—2
yl,...,yN.A/orsZ—zz >
=17 N
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Résultat pour N = 8

Les solutions de (Mg) sont les racines du polynéme

a variant dans C.

2
8+ §3t6 + 142" +282°t% — t — 7a*,
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Merci pour votre attention !
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