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Un peu de physique quantique

L’équation de Schrödinger décrit l’évolution temporelle d’un système :

iℏ∂ψ
∂t

= Hψ

But : étudier le spectre du hamiltonien H.

Situation : N électrons autour d’un noyau fixe.
Espace de Hilbert : L2 (︁

(Rd)N
)︁

Hamiltonien :

HN =
N∑︂

i=1

−∆xi +
N∑︂

i=1

V (xi) +
∑︂

1≤i<j≤N

W (xi − xj)

Ô Exemple 1 Cas d’étude
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Théorie spectrale en dimension infinie

HN =
N∑︂

i=1

−∆xi +
N∑︂

i=1

V (xi) +
∑︂

1≤i<j≤N

W (xi − xj) sur L2 (︁
(Rd)N

)︁
Difficulté : Domaine de HN ?

Décomposition du spectre : σ(HN ) = σdisc(HN ) ⊔ σess(HN )

Figure – Allure du spectre de HN .
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Le théorème HVZ

Hypothèses sur les potentiels :
▶ V,W : Rd → R et W est pair (sens du modèle) ;
▶ V,W ∈ Lp(Rd)+L∞(Rd) avec max

(︁
d
2 , 2

)︁
< p < +∞ et V (x),W (x) → 0

lorsque |x| → ∞ (régularité) ;
▶ W ≥ 0 (interaction répulsive).

Alors pour tout N ≥ 1, σess(HN ) = [EN−1,+∞[.

☼ Théorème 2 Théorème HVZ

1
|x| = 1

|x|1{|x|≤1} + 1
|x|1{|x|≥1} ∈ Lp(R3) + L∞(R3) ∀2 < p < 3

Ô Exemple 3 Potentiel de Coulomb
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Outils pour prouver le théorème HVZ : les suites de Weyl

Soit λ ∈ R.
Alors λ ∈ σess(HN ) si et seulement s’il existe une suite (ψn)n∈N telle que :
▶ ∀n ∈ N, ∥ψn∥L2 = 1 ;
▶ ∥(HN − λ)ψn∥L2 −−−−→

n→∞
0 ;

▶ ψn −−−−⇀
n→∞

0 faiblement dans L2.

Ñ Proposition 4 Caractérisation du spectre essentiel
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Outils pour prouver le théorème HVZ : la localisation

Avant localisation Après localisation
Nombre de particules N Entre 0 et N

Espace d’états L2 (︁
(Rd)N

)︁
F(L2(Rd)) =

N⨁︂
n=0

L2 (︁
(Rd)n

)︁
ψ(x1, · · · , xN ) Γ = 0 ⊕ · · · ⊕ |ψ⟩⟨ψ|

États ↓
État localisé (Γ)B

Détails techniques pour travailler avec l’espace de Fock :
nouvelle définition d’état
trace en dimension infinie
matrices de densité
opérateurs de création et d’annihilation
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Outils pour prouver le théorème HVZ : la convergence géométrique

Quelle notion de convergence utiliser dans l’espace de Fock ?
ψn ⇀ 0 faiblement dans L2 (︁

(Rd)N
)︁
.

Mais la convergence faible est insuffisante si le nombre de particules peut varier.

Soit (ϕn)n∈N ∈ L2(Rd)N normalisée, convergeant faiblement vers 0.
Alors ϕ1 ⊗ ϕn ⇀ 0 faiblement dans L2 (︁

(Rd)2)︁
.

Dans l’espace de Fock :

0 ⊕ 0 ⊕ |ϕ1 ⊗ ϕn⟩⟨ϕ1 ⊗ ϕn| g−⇀ 0 ⊕ |ϕ1⟩⟨ϕ1| ⊕ 0

Ô Exemple 5
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Merci pour votre attention !
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