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Introduction

La géométrie non-euclidienne fait son apparition dés que 'on s’intéresse a des espaces mé-
triques différents des espaces euclidiens R™ habituels. L’objectif de mon stage était de se familia-
riser avec I’étude de telles géométries, a travers plusieurs exemples, afin d’en observer certaines
propriétés.

Tout d’abord, je me suis intéressé a la géométrie hyperbolique dans le plan pour comprendre
la notion de modele d’une géométrie et l'intérét de disposer de plusieurs modeles. Cela m’a
permis d’introduire les notions fondamentales d’isométries, de géodésiques, ou encore de métrique
locale. Le but était ensuite d’utiliser ces outils pour prouver grace a la géométrie hyperbolique
un théoreme de géométrie s’énongant de facon classique.

Ensuite, j’ai étudié 'exemple de la géométrie Sol en dimension 3. L’objectif de ce dévelop-
pement était de comprendre la forme des spheres métriques de cet espace, en caractérisant les
géodésiques par les équations différentielles.

Par contrainte de longueur du rapport, j’ai choisi de ne présenter que cette deuxieme partie.
On introduit un exemple de géométrie non-euclidienne en dimension 3 : la géométrie Sol. On va
plus particulierement s’intéresser a la forme des spheres métriques de Sol et se demander si elles
sont homéomorphes ou difféomorphes a la sphere euclidienne.

Tout d’abord, on motive et on définit la géométrie Sol. Ensuite, on s’appuie sur la caractéri-
sation des géodésiques par des équations différentielles pour construire un lien entre les sphéres
euclidiennes et les spheres de Sol, a travers ’application exponentielle riemannienne. L’enjeu
est alors de comprendre sur quels ensembles cette application exponentielle pourra jouer le réle
d’homéomorphisme ou de difféfomorphisme, pour établir enfin la forme des spheéres de Sol.
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1 La géométrie Sol

On munit R? d’une loi de composition interne * définie par :

T To e“lxy + 11
Y| * |y2| = |e ly2 1
Z1 z92 Z1 + z92

On vérifie que (R3,*) est un groupe non commutatif, de neutre (0,0,0). On notera dans
toute la suite X ce groupe.

La motivation de la géométrie Sol est de munir X d’une métrique telle que X agisse a gauche
sur lui-méme par isométrie.

On munit X de la métrique locale ds?® = e~2?dxz? + e?*dy? + dz>.
Alors pour tout P € X, I'application

est une isométrie.

== Preuve.

Soit P = (a,b,¢) € X, et v = (x,y,2) : [0,1] — X un chemin %*.
Alors :
1
L(LP ° ,7) — / \/6_2(Z+C)626.j7(t)2 4 e2(z+c)e—203'/(t)2 + Z(t>2dt
0
1
= / \/e—QZ:'c(t)Q + e22y(t)? + 2(t)2dt
0
=L(v)
D’apres la caractérisation des isométries par la longueur des chemins (lemme ...), Lp est une
isométrie. [ |

2 Caractérisation des géodésiques par les équations différen-
tielles
2.1 Lien entre géodésiques et équations différentielles
Dans cette partie, on va caractériser les géodésiques par des équations différentielles en

étudiant leur propriété de minimisation.

il Définition 2 Géodésique

Soit v : I — X un chemin de classe €.
On dit que v est une géodésique s’il existe ¢ > 0 tel que :

Vtg € 1,36 > 0,Vt, t' € [tg — 6, to + 0], d(y(t),v(t)) = c|t — .



Cette définition signifie que la géodésique minimise localement la longueur entre ses points.
Elle impose que le chemin qui parcourt la géodésique soit paramétré proportionnellement a la
longueur d’arc, i.e. | ¥(t)|| = ¢. On commence par caractériser un segment géodésique entre deux
points par la minimisation d’une quantité appelée énergie.

il Définition 3 Energie
Soit v : [a,b] — X un chemin de classe 42.
On appelle énergie associée a v la quantité :

b
Bo) =3 [ iOlFdt e Ry

Dans Sol, conformément & la métrique locale, en notant v = (x,y,2), on a |¥(t)|? =

e~ ZWi(t)? 4 20y (t)? + (1)

Soit a < b deux réels,
P, Q deux points de X,

L= {y € ©*(la,],X) | v(a) = P,7(b) = Q},
Y0 €T
Alors E(v) = infyer E(7) & 7o est une géodésique.

== Preuve.

Pour v € T, on applique & L(v) I'inégalité de Cauchy-Schwartz associée au produit scalaire

(f.9) = [ f(H)g(t)dt sur €>([a,b)), X) :

oy = [ Iseonar< [ vora) " (o) = 20 - oE6)

avec égalité si et seulement si v est paramétré proportionnellement a la longueur d’arc.

Supposons que 7y soit une géodésique. Soit v € I'. Alors, vy étant paramétré proportionnel-
lement a la longueur d’arc :

Donc vy minimise I’énergie.

Réciproquement, supposons que g minimise 1’énergie sur I'. Si v € I', on note 4 € T le
chemin v reparamétré proportionnellement a la longueur d’arc. Soit v € I'. Alors :

L(y0) < /2(b— a) E(y0 < \/2(b — 0)E(7) = L(7) = L(%).

Donc ¢ minimise la longueur. g est bien paramétré proportionnellement a la longueur d’arc
car sinon E(7y) < E(v). 7o est une géodésique. [




Pour caractériser les géodésiques entre deux points P et () de X fixés, on cherche donc a
minimiser 'application
E. | — Ry oil F: TX — R,
v o [PF((), () dt (z,y,2,60,7) = (e + e n? +12).
Dans la fonction F' ci-dessus, TX = {(P,V) | P € X,V € TpX} est appelé fibré tangent
de X. Notre étude ici est grandement simplifiée par le fait que 7X = R’ car pour tout P € X,

TpX = R3. On peut donc perturber librement un chemin tracé dans X sans risquer de sortir de
X.

On fixe a présent v € I, et on suppose que v est un minimum local de E.
Soit v € €?([a,b], X) telle que v(a) = v(b) = 0 une perturbation. On pose, pour ¢ € R,

Ve =7 + ev. Comme v est un minimum local, on a %(0) = 0.
On vérifie que le théoréme de dérivation sous le signe somme s’applique pour obtenir :

b
dEd(Erya)(O) :/a %F(Wa(t)a'}’a(t))’s::odt

= [ OpFG)A®D) - vi1) + 0y P (0, 50) - 0]

ou OpF et Oy F désignent les gradients partiels de F selon P € X et V € TpX, et - est le produit
scalaire de R3.

On procéde a une intégration par parties sur la deuxiéme partie de I'intégrale, le produit
scalaire étant bilinéaire :

/ " oy P(1(0).4(1)) - #(0)dt = [0y F(3(0),4(1)) - v(D)]% ab L0y F (1), (1)) w0yt
b
= - [ ZovFQ@®.Aw) v
car v(a) =v(b) = 0.
On obtient finalement :
/ op (1), 4(1)) - LOFO(0).4(0)] vl =0,

En appliquant le lemme ci-dessous, on obtient 1’équation d’Fuler-Lagrange :

IpF(1(1), (1)) ~ Lo F (1), (1)) = 0

Soit f € €°%([a,b],R?) telle que Vg € €°([a,b],RY), ff(f(t),g(t))dt = 0 ((-,-) désigne le
produit scalaire habituel dans R?).
Alors f = 0.

= Preuve.

Supposons f £ 0. Alors par continuité de f, quitte & permuter les coordonnées et a changer
le signe de f, il existe [t1, ta] Cla, b] tel que la premiére coordonnée de f soit strictement positive
sur [t1,ta].

On définit alors g € €°([a,b],R?) dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la pre-
miére coordonnée qui est nulle en dehors de ]t1,ta[, et strictement positive sur |t,t2[. Alors



b
v S (f(),9(2))dt > 0. -
En calculant les dérivées apparaissant dans ’équation d’Euler-Lagrange, on trouve que si

v = (z,y, z) est une géodésique, alors elle vérifie :

T = 22z
jo= -2
P —6_22.i32+6223)2

On admet qu’il existe un chemin vy € T' tel que E(yy) = inf,cr E(y). On obtient alors le
théoreme suivant.

® Théoréme 6 Caractérisation des géodésiques par les équations différentielles
Une courbe 7 : t — (2(t), y(t), 2(t)) est une géodésique si et seulement si elle vérifie :

r = 21z
g = —2y2 (1)
P _6—2,31':2 + 62'3@2

Etudions & présent Pexistence et 'unicité de solutions globales & (1). On vectorise le systeme
en écrivant (1) < U = F(U) ou

U= ($, Y, z7§7 7, T) et F(U) = (5? nT, 257_7 _2777_7 —6_2252 + 622772)

F est de classe €' donc est continue, localement lipschitzienne. D’aprés le théoréeme de
Cauchy-Lipschitz (local), tout probleme de Cauchy admet une unique solution maximale (|7_, T [, U).
Supposons un instant 7y < +oo. D’apres le théoreme de sortie de tout compact, [|[U(t)| —
+oo lorsque t tend vers T'y. Nécessairement, |z(t)| — +oo,|y(t)] — +oo ou |z(t)] — +oo.
En effet, 'une des coordonnées de U tend vers +oo, et si par exemple |z(t)] — 400, alors
|z(t)| — +o0.
Mais par ailleurs, en utilisant la métrique de Sol, d(0, (z(t), y(t), 2(t))) < L(v|jo,g) =t < T4 :
contradiction car d(0, (z(t),y(t), 2(t))) = +oc.

2.2 Réduction a un systeme dynamique sur la sphére unité

Siv = (z,¥, 2) est une solution de (1), on observe que la fonction ¢ — ||5(t)||? = e 2z (t)>+
Wy (t)? + 2(t)? est une intégrale premiére du mouvement. Cela signifie qu’en ramenant le
vecteur vitesse a chaque instant en 0 par les isométries d’action a gauche de X, on obtient un
systéme dynamique évoluant sur une sphere euclidienne (car TpX est lespace euclidien). En
se limitant a des géodésiques paramétrées par longueur d’arc, le systeme obtenu évolue sur la
sphere unité. Cette démarche est un premier rapprochement entre la géométrie de Sol et celle
de I'espace euclidien.

Soit v : t + (x(t),y(t), 2(t)) une courbe paramétrée tracée dans X, de classe €. On définit
wt = (ug(t), uy(t), us(t)) par :

ur(t)| |2(0)
vVt € R, doL,y(t) . uy(t) = y(t)
NOIERED,



Comme [doL,(t)] =] 0 e *® 0], on en déduit :
0 0 1
T = efuy & = e*(Uy + uzpuy)
y = e *uy, dou § = e F(ty—uyu;)

z = Uy z = Uy
En remplacant, dans la caractérisation des géodésiques, &,9, 2, &, ¥, Z par les expressions ci-

dessus, on obtient la caractérisation suivante.

® Théoréme 7 Caractérisation par un systéeme dynamique sur la sphére unité
Soit 7 : t = (x(t), y(t), 2(t)) une courbe de classe 2.

Ux(t) x(t)
On définit w : t > |uy(t)| = dypLyw-1 - |9(t) | le flot tiré en arriére.
u(t) Z(t)
Alors « est une géodésique si et seulement si :
Uy = UgUy
Uy = —UyU, (2)
W, = —u2+ uf/

2.3 Etude du systéme dynamique

On étudie ici les points d’équilibre et les courbes intégrales du systéme dynamique (2).

On pose

F: S? - R3 f: S? - R
}_)

ainsi que
(uza Uy Uz) (UxUZa Uy Uy, *ui + UZ) d

; (Ugy Uy, Uz) = Uplly

Le systeme dynamique (2) admet six points d’équilibre :

— les points (0,0,+1) sont instables. Les géodésiques associées sont les droites verticales
de X.

— les points (i%, :I:%, 0) sont stables mais pas asymptotiquement stables.

Les géodésiques associées aux courbes intégrales reliant les points d’équilibre (0,0, +1) évo-
luent dans les plans = xg ou y = yp, et sont isométriques a des géodésiques hyperboliques.
Les courbes intégrales restantes sont périodiques et parcourent I’'une des lignes de niveaux de
Papplication f : (z,y, z) — xy.

== Preuve.

On vérifie que les points ug proposés vérifient F'(ug) = 0.

£1 0 O
Pour montrer l'instabilité des points uy+ = (0,0, £1), on calcule [d,, F] = | 0 F1 0f. Ces
0 0 O

matrices admettent chacune une valeur propre de partie réelle strictement positive, donc d’apres
le théoreme de linéarisation de Lyapounov, les points d’équilibre sont instables.




Par ailleurs, pour tout P € X, doLp - ux = uy, donc les géodésiques associées sont bien des
droites verticales.

Si u = (ug,uy, u,) est une courbe intégrale, on observe que u,u, est une intégrale premiere
du mouvement. Donc u évolue sur la ligne de niveau uz(0)u, (0) de f. Si |uz(0)], |uy(0)| > 0, cette
ligne de niveau est formée de deux boucles encerclant deux points d’équilibre opposés parmi les
quatre points (ii, i%, 0). Cela justifie la stabilité de ces derniers points d’équilibre, ainsi que

V2
le domaine d’évolution des courbes intégrales restantes.

Les courbes intégrales reliant les points d’équilibre (0,0, £1) évoluent sur les cercles unités
des plans {z = 0} et {y = 0}. Elles sont donc associées a une condition initiale de la forme
u(0) = (0,b, ¢) avec b = v/1 — ¢2. On résout explicitement le systéme (2) dans ce cas.

Toute fonction u = (ug, uy, u,) avec u, = 0 satisfait u, = uzu, et u,(0) = 0. Le systeme (2)

devient :
Uy = —Uyl,
Uy, = uz
On observe alors que i, = 2dyu, = —2u§uz = —,u, = —%(uz). Donc ,(t) — u,(0) =
2 —u2(t). Or u,(0) = b et b2 + 2 =1 d’ot :
s =1 ie. 4 U2
1—u? u, +1  u,—1

On inteégre et on utilise th(t) = 252—:& pour obtenir :

() = cch(t) + sh(t)
U = ch(t) + csh(t)

. _ . o b
Puis comme u, = —uyu,, on obtient u,(t) = hEFesh(®)
Pour revenir aux géodésiques, on utilise :

Yy = e Fuy
Z = Uy
bth(t)

Apres calculs, on obtient vy(t) = (0 In(ch(¢)+csh(t))). Sil’on envoie cette géodésique

' Teth(?)
dans le demi-plan supérieur par ’homéomorphisme (x,y, z) — (x,y, e ), on obtient I’expression

d’une géodésique hyperbolique dans le modele du demi-plan de Poincaré.

Soit enfin u = (ug, uy, u;) une courbe intégrale telle que g, uy # 0, ne correspondant pas a
un point d’équilibre. Alors u est périodique. En effet, u fait nécessairement un tour complet de
la boucle sur laquelle elle évolue, car si jamais elle s’accumulait en un point, ce point serait un
point d’équilibre. En notant alors 7' > 0 tel que u(T") = u(0), les courbes u et @ : t — u(t + 1)
satisfont toutes deux le systéme (2) avec mémes conditions initiales : elles sont égales. |

® N.B.

On observe que si © = (ug,uy, u;) est une courbe intégrale avec u;(0),uy(0) # 0, uy et u,
sont de signe constant.




FIGURE 1 — Tracé des courbes intégrales (en rouge) sur la spheére unité (en bleu). On ne représente
que les courbes avec x,y > 0 pour plus de lisibilité.

2.4 Résolution numérique

La caractérisation des géodésiques par les équations différentielles offre I’opportunité d’utili-
ser des méthodes de résolution numériques afin de visualiser les géodésiques de la géométrie Sol.
En anticipant un peu, on peut aussi utiliser ces géodésiques pour tracer les sphéres de Sol.

On utilise, pour réaliser les illustrations ci-dessous, un schéma numérique de Runge-Kutta
d’ordre 4 sur le systeme (1).

Pour tracer les spheres de Sol, on suit sur une longueur donnée un grand nombre de géodé-
siques minimisantes (qu’'on détermine ci-dessous) partant dans toutes les directions.
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FIGURE 2 — Géodésiques (en orange) issues de 0 pour différents vecteurs initiaux (en rouge). A
gauche, on observe la stabilité des secteurs {z > 0,y > 0},{z > 0,y < 0},{z < 0,y > 0},{z <
0,y < 0}. A droite, on observe des géodésiques hyperboliques qui restent bien contenues dans
les plans verticaux. En bas, on constate la périodicité du vecteur vitesse d’une géodésique.

3 Application exponentielle

L’application exponentielle riemannienne est I’outil fondamental qui va permettre de relier
spheres euclidiennes de ’espace tangent et sphéres métriques de Sol.
On introduit les notions que 'on va utiliser dans toute cette partie.

(il Définition 9 Segment géodésique associé d un vecteur
Soit V e Ty X.
On appelle segment géodésique associé au vecteur V' le chemin 7y : [0, |V]|]] — X solution de

(1) avec les conditions initiales v(0) = 0, 4(0) = ﬁ

11



30 30

FIGURE 3 — Spheres de Sol de rayon 2 et 4.

il Définition 10 Ligne de flot associée a un vecteur

Soit V € Ty X.
On appelle ligne de flot associée au vecteur V le chemin gy : [0, [|V]]] — S? solution de (2)
avec les conditions initiales g(0) = -

SiV e€TpX, onayy = 40

Une ligne de flot n’est rien d’autre qu'une courbe intégrale solution de (2) restreinte a un
segment [0, 7.

il Définition 11 Application exponentielle
On définit I’application exponentielle par :

exp: | TpX — X
Vo= (VI

On veut maintenant comprendre comment agit I’application exponentielle.
On commence par introduire une nouvelle grandeur associée aux vecteurs de I’espace tangent

a lorigine, permettant de distinguer les vecteurs selon la facon dont ’application exponentielle
agit sur eux.

3.1 Vecteurs petits, parfaits, grands
il Définition 12 Moyenne arithmético-géométrique
Soit Q, ﬁo > 0.

La moyenne arithmético-géométrique de ag et [y, notée AGM (v, o) est définie par :

1 _ 1 N Qnt1 = B
AGM(a0, ) = Jim s = Ji i { 1 2 Yo

12



Pour V = (z,y,2) € ToX, on pose u(V) = AGM(/([zy]), 3v/(Ja[ + [y[)? + 22).

Soit V = (x,y,2) € ToX, r € R.
Alors :
— u(rV) = [r|p(V);
— siz,y>0et z=0, u(V) = AGM(z,y).

il Définition 14 Vecteurs petits, parfaits, grands
Soit V € Ty X.
On dit que V est :

— petit si p(V) < 7;
— parfait si p(V) =7;

— grand si pu(V) > 7.

Les résultats suivants visent a établir comment se répartissent les vecteurs petits, parfaits et
grands dans TpX.

On définit la fonction période 7', qui & un réel a e]%, 1] associe la période de la courbe
intégrale partant de (a,a,v1 — 2a?), solution de (2). Alors T est dérivable et :

T T dTy,
= = , et a) <O0.
AGM(a, 3v1 + 24?) L ((a, a,v/1— 2a2)) da (a)

1
Va E]ﬁ7 1[)Ta

== Preuve.

On admet la formule de la période, qui découle de la résolution explicite du systéme (2) a
laide des intégrales elliptiques.

On montre que :
dt T

%
/0 VaZcos?t + B2sin?t  2AGM(w, )
La formule étant vraie pour @ = 0 ou 8 = 0, on peut les supposer non nuls. On note (), (5,)

les suites associées a «, 8 dans la définition de ’AGM. Pour n > 1, on effectue le changement
de variable u = f3,, tan(t) pour obtenir :

/’5 dt I e du _ 1/ du
0 \/a,% cos?t + fZsin?t /0 Vi +ap)(w? +587)  2Jr V(W +aq)(w? + 57)

On remplace alors dans la derniére intégrale o, = v/ap_18n_1 €t Bn = %%Jrﬁ”’l, puis on

1 (U _ an—lﬁn—l

effectue le changement de variable u = 3 - ) On obtient apres calculs la deuxiéme

intégrale au rang n — 1. De la :

n € N /’5 dt _ /S di
"Jo VaZcos(t) + BZsin(t)  Jo /aZcos?t+ (2sin?t

13



On applique le théoreme de convergence dominée a l'intégrale de gauche pour obtenir la
formule voulue, en observant que Vn € N, o, 8, > min(a, 3), donc :

1 1

Vn € N, < —
\/a% cos?(t) + B2 sin?(t) min(a, §)

qui est intégrable sur le segment [0, g]

Ainsi, on obtient une expression plus pratique de T :

3 dt
T:aw— 2/2
0 \/a2 cos?t + (1 +2a2) sin?¢

On applique le théoreme de dérivation sous le signe somme. |

Soit © une boucle d’une ligne de niveau non nul de 'application f définie en début de section
2.3,

U,V € 0.
Alors p(U) = u(V).

== Preuve.

Soit u = (uz, uy, u,) une courbe intégrale parcourant ©.

Si u4(0),u,(0) > 0, d’apres la remarque en fin de section 2.3, ug, u, > 0. On vérifie alors que
Uz lly €t (ug + uy)2 + u? sont deux intégrales premiéres du mouvement. Dans les autres cas, on
adapte les deux intégrales premieres choisies en observant la définition de u. |

Soit V = (z,y, 2) € ToX tel que z,y # 0,
Ty la période de la solution a (2) avec u(0) = ﬁ
Alors :

— V est petit si et seulement si |V < Ty ;
— V est parfait si et seulement si |V| =Ty ;

— V est grand si et seulement si |V > Ty .

== Preuve.
D’apres le lemme 16 et la propriété 15, on sait que :

=i~ eV

11 suffit & présent de confronter cette formule a la définition 14 de vecteur petit, parfait,
grand. |

Cette propriété, associée a la régularité de la fonction période, permet de comprendre com-
ment se répartissent les différents types de vecteurs dans I’espace tangent.

14



FIGURE 4 — Représentation de ’ensemble des vecteurs parfaits dans 'espace tangent TpX. 1l
se divise en quatre surfaces dans chacun des quatre secteurs délimités par le signe de z et y,
et on représente a droite les vecteurs parfaits a coordonnées positives. L’espace Ty X privé des
vecteurs parfaits admet 5 composantes connexes. Celle contenant 0 forme I’ensemble des petits
vecteurs, tandis que les quatre restantes forment I’ensemble des grands vecteurs.

P Corollaire 18
Soit V = (x,y, 2) € ToX tel que z,y # 0,

gv la ligne de flot associée a V,

O la boucle d’une ligne de niveau de f contenant 4B
Alors gy parcourt...

— moins d’une fois © si et seulement si V' est petit ;

— exactement une fois © si et seulement si V' est parfait ;

— plus d’une fois O si et seulement si V' est grand.

3.2 A quoi ressemble ’exponentielle d’un vecteur ?

Pour établir les résultats suivants, on va découper les lignes de flot de fagon judicieuse et
les suivre les unes apres les autres. Cette démarche et son intérét sont ’objet des deux lemmes
suivants.

Soit g1 : [0,T1] — S?%, g2 : [0, To] — S? deux lignes de flot telles que g1(71) = g2(0).
On note g = g1|go : [0,T1 + T5] — S? la concaténation des deux lignes de flot, i.e telle que :

g(t) = q(t) ,t €[0,T1]
gt) = g@t-T) ,te[l,Th+T

On note T' =T + T5.
Alors exp(T'g(0)) = exp(T191(0)) * exp(T2g2(0)).
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Espace tangent Th X Espace Sol X

-+ Courbe intégrale solution du flot tiré en arriere —— Segment géodésique y,(f) associé & gy (t)
—— Ligne de flot gy(t) —— Segment géodésique ya(t) associé A gy (t)
Ligne de flot gy(f) Segment géodésique associé & go(t) translaté a Uextrémité de v (t)

0.6

FIGURE 5 — Illustration de la concaténation de deux lignes de flots (en rouge et vert, a gauche).
La translation de la deuxieme géodésique est a comprendre au sens d’isométrie par action a

gauche.

== Preuve.

On note 71, y2 les géodésiques associées aux conditions initiales :

71(0) = 0 ot 4 200 =0
1(0) = 41(0) 12(0) = 92(0)
On rappelle que si P € X, Lp est I'isométrie Lp : Q € X — P *x Q.
On pose vy it y1(t+T) et vo 1 t = Ly () 072(t). Justifions que v1 = v en montrant que
ce sont deux solutions de (1) avec mémes conditions initiales.
Ce sont bien des solutions de (1) car v1,72 le sont et car L, (1) est une isométrie, donc
envoie une géodésique sur une géodésique.
Ensuite, on a :
— v1(0) = v2(0) = 1 (Th).
- 1)1 (0) = ")/1 (Tl) = d0L71(T1) g1 (Tl) par définition de agi1.
— d’apres le théoreme des fonctions composées, 72(0) = d., )Ly, (1) - 72(0) = doLy, (1)
92(0) = doLny, (1) - 1(T1)-
Ainsi, I/1(T2) = VQ(TQ) i.e. 'yl(Tl + TQ) = VI(TI) * ")/Q(TQ). [ |

Soit g1 : [0,T1] = S?, g2 : [0, T2] — S? deux lignes de flot telles que g1 (71) = g2(0).
On note g = g1]g2 la concaténation de g1 et go, T = T1 +T» et 7, la projection sur 'axe (Oz).
Alors :

— m.[exp(Tg(0))] = 7. [exp(T191(0))] + 7 [exp(T2g2(0))]
— mlexp(Tg(0))] = fy mlg(t))dt.
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== Preuve.

Le premier point découle du lemme précédent et de la définition de la loi %, I’application 7,
étant linéaire.
Pour le deuxiéme point, en rappelant que vy désigne la géodésique telle que (0) = 0,5(0) =

V_ on définit deux fonctions

v

T
AM) = [ (o)t et B(T) = m(y0(T):

Montrons que A et B ont la méme dérivée, ce qui montrera que A = B car A(0) = B(0).

---------- Courbe intégrale solution du flot tiré en arriere

— glrr+g

D’une part, A(T) = 7, (g(T)).
D’autre part, pour € > 0, on a :

B(T +¢) = B(T) = m:(74(0) (T + €)) = 7=(74(0)(T))

= (Y1) (€))
Donc w =T, (79%(6) — T2(Yg(7)(0)) = 7. (g(T')) lorsque € tend vers 0.

D'ott B(T) = 7. (g(T)) = A(T). m

Regarder la derniere coordonnée de I’exponentielle nous renseigne sur le moment ou la géo-
désique que 'on suit recoupe le plan IT = {z =0} C X.

il Définition 21 Ligne de flot symétrique
Soit V € Ty X.
On dit que la ligne de flot gy est symétrique si ses extrémités sont de la forme (x,y, 2) et
(z,y,—z). Deux vecteurs de cette forme sont dits partenaires.
On dira aussi que V' est symétrique.

Une petite ligne de flot g : [0, T] — S? est symétrique si et seulement si exp(Tg(0)) € II.

== Preuve.

On suppose g symétrique. Montrons que fOT m.(g(t))dt = 0.

Soit ¢ : (z,y,z) — (z,y,—2) la symétrie par rapport au plan II = {z = 0}. On définit
h:tw oog(T —1) :1il s’agit de la courbe symétrique a la ligne de flot g par rapport au plan II,
que l'on parcourt dans le sens inverse. Montrons que g = h en montrant que h satisfait (2) et
que g(0) = R(0).

D’abord, h(0) = 0 0 g(T') = ¢g(0) car les extrémités de g sont partenaires.

Ensuite, en notant g(t) = (z1(t),y1(t),21(¢)), on a h(t) = (x1(=t),y1(—t),—z1(—t)) =:
(x2(t), y2(t), 22(t)). On calcule alors :

balt) = —i(~t) =
92(t) = =91(—t) = y1(—
2(t) = z1(—t) = —a3(~

1(=t)21(=1) = z2(t)22(¢)
t)z1(—t) = —ya(t)22(t)
)+ yi(—t) = —x3(t) + y3(t)
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Donc g = h. On note ty tel que z1(tg) = 0. On en déduit z(tg) = —21(T — tp) = 0. Ainsi,
to=T —tg d’ou tg = % Finalement :

r 3
/Zl(t)dt / z1(t dt+/ z1(t
0
T
2
/ dt+/ —21(T —t)dt
0
%
= z1(t dt+/T z1(u)du en posant u =T —t
0 7
= 0.

Réciproquement, si g n’est pas symétrique, on découpe g = g1|g2|gs ou g1, g3 sont symé-
triques, éventuellement vides, et go est entierement au-dessus ou en-dessous de II. Alors, si g;
est définie sur [0, T;] :

m.lexp(Tg)] = m.[exp(T1g1)] + 72 [exp(T2g2)] + 72 [exp(T3g3)]

T>
—0+/ dt+0

Si g:[0,T] — S? est une ligne de flot associée & un vecteur parfait, alors exp(7g(0)) € II.
De plus, si Vi, V5 sont deux vecteurs parfaits tels que ”“f—i” et H‘%H sont sur une méme boucle
d’une ligne de niveau de f, en notant exp(Vy) = (a1,b1,0) et exp(V2) = (a2, b2,0), on a
a1b1 = agbg.

== Preuve.
On écrit g = g1]g2, ou g1, g2 sont deux lignes de flot symétriques et petites. Par les lemmes
20 et 22, m,[exp(T'g(t0))] = 0.

On note g1, g2 les deux lignes de flot associées a Vi, Vo. On peut écrire g1 = ulv et go = v|u
ott u: [0,T,) — S? et v: [0,T,] — S? sont deux petites lignes de flot dont les extrémités sont
les extrémités de g1 et go. On en déduit exp(Vi) = exp(T,u(0)) x exp(T,v(0)) et exp(Va) =
exp(T,v(0)) * exp(T,u(0)). Donc exp(Va) = exp(T,v(0))~! * exp(V1) * exp(T,v(0)). En notant
exp(T,v(0)) = (z,y, z), on obtient :

as T ! ai T e *ay
by| = |y ¥ |b| x |y| = | e#by (3)
0 z 0 z 0

D’ou (Ilbl = azbg. [ |

Soit V., V_ deux vecteurs partenaires.
Alors exp(V4) = exp(V_).
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== Preuve.

On note g4 : [0,Tx] — S? les lignes de flot associées & V4. De méme que dans la preuve

précédente, on peut écrire g = ulv et g— = v|u ou u et v sont deux petites lignes de flot
symétriques. On a donc la formule (3) avec z = 0, en vertu du lemme 22, d’ott exp(V) = exp(V_).
[ |

Grace a ce dernier lemme, on va pouvoir montrer qu'un segment géodésique associé a un
vecteur grand ne peut étre le chemin de longueur minimale entre ses deux extrémités. Ce résultat
est important pour notre étude des spheres, car lorsqu’on décrira les spheéres métriques de Sol
par des images de vecteurs par I'application exponentielle, il faudra retirer les vecteurs grands,
qui ne sont pas a la distance souhaitée de 'origine.

(h Définition 25 Minimiseur

Soit v : [T1,T>2] — X un segment géodésique.
On dit que 7 est un minimiseur lorsque L() = d(y(T1),v(1%)).

Un segment géodésique associé a un vecteur grand n’est pas un minimiseur.

= Preuve.

Soit V' € TpX un vecteur grand, et vy, gy le segment géodésique et la ligne de flot associés
a V. D’apres le corollaire 18, gy fait plus d’une fois le tour de la boucle sur laquelle elle évolue.
On peut extraire de gy une ligne de flot parfaite h associée a un vecteur parfait W tel que
(W) # 0, et dont 'extrémité finale n’est pas celle de gy .

Quitte a faire agir une isométrie, on peut décaler l'origine temporelle et supposer ainsi que
h = gv|p,jwy) = 9w-

On note vy le segment géodésique associé a W. Si ce segment géodésique n’est pas un
minimiseur, alors vy ne ’est pas non plus, car on peut trouver un chemin plus court reliant les
extrémités de . (cf dessin, préciser avec des couleurs / légendes)

Supposons maintenant que ~yy soit un minimiseur, et montrons qu’il ne peut étre prolongé
en un segment géodésique minimiseur plus grand. Ainsi, vy ne pourra étre un minimiseur.

D’aprés le lemme 24 sur les vecteurs partenaires, en notant W # W le partenaire de W, on
a exp(W) = exp(W). Le segment géodésique 75 est encore un minimiseur entre 0 et exp(W).
On continue de noter 7,7 les segments géodésiques vy ,yy5, prolongés au-dela de [0, |W{|]. Pour
alléger les notations, on note enfin T' = |W]].

Par définition des géodésiques, il existe un voisinage [T'— §,T + d] sur lequel v et 4 sont des
minimiseurs.
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—— Segment géodésique large
—— Segment géodésique parfait

—— Segment géodésique partenaire

Segment géodésique parfait

Segment géodésique partenaire

AT +4d)

25
20

L5
Lo

0.5
0

Montrons que 7\[0,T+5] n’est pas un minimiseur. En suivant + :

L(vlor+a) = LOWloy) + L0V 1 749))
= d(0,7(T)) + d(v(T),~(T +9))

On remplace d(0,v(7")) en suivant le segment géodésique 7 :
L(ylo,r+) = d(0,5(T = 6)) + d(Y(T = 6),7(T)) 4 d((T), y(T +9))

Or, la concaténation des segments géodésiques ¥|i7_s 1) et v|j7,745 n'est pas un segment
géodésique, car n’est pas €. Donc d(F(T —68),v(T)) +d(y(T), ¥ (T +98)) > d(F(T —8),v(T +9)).
D’ou, par inégalité triangulaire :

L(vlo,r+8) > d(0,7(T +6))

Les deux derniers lemmes permettent d’obtenir des expressions plus explicites de ’exponen-
tielle des vecteurs parfaits.

Soit x,z > 0 tels que V = (x, z, z) est un vecteur parfait.

Alors exp(V') = (h, h,0) pour h > 0.

== Preuve.

On note Vi = (z,x,2) et V_ = (x,z,—2) son partenaire. D’aprées le lemme 24, exp(Vy) =
exp(V_).

Définissons p : (x,y, 2) — (y,x, —z). On vérifie que p est une isométrie de Sol sur lui-méme,
car p est bijective et si v est un chemin ¢, L(pov) = L(y). Comme p est linéaire, sa différentielle
dop lui est égale, mais est définie sur I’espace tangent en 0. On conserve donc cette notation.

Montrons que exp odpp = p o exp.

Soit U € TpX. On pose v1 = poyy et v = v4,,.v. On montre que v1 = 2 en montrant que ce
sont deux solutions du systéme (1) avec méme conditions initiales. Car alors, v1(||U]]) = v2(||U||)
correspond & I’égalité souhaitée.

D’une part, v1 et vo sont solutions de (1) car vy, v4,p.u le sont, et p est une isométrie.
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D’autre part :
— v1(0) = 12(0) =0
— 1(0) = dop o 51(0) = dop - 17y
— 15(0) = dop - 1y

On en déduit alors p(exp(V5)) = exp(dop-V4) = exp(V_) = exp(V4). De 1, 7, (exp(V4)) =0
et my(exp(Vy)) = my(exp(Vy)). La remarque en fin de section 2.3 donne m,(exp(V;)) >0. M

Soit V' = (x,y, z) un vecteur parfait.
Alors il existe A € R\{0} tel que exp(V) = A(y, z,0).

= Preuve.

Soit g : t — (x(t),y(t), 2(t)) une courbe intégrale de (2) de période T telle que z(0) = y(0)
et z(0) > 0. On définit les fonctions a,b par :

vVt € R, (a(t),b(t),0) = exp(Lg(t)).

Montrons que § = % en montrant que ces deux fonctions satisfont le méme probleme de

Cauchy. Tout d’abord, % = % d’apres le lemme précédent. Ensuite :
4 (y) It L
dt \z x2 x

Calculons finalement

1
- (a> (t) = lim ( (a(t“) - a(t))) .
dt \ b e=0\e \b(t+¢e) b(t)
Pour mener ce calcul, on remarque, d’apres le lemme 19 de concaténation de lignes de flot,
que pour tout € > 0,
Yo(t+2) (T) = Vo) (€)™ % Y900y (T) % g0 (€) (4)

car vy (¢) est la ligne de flot reliant g(t) a g(t +¢).
Par la formule de Taylor-Young, lorsque € tend vers 0, Yo(t) (e) = eg(t) + o(e) et Yoo (E)_l _
'Yg(t)(_f) = —eg(t) + o(¢). En utilisant ces développements limités dans (4), on obtient :

a(t +¢) (1 —ez(t))a(t)
Yote) = |b(E+e) | = [(1+e2(t)b(t) | + o(e).
0

Finalement, ces expressions donnent :
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4 Le théoréme de cut locus

Maintenant que 'on dispose de premiers résultats sur I'application exponentielle, on veut
déterminer entre quels ensembles elle joue le role de difféomorphisme. L’objectif de cette section
est de montrer le théoreme ci-dessous.

On rappelle que IT = {z =0} C X.

On s’intéresse aux ensembles suivants de 'espace tangent a 'origine (voir la figure 3.1 pour
visualiser ces ensembles) :

— N’ ’ensemble des petits vecteurs de To X

— ON' I'ensemble des vecteurs parfaits de Ty X

— OoN' 'ensemble des vecteurs parfaits de ToX contenus dans le plan {z = 0}
On va les faire correspondre aux ensembles :

— OgN = exp(a()N/) clII

— ON C II 'adhérence des points de II que JyN sépare de l'origine

— N =X\0N

La bonne définition de 9N mérite justification. Cela provient du fait que dy /N4 est le graphe
d’une fonction €' en coordonnées polaires, difféomorphe & R, dont les deux extrémités sont &
I'infini. On montre ce fait dans la preuve du lemme 34.

® Théoreme 29 Théoréeme de cut locus
L’application exponentielle induit :
— un difféomorphisme de N’ sur N ;
— un difféomorphisme local de IN"\OyN' sur ON\IyN ;
— un difféomorphisme de 9y N’ sur Oy N.

4.1 Vers l'application exponentielle comme difféomorphisme

Dans cette partie, on s’appuie sur les lemmes précédemment établis ainsi que sur de nouveaux
outils pour démontrer des résultats intermédiaires permettant de prouver le théoreme de cut
locus.

4.1.1 Application exponentielle sur les vecteurs parfaits

Soit V' = (x,y, z) un vecteur parfait avec x,y,z > 0.
L’application exponentielle est un difféomorphisme local d’un voisinage de V' sur un voisinage
de exp(V).

== Preuve.

Appliquons le théoréeme d’inversion local en V', en montrant que dy exp est inversible. On
note S’ la sphére centrée en 0 contenant V, T le plan tangent a S’ en V, N la droite RV,
complémentaire orthogonal de T

On admet que dy exp T et dy exp-N sont orthogonaux (lemme de Gauss, cf lemme 3.70 de
Gallot, Hulin, et Lafontaine, Riemannian geometry ).

L’espace dy exp -IN est de dimension 1 car ’exponentielle d’un vecteur non nul est non nulle.
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Justifions alors que dy exp 1" est de dimension 2 en exhibant deux vecteurs images linéaire-
ment indépendants. Pour cela, on propose deux chemins U : ¢ — U(t) de classe €', tracés sur
S’ tels que U(0) = V, qui fournissent exp(U)'(0) = dy exp-U'(0) € dy exp-T.

= Vecteurs parfaits de S’
Ui(t)
— »
v

Soit U; se déplacant a vitesse constante sur ’ensemble des vecteurs parfaits de S’, et passant
par V at = 0. D’apres le lemme de réciprocité, on sait que si Uy (t) = (x1(t),y1(t), z1(t)), alors on
aura exp(Uy(t)) = A(t)(y1(t), z1(t),0), o A est une fonction dérivable car x1,y; sont dérivables
et exp est différentiable.

Dans le plan {z = 0}, comme V' = (zg,yo,20) avec zg > 0, le point (xg,yo,0) n’est pas a
une extrémité de la branche d’hyperbole décrite par (z1(t),y1(t),0). De 14, une des alternatives
suivantes est vraie :

— 21(0) < 0 et y1(0) > 0;
— 2(0) > 0 et 1(0) < 0.

(0)| # 0, et ce quel que soit le signe

de N(0).
Ainsi, dy exp T contient un vecteur non nul de la forme (z,y,0).

Soit Us se déplagant a vitesse constante orthogonalement aux lignes de niveau de la fonction
(z,y,2) — xy sur la sphere, et passant par V' a ¢t = 0. Lorsque ¢t < 0, Uy parcourt les vecteurs
grands, et lorsque t > 0, il parcourt les petits. On veut montrer que la troisiéme coordonnée de
exp(U2)'(0) est non nulle.

Soit ¢ > 0. Notons g; la ligne de flot associée a Usa(t), et hy le complémentaire de cette ligne
de flot. Alors, en notant 73 la période associée a la ligne de niveau de f parcourue par g: et hy,
et Top = ||V] :

m[exp(Ua(t))] = mz[exp([|U2(£)[l9:(0)]

= —7[exp((T; — ||U=2(t)][)he(0))]

car g¢|h; est une ligne de flot associée a un vecteur parfait, et d’apres le lemme 20

T 0]
_ / 7 (he(s))ds
0

< —E(Tt — T())
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pour t suffisamment proche de 0 et € > 0.
Un raisonnement similaire donne, pour ¢ < 0 suffisamment proche de 0, 7, (exp(Usa(t)) >
€(Tt — To).
Ainsi :
m[exp(Ua(t))] — me[exp(V)] _ mzlexp(Ua(t))]
t t
Ty —Th
< —¢
t
dTi

—>—€E<O

en utilisant les propriétés de la fonction période (propriété 15).
Ainsi, dy exp T contient un vecteur de troisieme coordonnée non nulle. |

il Définition 31 Invariant d’holonomie
Soit V un vecteur parfait.
On note (a,b,0) = exp(V'). On définit 'invariant d’holonomie par H(V') = \/|ab|.

D’apres le lemme 23, H est constante sur les lignes de niveau de f, donc on peut la considérer
comme fonction de la période T des courbes intégrales évoluant sur ces lignes de niveau.

H est de classe € sur |mv/2, +00[, H([7V/2, +00[) =], +oo[ et 4L > 0 pour T > 7v/2.

== Preuve.

On considere le chemin :

A — S?

L’application a ~— T, est la fonction période définie dans la propriété 15. Le chemin 7 est €
car la fonction période I’est. On peut paramétrer v différemment de sorte que 7y :Jmv/2, +-0o[— S?
soit toujours €1 et vérifie VT €]mv/2, +oo|, |7(T)| = T.

Cela permet de définir la fonction H en fonction de 7" par H : T+ H(y(T')). La fonction H
est alors € sur |mv/2, +oo[ car exp est €' sur TpX et v sur |mv/2, +00l.

Montrons que H ([7v/2, +0o[) n’est pas borné.

D’abord, H(my/2) = 7 car exp((n,7,0)) = (7, 7,0).

Ensuite, soit R > 7, et V = (x,y,2) € TpX le vecteur de norme minimale tel que E(V) =
(R, R,0). Le segment géodésique associé & V' est un minimiseur donc V est petit ou parfait. Il
existe alors A > 1 tel que AV soit un vecteur parfait. Comme x,y > 0 (car sinon exp(V') = 0), la
géodésique issue de 0 et de vecteur initial ﬁ n’est jamais tangente aux plans {z = zo},{y = v},
donc ses coordonnées selon z et y sont croissantes. De la, en notant exp(AV) = (a,b,0), on a
a,b> R, puis H(AV) > R.

Finalement, montrons que % > 0 pour T' > 7/2. Avec le fait que H n’est pas bornée, on
obtiendra également le deuxieme point a montrer.
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Supposons un instant qu'il existe Ty > mv/2 tel que H'(Tp) = 0. En utilisant le chemin ~
reparamétré ci-dessus, on sait, d’apres le lemme 27, que exp(y(T)) = (a(T),a(T),0). Comme
H'(Ty) = 0, on a a'(Tp) = 0. Mais alors dy () exp n'est pas inversible, ce qui contredit la
propriété 30 précédente. |

L’application exponentielle est injective sur I’ensemble des vecteurs parfaits a coordonnées
positives.

= Preuve.

Soit Vi = (21,1, 21), Vo = (x2,y2, 22) € ToX deux vecteurs parfaits & coordonnées positives
tels que exp(V1) = exp(V2). Comme Vi, V5 sont parfaits, on sait que x1,y1,z2,y2 > 0.

Alors H(V1) = H(Va). Par stricte croissance de H selon la période, ||[Vi]| = ||V2||. Ainsi, ”“;—1”
et H%II sont sur la méme ligne de niveau de f, donc z1y; = x2yo.

Par ailleurs, d’aprés le lemme de réciprocité, % = % On obtient ainsi V; = V5. [ |

4.1.2 Application exponentielle sur les vecteurs petits

L’objectif de cette section est de démontrer que exp(N’) € N. Comme N = X\9N, ou
ON C 1I, cette propriété consiste seulement a comprendre ce qui se passe pour les vecteurs
petits associés a une ligne de flot symétrique, dont I’exponentielle se trouve dans le plan. Par
symétrie, et d’apres le résultat sur les vecteurs partenaires, on peut également se limiter a ’étude
des vecteurs a coordonnées positives.

On note :

— 0o N/_ I'ensemble des vecteurs parfaits du plan {z = 0} dont les coordonnées sont positives ;
— 00N+ = exp(OoN',);

— 0N, Padhérence des points que dyg/Ny sépare de lorigine;

— (N’ )iym I’ensemble des vecteurs petits et symétriques a coordonnées positives.

On va décrire E((N')3’™) par un ensemble de courbes paramétrées Ap, qui correspondent
chacune aux images des vecteurs petits symétriques dont les lignes de flot évoluent sur la méme
ligne de niveau de f.

Soit T' > mv/2, et © la ligne de niveau de f sur laquelle évolue la courbe intégrale solution
de (2) de période T. On note py = (z,y,0) € O tel que = > y.

Pour ¢ € [0, Z], on pose V; € (N')3¥™ le vecteur associé & une ligne de flot gy; symétrique
évoluant sur ©, définie sur [0,2t] et telle que gy, (t) = po. En notant u,, la courbe intégrale
solution de (2) avec up, = po, on a alors V; = 2tu,,(—t). Une illustration! On définit ainsi :

Ar: }o,g[ 5 I
t —  exp(V})

%)

On a alors :

B = U

T>7V2
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Plan {(z,y.2) € X | 2 =0} avec 2,y > 0

Exponentielles des vecteurs petits symétriques d'une méme période
S e A(Pr)

On note enfin : AN, = V)

— Pr € II Pextrémité non nulle de At ;

— pour P = (a,b,0) € dyN4, A(P) le triangle de som-

mets (0,0,0), (a,0,0) et P = (a,b,0).

Soit P = (a,b,0) € dyN4 tel que a > b.
Alors A(P) N ON4 = {P}.

== Preuve.

Justifions que dg N est le graphe d’une fonction € en coordonnées polaires, difféomorphe
a R, dont les deux extrémités sont a l'infini.

On commence d’abord par écrire 9y N/, comme le graphe d’une fonction polaire. Cette fonc-
tion consiste a associer a chaque direction donnée par un angle 6 la période associée a la ligne
de flot rencontrée dans cette direction. On définit donc :

p: ]07 % [ - ]R-i-
0 = 11([cos 0,sin 0,0]
D’apres la formule de la preuve de la propriété 15, on a :

2 dt
,0:9»—>2/ - -
0 Vecos20cos?t+sin?0sin?t

On applique le théoreme de dérivation sous le signe somme pour prouver que h est de classe
€. Enfin, p tend vers +oo lorsque € tend vers 0 ou vers 3

Passons & présent a 9yN4. Soit V = (x,y,0) € dyN',, formant un angle 6 avec I'axe des
abscisses. D’apres le lemme de réciprocité, il existe A € R\{0} tel que exp(V') = A(y, =, 0).

La fonction r() que I'on cherche & définir doit donc vérifier 7(0) = || exp(V)|| = \/a2 + y2.

Or, H(p(#)) = A\y/zy. On en déduit :

v SlIl

L’application r est donc de classe €!. L’ensemble 9N, est alors bien difféomorphe a R, et
ses deux extrémités sont a 'infini car 7 tend vers +oo lorsque 6 tend vers 0 ou 7.

Venons-en & la preuve du lemme. On note (xg,yg,0) le point en coordonnées cartésiennes
correspondant au point (6,r(0)) en coordonnées polaires. Alors I'application 6 — xgyy est stric-
tement décroissante sur ]0, 7| car p décroit strictement sur |0, 5[ d’apres la propriété 15, et H
est croissante.

Soit maintenant y ’angle entre I’axe des abscisses et '’hypothénuse de A(P). Alors 0y < §
car a > b. Si 6 > 6, le point (0, 7(0)) ne peut étre dans A(P). Si § < 6y, on a xgys > ab donc
I’hyperbole zy = ab sépare le point (6,7(0)) de A(P).

’ 4
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. Donc A(P)NdyN; = {P}, puis A(P)NON, = {P}. O

Pour tout T > 7v/2, on a Ay C A(Py).

== Preuve.

Soit T' > 7/2. On veut montrer que A7 n’intersecte aucun cété de A(Pr).

. i _ W _ . c e
]?n notant v = (v,y,2) : t = gt = AT, comme v(t) = up,(—t), on sait que v satisfait le
systeme :
T = —Tz
y = yz
3 = x?—y?

En utilisant le méme argument que dans la preuve du lemme de réciprocité, en notant
(a(t),b(t),0) = exp(V1), a et b vérifient :

a = 2x+az . i = (2> —y*+2%a
5 uis 7 2 2 2
b = 2y—bz b = (—x*+y°+2°)b

Comme on s’est limité aux vecteurs a coordonnées positives, on a z,¥y, z,a,b > 0. Comme
b > 0, Ar n’intersecte pas le coté inférieur de A(Pr). Comme a = 2z 4+ az > 0, Ar est le graphe
d’une fonction de a, donc elle n’intersecte pas le c6té droit de A(Pr), car on sait que Ar(t) — Pr
lorsque t — % Il reste donc & montrer que Ay n’intersecte pas ’hypothénuse de A(Pr), et se
trouve en-dessous de celle-ci, ce qui revient a démontrer 'inégalité :

5)
)

nelo 3[40 < 28 se v S0 - - (5) <o

~—

Nl

ol (t) = 2}

Pour démontrer cette inégalité, on va montrer que f(t) — 0 lorsque ¢ tend vers 0 ou %, puis
raisonner par l’absurde.

Comme a et b sont dérivables a droite en 0, et se prolongent continiment en deux fonctions
nulles en 0 (car V; — 0 lorsque ¢ tend vers 0), on applique la régle de I'Hopital, puis on utilise
le lemme de réciprocité :

Supposons a présent un instant qu’il existe ¢ € }0,%{ tel que f(t) > 0. Alors il existe
o € }0, %[ tel que f admet un maximum local en ty. Donc f(0) = 0, f(0) < 0.

On définit ¢ = ab — ab = a?p = a2 f. Alors ¢ = 2aaf + a®f. Donc ¥(ty) = 0,1(to) < 0. On
veut obtenir une contradiction sur ). Pour cela, on calcule ¢ & partir des équations vérifiées par
a,b:

Y = ab — ab = 2ab(y* — 2?)
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On en déduit que 7/ < 0 sur }0, % [, et ¥ > 0 sur }%, % { Donc tg < %. Mais alors, comme
¥ (t) — 0 lorsque ¢ tend vers O :

to
Y(ty) = Y (t)dt < 0 : contradiction.
0

exp(N') C N

== Preuve.

Soit T' > /2. Justifions d’abord que A NN, = @.

D’apres le théoreme du triangle englobant, Ay C A(Pr). En notant Pr = (a,b,0), vérifions
que a > b pour appliquer le théoréme d’évitement du triangle. D’apres le lemme de réciprocité,
en notant V; = (z(t),y(t), 2(t)) :

Supposons a présent par 'absurde qu’il existe un vecteur petit V€ N’ tel que exp(V') € ON.
On peut supposer z,y,z > 0. Alors exp(V') € ON4 et z,y > 0.

Si ﬁ correspond au point critique (%, %, 0),onaV = (z,z,0) avec z < m, puis exp(V) =
(z,2,0) ¢ ON. Ce cas est impossible.

Sinon, V est associé & une petite ligne de flot symétrique, car exp(V) € {z = 0} (lemme 22).
Donc z > 0. Mais alors, il existe T > mv/2 et t € }0, z { tel que V. = Arp(t). Dot ArNON, # @ :
contradiction. [

4.1.3 Séparation des images des vecteurs petits et parfaits

L’objectif est de montrer que les images par I’application exponentielle des vecteurs petits
et parfaits sont disjointes. Pour cela, on commence par montrer un lemme portant sur ce qu’il
se passe dans le plan, et qui resservira dans la preuve du théoreme de cut locus.

exp(ON\ON) C INL\Oo Ny

== Preuve.

Notons M’ et M les deux ensembles du lemme.

On a montré que P'application exponentielle est injective sur 'ensemble N, des vecteurs
parfaits & coordonnées positives. Par définition de dyN4, on a exp(dyN/) = 9y N4. On en déduit
que exp(M') C TI\9y N

L’ensemble M est une des deux composantes connexes de II\JyN;. Comme M’ est connexe
et exp est continue, on sait que exp(M’) C M ou que exp(M') C (II\OpN+)\ M.

D’apres le lemme 27, si (z, z, z) € ON' , alors exp((z, z, 2)) = (h, h,0). De plus, H((z,z,2)) =

28



h? — +o0 lorsque ||(z,, z)| tend vers +o0o. La demi-droite formée par I'image de tels vecteurs
intersecte alors nécessairement M, d’ott exp(M') C M. |

exp(ON’) Nexp(N') = @

= Preuve.

D’apres le résultat précédent, et par symétrie, on a exp(ON'\OpN’) C ON. Par définition,
exp(9pN') = 9yN C ON. Ainsi, exp(ON') C ON.

On a également établi que exp(N') € N. Comme N NIN = &, on obtient exp(dN’') N
exp(N') = 2. |

Un segment géodésique est un minimiseur si et seulement s’il est associé a un vecteur petit
ou parfait.

= Preuve.

On a déja montré le sens direct (propriété 26). Réciproquement, montrons que tout seg-
ment géodésique associé a un vecteur parfait est un minimiseur. Par restriction, tout segment
géodésique associé a un vecteur petit sera également un minimiseur.

Soit V; € Tp X un vecteur parfait, et Vo € TpX de norme minimale tel que exp(V;) = exp(V2).
Supposons un instant que ||Vz|| < ||V1]|. Par symétrie, on peut supposer que V; et Vo sont tous
deux a coordonnées positives.

D’apres la propriété 26, Vo est associé a un segment géodésique minimiseur donc c’est un
vecteur petit ou parfait. Or exp(ON') Nexp(N') = & et exp(Vi) = exp(Vz) € exp(ON’), donc
Vo € ON'. Par injectivité de 'application exponentielle sur les vecteurs parfaits a coordonnées
positives, Vi = V5 : contradiction. [ |

4.2 Fonction propre et difféomorphisme

On montre ici un résultat général de topologie qu’on appliquera dans la preuve du théoreme
de cut locus.
Soit X un espace métrique séparé, Y un espace métrique séparé et connexe.

il Définition 40 Application propre

Une application f : X — Y est dite propre si I'image réciproque par f de tout compact est
compacte.

Soit f: X — Y un homéomorphisme local, propre.
Alors f est surjective.
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== Preuve.

On montre que f(X) est un ouvert-fermé non vide de Y connexe. Alors f(X) =Y.

Si z € X, il existe un voisinage ouvert V de z sur lequel f est un homéomorphisme. Alors
f(V) est un voisinage ouvert de f(x) inclus dans f(X). Cela montre que f(X) est ouvert dans
Y.

Soit (f(zn))nen une suite de points de f(X) convergeant vers [ € Y. Montrons que [ € f(X).
Soit K un voisinage compact de [. Il existe un rang ng € N a partir duquel tous les termes de la
suite (f(,))nen sont dans K. Comme f est une application propre, f~!(K) est encore compact,
et contient la suite (z,)nen. Quitte & extraire, (xy,)nen converge vers une limite x € K. Alors
f(zn) — f(x) =1 par unicité de la limite. Cela montre que f(X) est fermé dans Y. |

4.3 Le théoréme de cut locus

On montre a présent le théoreme de cut locus (théoreme 29 page 22).
Premier point : difféomorphisme de N’ sur N.

On a montré que exp(N’) C N. De plus, comme le segment géodésique associé & un vecteur
petit peut étre prolongé en un minimiseur associé a un vecteur parfait, il est I’'unique minimiseur
entre ses deux extrémités. Ainsi, 'application exponentielle est injective sur N’.

On admet qu’il s’agit d’un difféomorphisme local (corollaire 3.77 de Gallot, Hulin, et Lafon-
taine, Riemannian geometry ).

Montrons que exp est propre de N’ sur N. Soit K un compact de N. Montrons que K’ =
exp }(K) est un fermé-borné de TpX = R3.

D’abord, K’ est borné car :

— K est borné dans X : il existe R > 0 tel que K C Bx(0, R).

— K' C N’ et les segments géodésiques associés aux vecteurs petits sont des minimiseurs : si
v e K’ alors ||v|| = dx(0,exp(V)) < R, dou K’ C Br,x(0, R).

Soit ensuite (v,)pen une suite de K’ convergeant vers v, € ToX. Comme N’ = N'UON/,
Voo € N’ 0u 1o € ON'. Dans le premier cas, par continuité de exp, K’ est fermé dans N’, donc
Voo € K'. Supposons maintenant un instant que v, € ON’. Dune part, exp(vso) € exp(ON’) C
ON. D’autre part, par continuité de exp et fermeture de K dans X, exp(vs) € K C N. Mais
NNOIN = @ : contradiction.

Deuxiéme point : difféomorphisme local de ON'"\OyN' sur ON\OyN .

Par symétrie et d’apres le résultat sur les vecteurs partenaires, il suffit de montrer que
exp : M" — M est un difféomorphisme, ot M’' = ON/ \OyN/, et M = ON, \OpN+.

On a montré que lapplication exponentielle est injective sur M’ (propriété 33) et que exp est
un difféomorphisme local de M’ sur M (propriété 30). Par le méme argument que pour le premier
point, I'application exponentielle est propre de M’ sur M, donc exp est un difféomorphisme de
M’ sur M.

Troisiéme point : difféomorphisme de OyN' sur dyN.

On a montré que dyN' et OpN sont la réunion de quatre graphes de fonctions ' en coor-
données polaires. Justifions que exp : 9y N, — 9y N4 est un difféomorphisme local en appliquant
le théoreme d’inversion locale. Il s’agit donc de montrer que dp exp est inversible en tout point

de 80er
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On note y(#) = (#,p(0)) la paramétrisation en coordonnées polaires de N’ . Alors en
coordonnées cartésiennes, v(0) = (p(0) cos @, p(#) sin,0). On applique le lemme de réciprocité :

. p(0) sin 6
Vo € }o, z [,exp(v(@)) — X | p(6) cos 6
0

ol \g désigne une fonction de classe €.
On dérive I'identité précédente :

pp(0)sin @ + Xgp' (0) sin @ + \gp(0) cos 0

u { 50 exp(v(0)) = [ Ayp(8) cos O + Ngp'(0) cos§ — Agp(6) sin 6
0

Vo e }
On en déduit, sachant que cosf,sinf et p(f) sont des quantités strictement positives pour
tout 6 € 10, 5 : ] \
0
ex 0) =0& —— = —)gtand
25 &P(1()) P 0
Comme \g et tan 6 sont strictement positifs pour tout 6 € |0, %[, on sait que la dérivée ne
s’annule jamais, donc est inversible ('espace tangent & dyN', en tout point est de dimension 1).
Ainsi, d’apres le théoréme d’inversion locale, exp : 99N’ — OyN est un difféomorphisme
local. exp est de plus propre. En effet, si (v;,)nen est une suite de dgN’ sortant de tout compact,
|lun|| = 400 d’apres la géométrie de 9y N’. Comme le segment géodésique associé & vy, est un
minimiseur, d(0, exp(vy,)) — +o0.
On montre ainsi que 'application exponentielle est un difféomorphisme global de 9y N’ sur
OoN.

5 La forme des sphéeres de Sol

On applique a présent le théoréme de cut locus pour démontrer le résultat suivant concernant
les spheres de la géométrie Sol.

® Théoréme 42 Forme des sphéres de Sol
Soit R > 0. On note Sgp = {P € X | d(0, P) = R} la sphére métrique de Sol centrée en 0 et

de rayon R.
Alors :

— Spg est homéomorphe a la sphere euclidienne ;
— Si R < /2, Sk est difféomorphe & la sphére euclidienne ;
— Si R = 7/2, Sk est difféomorphe & la sphere euclidienne, sauf peut-étre en 4 points

— Si R > 7/2, Sg est difféomorphe & la sphere euclidienne sauf sur 4 arcs tels que z = 0
et |xy| = Cg, ou Cr > 7 dépend de R.

== Preuve.

On note Sj C TpX la sphere euclidienne de rayon R de l'espace tangent en 0.

Si R < m/2,0na Sk, C N', donc Sg = exp(S%) car tous les vecteurs petits sont minimiseurs.
Comme l’application exponentielle est un difféomorphisme de N’ sur N, c’est également un
difféomorphisme de S% sur Sg.
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Si R = mv2, on pose T" = {(z,9,0) € ToX | |z| = |y| = 7}, et T = exp(T”). On sait que
SpCNUT.

Comme D’application exponentielle est un difféomorphisme de N’ sur N, elle induit un dif-
féomorphisme de SR\T" sur Sg\T' (on utilise ici le lemme 38). Cela montre le troisi¢tme point.

De plus, exp : N'UT' — N UT est un homéomorphisme. En effet, exp est continue sur
N'UT', bijective de N'UT’ sur NUT, et exp~! est continue sur N. Montrons la continuité sur
T.

Soit (2 )nen une suite de N U T convergeant vers x € T. Montrons que exp '(z,) —
exp~!(z), en montrant que (exp~!(x,))nen est bornée et admet comme unique valeur d’adhé-
rence exp ! (z).

La suite (z,)nen est bornée dans Sol car convergente : il existe C' > 0 tel que Vn €
N,d(0,7,) < C. Alors Vn € N, | exp !(z,)|| < C car exp~(z,) C N’ UOIN’ est associé a
un segment géodésique minimiseur, donc ||exp~!(z,)|| = d(0,z,). Donc (exp™t(z,))nen est
bornée.

Soit exp™! () — | une sous-suite de (2, )nen convergeant vers une valeur d’adhérence
[. Alors par continuité de ’exponentielle sur N' U T, z — exp(l). Par unicité de la limite,
exp(l) = x.

w(n)

Si R > /2, on définit S% = Sp N (N’ UIN'). Cette opération consiste a retirer les vec-
teurs grands de S, qui ne sont pas associés a des segments géodésiques minimiseurs, et dont
I’exponentielle ne se trouve donc pas sur Sg.

D’abord, exp est un difféomorphisme de S NN’ sur Sg\ exp(Si NON').

L’application exponentielle envoie les vecteurs parfaits partenaires sur la méme image, et
est bijective sur les vecteurs parfaits dont la troisieme coordonnée est positive. Donc Sg est
homéomorphe via I’exponentielle & S% dont on aurait recollé les trous en associant deux a deux
les vecteurs partenaires, qui est elle-méme homéomorphe a une sphere euclidienne.

Pour justifier que exp est bien un homéomorphisme entre ces deux ensembles, on utilise le
théoreme de cut locus pour obtenir que I'application exponentielle est un homéomorphisme...

— des vecteurs petits de la sphere sur leur image;

— des vecteurs parfaits a troisiéme coordonnée strictement positive sur leur image (grace a
I’énoncé plus précis démontré dans la preuve) ;

— des vecteurs parfaits a troisieme coordonnée nulle sur leur image.

Puis on montre que ’application réciproque est bien continue par le méme argument que
celui détaillé ci-dessus.

Il reste finalement & préciser que exp(S% NIN') est la réunion de 4 arcs z = 0 et |zy| = Cg,
car I'image de vecteurs parfaits se trouve dans le plan, et ces vecteurs parfaits sont associés a la
méme période donc ont le méme invariant d’holonomie (définition 31).

[
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