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1 Introduction

On veut étudier la méthode des éléments finis en dimension 1 pour I’équation

—u"=f sur [0, 10]
u(0) = u(10) =0

On commencera, en partie 2, par des aspects théoriques sur la méthode des éléments finis qui
motiveront cette étude.

Ensuite, on traitera dans deux grandes parties 3 et 4, les méthodes liées aux polynémes de
Lagrange de degrés 1 et 2 sur des maillages uniforme et non uniforme. L’exemple de maillage non
uniforme qu’on donnera est donné par

[x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n+2)]

Dans chacune des deux parties 3 et 4, on aura une implémentation de la méthode avec, pour
fonction f, la fonction = +— sin(wx) sur [0,10]. Puis pour ce probléme, on étudiera 'ordre de
convergences des méthodes pour les normes || - ||z2 et || - | g2 (que I'on abrégera en norme L? et
norme H') pour les deux maillages (uniforme et non uniforme).



Enfin, en annexe 5, on donnera le code qui permet d’effectuer les simulations, ainsi que la preuve
du théoreme 2.

L’implémentation se fera dans le langage Python, c’est pourquoi les indices du code commencent
a 0.

La plupart des résultats que l'on présente ici sont des restrictions de théoremes plus généraux
(par exemple, le lemme de Céa, les majorations d’erreur), mon objectif étant de bien comprendre
les résultats dans notre cadre d’application (Lagrange 1 et 2, pour les normes L? et H' avec des
maillages uniforme et non uniforme). On présente en annexe I’énoncé général de certains résultats
(voir 5.6).

2 Motivation et prérequis
Soit I = [0, 10] et I’équation

—u"=f sur I
u(0) =u(10) =0

On pose une formule variationnelle associée au probleme (1) :

Trouver u € H}(I) tel que
Yo e HY(I), a(u,v) = b(v)

ou a(u,v) = /u’v/ et b(v) = /fv
1 1

On veut utiliser une méthode de Galerkin, en se donnant un sous espace de dimension finie V}
(pour h > 0) de V = H}(I) qui tend vers V quand h tend vers 0 dans un certain sens.
On veut donc résoudre le probleme suivant :

3)

Trouver uy, € Vj, tel que
Yoy, € Vi, a(up,vy) = b(vp)

Soit N la dimension de I’espace V},, on se donne une base ((ﬁz)f\i 1 de I'espace V},.
Pour résoudre 1’équation (3), on procede par analyse-syntheése. Pour 1’analyse, on prend une
solution uy, de (3), on peut alors écrire

N
up =y ujd;
j=1

pour (uj)j-vzl € RV,
N
On a donc a(up, ¢;) = Zuja(qﬁj,qﬁi) = b(¢;) pour tout i € {1,..., N}, ce qui peut se réécrire

j=1
en

AU, = Fy,
avec (Ap)ij = al¢j, ¢i), (Un)i = u; et (Fr); = b(;).



Dans notre cas, pour résoudre (1), on a
(A = [ o) (@to
(P = [ f@oars

Pour la synthese, en calculant U = A;th, on trouve aussi que wup, associé a Uy, est bien
solution de (3).

Tout le but des parties suivantes sera de résoudre cette équation avec des V}, différents (et donc
des bases (¢;) différentes) et d’étudier les propriétés de convergence entre la solution u, de (3) et
la solution u de (2) quand h tend vers 0.

3 Méthode de Lagrange pour des polynomes de degré au plus 1

3.1 Théorie
Soit I I'intervalle [0, 10].

Définition 1. Soit N € N. On définit un maillage de I relatif aux N points distincts (xl)fil c
10, 10[" par I’ensemble
T = {|xs, xiy1], Vi€ {0,--- ,N}},

ou o = 0et IN+1 = 10.

Remarque :
On dira qu’un maillage est uniforme si les points (a:z)fi'gl sont uniformément répartis dans 1.

Définition 2. Soit 75, un maillage, on appelle cellule un élément de 7.
On se fixe un maillage 7, de I.

Définition 3. L’espace d’approximation V1 que I'on va utiliser ici sera

Vi = {v e c(1), Uz a;1) € P1[X], 5 =0,...,N avec v(0) = v(10) = 0}

ou P;[X] désigne les polynomes réels de degré au plus 1.
Proposition 4. L’espace V}, 1 est de dimension V.

Exemple 5. La fonction v dessinée ci-dessous est dans V1. (pour N =7)

' v

Zo x1 T2 I3 LqTs5 Lo x7 xs



Il faut se donner une base de V}, ;.
Définition 6. On prend la base B = {¢; € V1,7 € {1,..., N}, ou ¢;(z;) = d;;}.

Les fonctions ¢; sont de la forme suivante

A N

Zo x1 Ti—1 TiTiy1 TN TN+1

On pose les fonctions ¢ et ¢ de la méme facon.

1 o)
------------------------------------------------ e
Zo r1 IN TN+1
1 ;T ON+1 j
Zo M IN TN+1

Comme vu dans la partie 2, on pose alors les matrices
(Ap)ij = /I@(:I:)gb;(x)d:r pour tout i,j € {1,..., N}
(Fr)i = /f(a:)gbi(:z:)d:x pour tout i € {1,..., N}
I

La solution est alors Up, = A;th.
Pour calculer les matrices A, et F}, de maniere pratique, on se donner une cellule de référence
K = [0, 1] sur laquelle on se donne deux fonctions de base ¢g et ¢j.

1 1+

%0 ¥1




Ainsi, pour une cellule K = [a, 8] de 7, on peut définir la transformation affine

K — K
Fy - ) . )
z = 2+ (1-2)

Cette transformation envoie K sur K.
Ainsi, pour K = [zj,xj4+1], on note ¢ o= ¢; et ¢x 1 = ¢;41, on a alors, pour [,m € {0, 1},

/ B (@) () = / (10 ) (2)(om 0 Fil) (2)de
K K
- /K (F) (@) (Fiet () (FY) ()l (Fi () e
1 P 1 , _
:/KW%(FKI@))WWm(FKI(UC))dUC

- ML@E(FF(%))%(F;(Q;))@
- M /[gspg(j)wlm(@)(xjﬂ — x;)d

- | d@ @

Tj+1 — 25 JK

On va donc pouvoir se servir de cette formule sur la cellule de référence pour calculer toutes les
intégrales de la matrices Aj. De méme, on peut faire le méme type de calcul pour calculer F},.

3.2 Implémentation numérique
On veut résoudre ’équation
—u(z) = sin(wx) sur [0,10] (4)
u(0) =u(10) =0

La solution exacte est )
Ve e0,10], u(x) = S0

J’ai choisi d’implémenter le maillage par une liste qui contient les N 4+ 2 points rangés par ordre
croissant (donc les 2 bords sont aux extrémités de la liste).
Pour un maillage uniforme, on aura

Nodes_1_uni = [ b*i/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T T T T T T T T T

o Tl T2 T3 T4 Ty Te L7 T8 T9 T10 L11 12 T13 T14 T15 T16

Exemple pour N = 15

On peut se donner un maillage non uniforme comme

Nodes_1 = [x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n+2)]



[ T T | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L LI L ) T T T T T T T T T T T

To TsTex7 T8 T9 T10 T11 T12  T13 14 x5 x16

Exemple pour N = 15

On représente ensuite les cellules par une liste de tableaux de la forme [i,7 + 1] ou ¢ varie entre
0et N.

Cells_1 = np.array([[i,i+1] for i in range (n+1)] )

Pour la matrice Ay, j’ai choisi de créer une matrice A de taille (N + 2) x (N 4 2) pour traiter
les cas aux bords, puis d’extraire la sous matrice Ay, de taille NV x N en enlevant les bords de A.
J’ai choisi d’utiliser la méthode de Simpson pour approcher I'intégrale / 012, (2)dz.
K

On a alors

/f( P1(2)h (2)da =~ = (1(0)¢0, (0) + 4} (1/2)¢],(1/2) + £i(1)¢l, (1))

CM»—*

On peut donc calculer la matrice A en faisant une boucle sur les cellules, puis en faisant varier
1
[ et m dans ’ensemble {0, 1} et en ajoutant / 01 (2) ), (2)dE & App,.
Tj+1 = Tj JK

De méme, on calcule le vecteur colonne F' de taille N + 2, pour ensuite extraire F}, qui sont les
N coordonnées de F' en retirant les bords.

Enfin on résout le systeme AU, = F}, pour obtenir notre solution a ’aide la bibliotheque numpy
et de la commande Uh = np.linalg.solve(Ah, Fh).

On présente maintenant les résultats pour les deux maillages présentés ci-dessus, pour N €
{20, 60, 200}.

Maillage uniforme Maillage non uniforme
0.15 0.15
—— solution_exacte —— solution_exacte
solution_approchée solution_approchée

0.00

TVY Y | UU

T T T
10 0 10

N =20 N =20



0.15 0.15
—— solution_exacte —— solution_exacte
—— solution_approchée —— solution_approchée
0.10 4 0.10
0.05 4 0.05
0.00 0.00 +
—0.05 4 —0.05 4
-0.10 + —0.10
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0.15 0.15
—— solution_exacte —— solution_exacte
—— solution_approchée —— solution_approchée
0.10 1 0.10
0.05 4 0.05 -
0.00 4 0.00 4
—0.05 + —0.05 4
—0.10 4 —0.10 4
T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 9 6 8 10

La méthode semble donc converger. Dans la partie suivante, on va quantifier cette convergence
et calculer I'ordre de la convergence pour les normes L? et H'.

3.3 Analyse numérique

On veut donner une estimation de I’erreur de notre approximation.

3.3.1 En théorie

Lemme 1 (de Céa). Pour u la solution de (1), uy solution de (3) et II;(u) la projection de u sur
I'espace V} 1, on a

M
oo = wnlzzn < =l = T0a )1

ou M est la constante de continuité de a, a est la constante de coercivité de a avec a la forme
bilinéaire de (2).

Démonstration. On a up, — Il (u) € V31 par définition de uy, et IIp(u).
Donc on a

a(u,up, — Hp(uw)) = blup, — Hp(uw)) et alup, up — Hp(uw)) = blup — Hp(u)),




puisque u et uy, sont solutions de (1) et (3).
En soustrayant, on a donc
a(u —up, up, — My (u)) = 0.
Par coercivité de a, on a

allu —uplF < alu —up,u — up) + alu — up, up, — My (u))

=0

<
< Mju = unll g flu = T (w) ||

Ainsi on a

M
o= unllgn < = llu = TIa(u)

Théoréme 1. Pour u solution H?(I) de (1) et II;(u) la projection de u sur l'espace Vj, 1, on a

lw = Tn (W)l 2 (ry < Chllw"|| 2y

ol h= max |z — =
[zi,@it1]E€Th

Démonstration.
Etape 1 : Montrons que ||u" — I (u)’|| 2 < hl|u”||z2.
On va raisonner par densité, on suppose ici que u est C*.

Tit+1

N
o = ) B = > [ ) - ()P
i=0 v i

Or, pour z € [z, xit1],

Hh(u)’(a:) _ U(%‘H)hi— u(z;)

avec h; = xj41 — x; et y; €]z, x;41] défini par le théoreme des accroissements finis.

=/ (yi)

LTi+1

/Iiﬂ(u/(x) — I (u) (z))*de = / (/' () — ' (yi))*d

Ty

Tig1 x 2
= / </ u”(t)dt) dx
Tit1 T T
< / ( / u”(t)th> ( / ldt) dx par Cauchy—Schwarz
Ti41 xX
< / h; < / u”(t)%lt) da
;i Yi
Tit1 Li+1
< / hy < / u“(t)zdt> da

Tit1 Ti+4+1
< h; / u (t)? ( / dm) dt par Fubini

Ti41
< h? / u' (t)dt
z;

i




Ainsi, en injectant dans 'égalité (5), on a
2
2 2
o~ (o) 2 < (o i) o

En passant a la racine, on a
[0 =T (u)'[[ 2 < Bflu”|l 2.

Etape 2 : Montrons que |ju — IIj,(u)|| 2 < h2|u”]| 2.

N Tit1
Ju = T2 = 3 / () — Ty () ()| 2da
i=0 Y%

Or, pour z € [z, Tit1],

x

T 2
ute) - M@ = ([ 00 = M )de) - can u(e:) = my(w) (o)
hi | (u'(t) — Ty (u) (t))?dt par Cauchy-Schwarz

< b3 u' (t)?dt par V'inégalité (6)
On integre sur [x;, z;4+1] pour obtenir
Ti41 Ti+1
/ () — T (u) (2)[2dz < b2 / o (1)L,
x; Zq

Ainsi
llu — Th () |72 < A*|u”|| 72

En passant a la racine carrée, on obtient
lu =T (u) | 2 < P2 ||| 2
Etape 3 : Conclusion.
lu = (W)l = [l = T (u) ||z + [Ju" — T (u)|| 2
< P2 g2 + a2

(1 + h)h|u|| 2
Ch|u"| 2 avec C = |I| +1

N

<
<

Corollaire 1. Dans notre cadre (k= 1), on a

lu — upl 2y < Ch?

lw —unllgr(ny < Ch

ou C' dépend uniquement du domaine I et de la fonction f.




Démonstration. On a, par le lemme de Céa et par le fait que —u” = f, les inégalités suivantes :

Ju =l < o~ T ()l 2
< C'R?||u"|| 2 en utilisant la preuve du théoréme 1
< C'R?||fl 2
< C"h? avee C" = C'||f |12
et

M
lu = unll gy < EHU — I ()| e
M
< C'h||u"|| 2 avec C' = Mc
«
< C'h|fllz2
< C"h avec C" = C'||fl| 12

3.3.2 En pratique

On va maintenant calculer numériquement les erreurs entre la solution exacte et la solution
approchée en normes L? et H'. Pour cela, on calcule la norme L? de v —uy, ! en utilisant la fonction
quad du module scipy.integrate de Python. On va donner la fonction uj explicitement grace a la
fonction uh_k1 (voir annexe 5.2). De plus, pour calculer la norme H1, il faut calculer u), qui sera une
fonction constante par morceaux qui vaut sur chaque [z;, x;+1] du maillage le coefficient directeur
de la pente entre up(x;) et up(zit1). On donne cette fonction explicitement grace a uhprim_k1 (voir
annexe 5.2).

Ensuite pour calculer I'erreur, on va tracer la fonction log(|lu — u||) en fonction de logh. On va
trouver une pente qui aura pour coefficient directeur ’exposant de h dans les inégalités que 'on a
démontré dans la partie 3.3.1. On va tracer cette courbe pour N € {100, 200, 500, 800, 1000, 3000}.

On va de nouveau faire une distinction entre les cas ou le maillage sera uniforme ou non uniforme.

Les tracés sont de la forme :

254

-3.04

—-354

—4.04

—-4.5

-5.0 1

-5.5

T T T T T T T T
—5.0 —4.5 —4.0 —3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -15

Erreur en norme H'(I) pour le maillage non uniforme.

1. ou u est la solution exacte et uy la solution approchée calculée par la méthode des éléments finis

10



On résume les résultats en donnant le coefficient directeur moyen des pentes pour les différentes
simulations.

Coefficient directeur | Maillage uniforme | Maillage non uniforme | Théorique
Norme L? 1.9827103 2.0032377 2
Norme H'! 1.0016067 1.0153032 1

Ainsi, la simulation numérique coincide bien avec les résultats théoriques.

4 Méthode de Lagrange pour des polynomes de degré au plus 2

4.1 Théorie

On va maintenant changer d’espace d’approximation, en élevant le degré des polynomes que 1’on
considere.
On se fixe un maillage 7, de I.

Définition 7. L’espace d’approximation V3,2 que I'on va utiliser ici sera

Vo = {v €COUI), Wy, myin) € PoX], G =0,...,N avec v(0) = v(10) = 0}

ou Po[X] désigne les polynomes réels de degré au plus 2.
Proposition 8. L’espace V}, 2 est de dimension 2V + 1.

Exemple 9. La fonction v dessinée ci-dessous est dans V}, . (pour N = 7)

' ' ' ' ' ' '
} } } } } } }
T T T T T T T T

Zo Z1 Ta T3 TaT5 Te x7 xs

Il faut se donner une base de Vj, 2. Pour chaque cellule K = [z, xj41], on va rajouter un point
au milieu 7, afin d’avoir trois points sur chaque cellule. Ainsi, comme il existe un unique polynome
de degré au plus deux qui passe par trois points distincts, on va pouvoir trouver 3 polynomes pour
chaque cellule tels que chaque polynéme vaut 1 sur un des trois points et 0 sur les deux autres. On
décrit les trois fonctions g, o1 et @1 pour la cellule de référence K= [0, 1].

11



®o1 :

2]

0 1—"1 0 1/2 1 0 1/2 1

On peut ensuite utiliser les mémes calculs que pour la méthode de Lagrange avec des polynoémes
de degré au plus 1, il faut juste faire varier m, [ dans {0, 1,2} dans les intégrales que 1’on considere.

Si on veut représenter la base de Vj, 2 que 'on s’est donnée, on tracerait les 2NV + 1 fonctions
suivantes (car Vj, 2 est de dimension 2N + 1).
On a les N fonctions (¢;)¥; :

| N

""""""""""" N~—F”" A T T T
Zo T Ti—1 TiTi+1 TN TN+1

Puis on a les N + 1 fonctions (qﬁi)f\io :

Zo T Ti—1 TiTir1l TN TN+1

4.2 Implémentation numérique

On veut toujours résoudre I’équation

u(0) =u(10) =0 @)

{—u”(m) = sin(7z) sur [0, 10]
J’ai choisi d’implémenter le maillage par une liste qui contient les 2NV + 3 points rangés telle que
les N points du maillage sont au début (rangés dans l’ordre croissant), puis on met les N + 1 points
milieux (par ordre croissant) et enfin les deux bords.
Pour un maillage uniforme, on aura

Nodes_2_uni = Nodes_1_uni[1:-1]
+ [(Nodes_1_uni[i] + Nodes_1_uni[i+1])/2 for i in range (n+1)] + [0,10]

] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
T T T T T T T T T T T T T T T T T

To Tl T2 T3 T4 Ty Te Ty T8 T9 T10 L11 12 13 L14 T15 16

Exemple pour N =15

12



Nodes = [1.66, 3.33, 5.0, 6.66, 8.33, 0.83, 2.5, 4.16, 5.83, 7.5, 9.16, 0, 10]
Exemple pour N =5

On peut se donner un maillage non uniforme comme

Nodes_2 = Nodes_1[1:-1] + [(Nodes_1[i] + Nodes_1[i+1])/2 for i in range (n+1)]
+ [0,10]

[ I IO O I | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L LI B | T T T T T T T T T T T

To TsTeX7 Ty L9 T10 L11 T12  T13 14 x5 x16

Exemple pour N =15

Nodes = [0.22, 0.90, 2.10, 3.92, 6.48, 0.11, 0.56, 1.50, 3.01, 5.20, 8.24, 0, 10]
Exemple pour N =5

On représente ensuite les cellules par une liste de tableaux de la forme [i,i 4+ 1,i +n + 1] ou 4
varie entre 0 et N — 2. Ainsi on place le début de la cellule, la fin de la cellule puis le milieu de
la cellule. Les deux cellules du bords sont donc de la forme [31, 0, 15] et [14, 32, 30] dans
I’exemple ou N = 15.

Cells_2 = [[2*n+1,0,n]] + [[i,i+1,i+n+1] for i in range(0,n-1)]+[[n-1,2*n+2,2+*n]]
Je me suis donné un tableau Bords qui contient les deux bords :

Bords = [2*n+1, 2*n+2]

Pour la matrice Ay, j’ai choisi de créer une matrice Ay de taille N x N cette fois-ci et de gérer
les bords dans la boucle de calcul des coefficients.

On peut donc calculer la matrice Ay, en faisant une boucle sur les cellules, puis en faisant varier

1
I et m dans l'ensemble {0,1,2} et en ajoutant ———— [z ©}(Z)p}, (2)dE & Aj,p, siles indices
Tj+1 = T
correspondant a la cellule ne sont pas dans le tableau Bords.

De méme, on calcule le vecteur colonne F}, de taille N en faisant attention aux bords.

Enfin on résout le systeme AUy, = F}, pour obtenir notre solution a ’aide la bibliotheque numpy
et de la commande Uh = np.linalg.solve(Ah, Fh).

On présente maintenant les résultats pour les deux maillages présentés ci-dessus, pour N €
{20, 60,200}.

13



Maillage uniforme

0.15

0.10 4

0.05

0.00 4

—0.05 -

—0.10 -

—— solution_exacte
—— solution_approchée

0.15

o
N
S
o
=)
5

0.10

0.05 4

0.00

—0.05 -

—0.10 -

—— solution_exacte
—— solution_approchée

0.15

o
8]
S
@

0.10 4

0.05

0.00 4

—0.05 -

—0.10 -

—— solution_exacte
—— solution_approchée

Comme dans la partie précédente, la méthode semble converger. Dans la section suivante, on va

o
N
S
o
=)
5

N =200

Maillage non uniforme

0.15

0.10

0.05

0.00 4

—0.05

—0.10 4

—— solution_exacte
—— solution_approchée

0.15

c.
.
IS
o
-]
5

0.10

0.05 -

0.00 4

—0.05 4

—— solution_exacte
—— solution_approchée

0.15

5_
N
IS
o
o
5

0.10

0.05

0.00 4

—0.05

—0.10 4

—— solution_exacte
—— solution_approchée

N =200

quantifier cette convergence et calculer 'ordre de la convergence pour les normes L? et H!.
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4.3 Analyse numérique

On veut donner une estimation de l'erreur de notre approximation.

4.3.1 En théorie

Théoréme 2. Pour u solution H3(I) de (1) et II;(u) la projection de u sur l'espace Vj, 9, on a

lu = Ta ()| ry < CR?[[u®]| 2y

ot h= max |z — =
[zi,@it1]€Th

Démonstration. Semblable a la preuve du théoreme 1. Pour la preuve détaillée, voir ’annexe 5.5. [

Corollaire 2. Dans notre cadre (k = 2), on a

lw —unllz2(ry < Ch?

lw = unll 1y < CR?

ou C' dépend uniquement du domaine I et de la fonction f.

Démonstration. Semblable a la preuve du corollaire 1. O

4.3.2 En pratique

On va maintenant calculer numériquement les erreurs entre la solution exacte et la solution
approchée en normes L? et H'. Pour cela, on calcule la norme L? de u—uy, ? en utilisant toujours la
fonction quad du module scipy.integrate de Python. On va donner la fonction wy explicitement
grace a la fonction uh_k2 (voir annexe 5.4) en interpolant entre les 3 points x;, x; et x;41. De plus,
pour calculer la norme H', il faut calculer uj, qui sera une fonction affine par morceaux. On donne
cette fonction explicitement grace a uhprim_k2 (voir annexe 5.4).

Ensuite pour calculer I'erreur, on va tracer la fonction log(|lu — uy]|) en fonction de logh. On va
trouver une pente qui aura pour coefficient directeur ’exposant de h dans les inégalités que 1’'on a
démontré dans la partie 3.3.1. On va tracer cette courbe pour N € {100, 200, 500, 800, 1000, 3000}.

On va continuer de faire une distinction entre les cas ou le maillage sera uniforme ou non
uniforme.

On résume les résultats en donnant le coefficient directeur moyen des pentes pour les différentes
simulations.

Coefficient directeur | Maillage uniforme | Maillage non uniforme | Théorique
Norme L? 1.9922769 2.0006769 3
Norme H' 2.0075953 2.0160268 2

2. ou u est la solution exacte et up la solution approchée calculée par la méthode des éléments finis
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On a donc une différence entre les résultats théoriques et les simulations pour la norme L2.
Cependant, pour la norme H'!, les simulations coincident avec les résultats théoriques.

La différence de résultats pour la norme L? vient sans doute d’une erreur d’approximation
d’intégrale que l'on effectue dans la méthode des éléments finis. En effet, dans la partie théorique,
on calcule 'erreur pour la fonction uy qui est donnée par la résolution du systéeme ApUp, = F,. Or,
dans la pratique, pour calculer A, on a utilisé une méthode de Simpson qui introduit une erreur
de calcul numérique. Cette erreur a été négligée dans la partie théorique.

5 Annexe

5.1 Code pour le cas k=1

from math import *

import numpy as np

from scipy.integrate import quad
import matplotlib.pyplot as plt

n=20
a=0
b=10

def f(x):
return sin(pi*x)

def solution_exacte(x):
return f(x)/(pix*pi)

Nodes_1 = [bxi/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]
#Nodes_1 = [x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n+2)]

Cells_1 = np.array([[i,i+1] for i in range (n+1)] )

def RefBasicFct(x, k):
if k ==
return np.array([x, 1-x])
if k == 2:
return np.array([2*(x-1/2)*(x-1), 2*x(x-1/2)*x, -4*xx*(x-1)]1)

def DerRefBasisFct(x, k):
if k ==
return np.array([1,-1])
if k == 2:
return np.array([4*x - 3, 4*x - 1, -8xx + 4])
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#Calcul de A_h
A = np.zeros((n+2,n+2))
for k in range (len(Cells_1)):
for i in range(2):
for j in range(2):

AlCells_1[kI[il1[Cells_1[k][j1] += 1/(abs(Nodes_1[Cells_1[k][1]1]1-
Nodes_1[Cells_1[k] [0]]))*6%(DerRefBasisFct (0, 1) [i]x*
DerRefBasisFct (0, 1) [j]+4*DerRefBasisFct(1/2, 1) [i]*
DerRefBasisFct(1/2, 1) [jl+DerRefBasisFct(1, 1) [i]*DerRefBasisFct(1, 1)[j])

A= np.array(A)
A= A[1:-1,1:-1]

#Calcul de F_h

F = np.zeros(n+2)

for k in range (len(Cells_1)):
for i in range(2):

FlCells_1[k][i]] += (Nodes_1[Cells_1[k][1]]-Nodes_1[Cells_1[k][0]])*6x*
(RefBasicFct (0,1) [i]1*f (Nodes_1[Cells_1[k] [1]])+4*RefBasicFct(1/2,1) [1]*
f(1/2*Nodes_1[Cells_1[k] [0]]1+(1/2)*Nodes_1[Cells_1[k] [1]11)+
RefBasicFct(1,1) [i]1*f (Nodes_1[Cells_1[k] [0]1]))

F = np.array(F)
F[1:-1]

53]
Il

#solution approchée
U = np.linalg.solve(A, F)

sol = np.zeros(n+2)
for i in range (1,n+1):
sol[i]l = U[i-1]

#tracer les courbes

plt.clf O

abscisse = np.linspace(a,b,200)

plt.plot(abscisse, [solution_exacte(x) for x in abscisse], label="solution_exacte")
plt.plot(Nodes_1,s0l, label="solution_approchée")

plt.legend(loc=’upper left’)

plt.ylim(-0.11, 0.15)

plt.show()

5.2 Code pour ’erreur dans le cas £ =1

def moy_coef(a,b):
S=0
for i in range (len(a)-1):
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def

S+= ((b[i+1]-b[i])/(ali+1]-alil))
return S/(len(a)-1)

uh_k1(L, Nodes, x):
i=0
while Nodes[i] < x:
i+=1
a = Nodes[i-1]
b = Nodes[il]
fa = L[i-1]
fo = L[i]
return fb/(b-a)*(x-a) + fa/(a-b)*(x-b)

#resol_k1 donne le vecteur U_h

def

def

def

def

erreur_k1_L2(n):
Nodes_1 = [b*i/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]
# Nodes_1 = [x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n+2)]
sa = resol_ki(n)
def g(x):
return uh_k1(sa,Nodes_1,x)
return sqrt(quad(lambda x : (g(x)-f(x)/(pixpi))**2,a,b)[0])

uhprim_k1(L, Nodes, x):
i=0
while Nodes[i] < x:
i+=1
a = Nodes[i-1]
b = Nodes[i]
fa = L[i-1]
fb = L[i]
return (fb - fa) / (b - a)

erreur_k1_Hi(n):
Nodes_1 = [b*i/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n + 2)]
#Nodes_1 = [x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n + 2)]
sa = resol_k1(n)
def g(x):

return uh_k1(sa, Nodes_1, x)
def gprim(x):

return uhprim_k1(sa, Nodes_1, x)
return sqrt(quad(lambda x : (g(x)-f(x)/(pi*pi))**2, a, b)[0])

+sqrt (quad(lambda x : (gprim(x)-cos(x*pi)/(pi))**2, a, b)[0])

trace_erreur_k1(norm):
xlinspace = np.array([100,200,500,800, 1000, 3000])
def maxliste(L):

max = L[1] - L[0O]
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for i in range (len(L) - 1):
if (L[i+1] - L[i]) > max :
max = L[i+1] - L[i]

return max

#H = [maxliste([x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n+2)])
for n in xlinspace]

H = [maxliste([b*i/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]) for n in xlinspace]
if norm == "L2":

Erreur = [erreur_ki1_L2(n) for n in xlinspace]

plt.clf O

plt.plot([log(h) for h in H], [log(x) for x in Erreur])

plt.show()
if norm == "H1":

Erreur = [erreur_k1 _Hi(n) for n in xlinspace]

plt.clf()

plt.plot([log(h) for h in H], [log(x) for x in Erreur])

plt.show()
return moy_coef ([log(h) for h in H], [log(x) for x in Erreur])

5.3 Code pour le cas k =2

from math import *

import numpy as np

from scipy.integrate import quad
import matplotlib.pyplot as plt

n=20

a=0
b=10

def f(x):
return sin(pi*x)

def solution_exacte(x):
return f(x)/(pi*pi)
Nodes_1 = [bxi/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]

#Nodes_1 = [x*b/(n+1)* sinh(x/n)/sinh((n+1)/n) for x in range (n+2)]

Nodes_2

Nodes_1[1:-1] + [(Nodes_1[i] + Nodes_1[i+1])/2 for i in range (n+1)] + [a,b]

Cells_2

[[2*n+1,0,n]]+[[i,i+1,i+n+1] for i in range(0,n-1)]+[[n-1,2%n+2,2%n]]

Bords = [2%n+1, 2%n+2]
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def RefBasicFct(x, k):
if k ==
return np.array([x, 1-x])
if k == 2:
return np.array([2*(x-1/2)*(x-1), 2x(x-1/2)*x, -4*x*(x-1)])

def DerRefBasisFct(x, k):
if k ==
return np.array([1,-1])
if k == 2:
return np.array([4*x - 3, 4xx - 1, -8%x + 4])

#Calcul de A_h
A_2 = np.zeros((2*n+1,2*n+1))
for k in range (len(Cells_2)):
for i in range(3):
for j in range(3):
I = Cells_2T[k][i]
J = Cells_2[k] [j]
if I not in Bords and J not in Bords:
A_2[I]1[J] += 1/(abs(Nodes_2[Cells_2[k] [1]]-Nodes_2[Cells_2[k] [0]]))*6*
(DerRefBasisFct (0, 2) [i]*DerRefBasisFct(0, 2)[j]+4*
DerRefBasisFct(1/2, 2)[i]*DerRefBasisFct(1/2, 2) [jl1+
DerRefBasisFct(1, 2)[i]#*DerRefBasisFct (1, 2)[jl)

A_2 = np.array(A_2)

#Calcul de F_h
F_2 = np.zeros(2xn+1)
for k in range (len(Cells_2)):
for i in range(3):
I = Cells_2[k][i]
if T not in Bords:

F_2[I] += (Nodes_2[Cells_2[k][1]]1-Nodes_2[Cells_2[k] [0]])*6x
(RefBasicFct(0,2) [i]*f (Nodes_2[Cells_2[k] [1]]1)+
4xRefBasicFct(1/2,2) [i]*
f(1/2*Nodes_2[Cells_2[k] [0]]+1/2*Nodes_2[Cells_2[k] [1]])
+RefBasicFct(1,2) [i]* f(Nodes_2[Cells_2[k][0]]))

F_2 = np.array(F_2)
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#Calcul de U_h
U_2 = np.linalg.solve(A_2, F_2)

def reordonne(a,n):
V = np.zeros(len(a))
for i in range(n):
V[2*i+1] = al[il
for i in range(n+1):
V[2%i] = ali+n]
return V

#réordonne et ajoute des zeros sur les bords

segment = np.concatenate((np.concatenate((np.array([al),
reordonne (Nodes_2[:-2],n))) ,np.array([b])))

solution = np.concatenate((np.concatenate((np.array([0]),
reordonne(U_2,n))) ,np.array([0])))

#tracer les courbes

plt.clf O

abscisse = np.linspace(a,b,200)

plt.plot(abscisse, [solution_exacte(x) for x in abscisse],label="solution_exacte")
plt.plot(segment, solution, label="solution_approchée")

plt.legend(loc=’upper left’)

plt.ylim(-0.11, 0.15)

plt.show()

5.4 Code pour ’erreur dans le cas k = 2

def uh_k2(L, Nodes, x):

i=20
while i < len(Nodes) and Nodes[i] < x:
i+=1
if i\%2==0:
a = Nodes[i-2]
b = Nodes[i-1]
¢ = Nodes[i]
fa = L[i-2]
fb = L[i-1]
fc = L[i]
else:
a = Nodes[i-1]
b = Nodes[i]
¢ = Nodes[i+1]
fa = L[i-1]
fb = L[i]
fc = L[i+1]
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def

def

def

return fc/((c-a)*(c-b))*(x-a)*(x-b) + fa/((a-b)*(a-c))*(x-b)*(x-c)
+ fb/ ((b-a)*(b-c))*(x-a)*(x-c)

erreur_k2_L2(n):
Nodes_1 = [b*i/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]
Nodes_2 = Nodes_1[1:-1] +

[(Nodes_1[i] + Nodes_1[i+1])/2 for i in range (n+1)] + [a,b]
sa = resol_k2(n)
solution = np.concatenate((np.concatenate(

(np.array([0]),sa)) ,np.array([0])))
segment = np.concatenate((np.concatenate(

(np.array([a]) ,reordonne(Nodes_2[:-2],n))) ,np.array([bl)))
def g(x):

return uh_k2(solution,segment,x)

return sqrt(quad(lambda x : (g(x) - £(x)/(pi*pi))**2,a,b)[0])

uhprim_k2(L, Nodes, x):

i=0
while i<len(Nodes) and Nodes[i] < x:
i+=1
if i\%2==0:
a = Nodes[i-2]
b = Nodes[i-1]
¢ = Nodes[i]
fa = L[i-2]
fb = L[i-1]
fc = L[il]
else:
a = Nodes[i-1]
b = Nodes[i]
¢ = Nodes[i+1]
fa = L[i-1]
fb = L[i]
fc = L[i+1]

return fc/((c-a)*(c-b))*(2*xx-a-b) + fa/((a-b)*(a-c))*(2*x-b-c)
+ fb/ ((b-a)*(b-c))*(2*x-a-c)

erreur_k2_H1(n):
Nodes_1 = [b*i/(n+1) + (1-i/(n+1))*a for i in range(n+2)]
Nodes_2 = Nodes_1[1:-1] +

[(Nodes_1[i] + Nodes_1[i+1])/2 for i in range (n+1)] + [a,b]
sa = resol_k2(n)
solution = np.concatenate((np.concatenate(

(np.array([0]),sa)),np.array([0])))
segment = np.concatenate((np.concatenate (

(np.array([a]) ,reordonne(Nodes_2[:-2],n))) ,np.array([b])))
def g(x):

return uh_k2(solution,segment,x)
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def gprim(x):
return uhprim_k2(solution,segment,x)
return sqrt(quad(lambda x : (g(x)-f(x)/(pi*pi))**2,a,b) [0])
+ sqrt(quad(lambda x : (gprim(x)-cos(xx*pi)/(pi))**2,a,b) [0])

def trace_erreur_k2(norm):
xlinspace = np.array([100,200,500,800, 1000, 3000])
if norm == "infini":
Erreur = [erreur_k2_infini(n) for n in xlinspace]
plt.clf O
plt.plot([log(1/n) for n in xlinspacel, [log(x) for x in Erreur])
plt.show()

if norm == "L2":
Erreur = [erreur_k2_L2(n) for n in xlinspacel
plt.clf()
plt.plot([log(1/n) for n in xlinspace], [log(x) for x in Erreur])
plt.show()

if norm == "H1":
Erreur = [erreur_k2 _Hi(n) for n in xlinspace]
plt.clf()
plt.plot([log(1/n) for n in xlinspace],[log(x) for x in Erreur])
plt.show()
return moy_coef([log(l/n)for n in xlinspace], [log(x) for x in Erreur])

5.5 Preuve du théoréme 2

On veut montrer que
lu = TTh(w) || 2 < CR2|[u® || 2.

Etape 1 : Montrons que |[u” — I, ()] 12 < hllu® 2.
On va raisonner par densité, on suppose ici que u est C*.

N Tit1
= T ()22 = 3 / (' (2) — Ty (u)"(2))2de (8)
i=0 v ¥i

Or, pour z € [z, x;11],

du()
h?

2u(x;)

2

2u(wit1)

Hh (u) (x) 12

(@ = @ip1)(x — i) — (@ — @) (x — @ir1) + (z — @) (x — 7))

Ainsi, on a

M0y () (2) = 7 () — 20(%) + u(zi11)) = (1)

1

ol y; €]w, wiv1[”.

u(t +h) — 2u(t) +u(t — h)
h2
la preuve du théoréme des accroissements finis)

et appliquer le théoréme de Rolle & une fonction bien choisie (similaire &

3. considérer
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zz+1

Fit " // 2
(u”(x) — dx =
X4
/Iz+1 (
T
Ti41
<[
T
Tit1
< / h;
T
Tit1
< / hi
X
<h

i
T

/

/:
("
(f

/

u®

T

i

— u(y;))da
)dt)2 dz

t) < / 1dt) dx par Cauchy—Schwarz

)(t)%d
(3) (t)%lt) dx
(3)

i+1

3 (t)th) dx

Tit1 Ti41
u®(t)? </ dx) dt par Fubini

Ti+1
< K2 / u® (t)2dt

Ainsi, en injectant dans ’égalité (8), on a

lu” =T ()72 < B ul®I2..

En passant a la racine, on a

" =Ty ()" 2 < Al 2.

Etape 2 : Montrons que ||u/ — I, (u)’]| 12

< 12

[FZ2

N o pzi
W—mwwfél/ () — Ty () () Pd
i=0 v Ti

Or, pour z € [z, Tit1],

T

T 2
o) = @) = ([0 - mw o))
h

N
>

i

On integre sur [z;, x;+1] pour obtenir

i

Ainsi

i [ (W'(t)

— I, (u)"(t))dt par Cauchy-Schwarz

Ti4+1
f’/ u® (t)%dt par 'inégalité (9)
x

Ti41 Ti+1
/ () — Ty (u) () Pz < B / u® (1)t

" = Ta(w)' 172 < B ul2..

En passant a la racine carrée, on obtient

lu” = T (u)’
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Etape 3 : Montrons que |Ju — ITj, (w2 < h3|Ju®|| 2.

N Tit1
Ju = ()2 = 3 / () — Ty () ()| 2da
i=0 v %i

Or, pour z € [z;, Ti11],

ute) - M@ = ([ o - Hh<u>'<t>>dt)2

2
T

< h; (u'( ) — Iy (u)'(t))2dt par Cauchy-Schwarz

$H—l LTi4+1
/ / dsdt par I'inégalité (10)
z;

Ti4+1
<nf [l spas

On integre sur [x;, z;4+1] pour obtenir

Tit1 Ti+1
/ () — T (u) (2)2dz < A / u® (1)t

i K

Ainsi

lu = a ()72 < RO u®| 2.
En passant a la racine carrée, on obtient

lu = Th(u)] 2 < B2 [[ul] 2.
Etape 3 : Conclusion.

lw — Iy (W) |1 = [lw = Ty ()| 2 + [lu" — T (w)'] 22
< B2 [u® g2 4+ B2 a2

(1 + P2 [ 2

<
< Ch2|[ul®||}2 avee C = |I| 4+ 1

5.6 Résultats plus généraux

Lemme 2 (Céa). Pour u la solution de (1) dans un Hilbert V', uj solution de (3), on a
M
_ < inf flu—
e — unlly < - inf [lu — vl

ou M est la constante de continuité de a, « est la constante de coercivité de a avec a la forme
bilinéaire de (2).

Théoréme 3. Pour u solution H*+1(I) de (1) et IIj(u) la projection de u sur I'espace Vj, des
polynomes de degré au plus k par morceaux sur un maillage 73, on a

v — T (w) || g < ChF|ul k+1)||L2(I

ol h= max |z — |
[i,zir1]E™
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