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1 Rappels

1.1 Notations

Pour I intervalle quelconque de R, 2 ouvert quelconque de RY on note :
- Cl( ) Pensemble des fonctions de classe C1 de I & support compact.

rr(n) la norme p sur I soit |lul[zs(p) upl/ppour1<p<oo
(N a( I
G
- Vu le gradient de u, soit Vu = :
ou
aCEN

ou
- [[Vullpe == Z 55— ||LP

- oI (respectlvement 89) désigne le bord de I (respectivement de ()
- w CC () signifie que @ est compact et w C 2
- Thu est la translation de u de la distance h, i.e. Tpu(z) = u(x + h) Va
- B désigne la boule unité fermé de RV, soit B = {x € RV ||z| < 1}
- S désigne la sphere unité de RV, soit S = 9B = {z € RY, ||z| = 1}
N

- A : B désigne le produit scalaire de Frobénius, soit A : B = Z a; jb;
ij=1
0%u
8$i81‘j
- L{ .(I) désigne l'ensemble des fonctions L' sur tout compact de I

- Hu désigne la matrice hessienne de u, soit (Hu); ; =

1.2 Définitions

Définition 1.1 (Ouvert de Classe C!).

Un ouvert Q de RY est dit de classe C', si au voisinage de tout point de
09, il existe un difféomorphisme de classe C! qui redresse la frontiere en un
hyperplan de RY~! et  en un des demi-espaces limité par cet hyperplan.



Définition 1.2 (Application compacte).
rE —- F

z = o)
et que I'image par ¢ d’un borné de E est relativement compacte.

Une application ¢ est dite compacte si ¢ est continue

Définition 1.3 (Enveloppe convexe).
Soit F' = {x1,xa, ..., 2, } un sous-ensemble fini d’un espace vectoriel normé.
Alors conv(F) , Penveloppe convexe, est définie par :

conv(F) = { > tjz; / Y t;=1,t; >0} (1)
Définition 1.4 (opérateur coercif).
Soit p > 1. On dit d’un opérateur a qu’il est coercif s’il vérifie :

Ja > 0 tel que a(£).£ > alé?

Définition 1.5 (opérateur monotone).
On dit d’un opérateur a qu’il est monotone s’il est continue et qu’il vérifie :

ve, € €RY (a(¢) = a())-(§-¢) 20

1.3 Outils

Lemme 1.1.
Soit f une fonction continue sur [a b],

Alors il existe un ¢ €]a; b[ tel que f(c —al / flx

Preuve du lemme 1.1.

Si f est de moyenne nulle (i.e / flx
Si f est identiquement nulle, il ex1ste un ¢ €a; b[ tel que f( ) =0, c’est fini
b
Si f n’est pas identiquement nulle, comme / f(x)dx = 0, il existe d tel que

a
f(d) > 0 et il existe e tel que f(e) < 0, donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un ¢ €]a; b[ tel que f(c) =0, c’est fini

~ 1
Si f n’est pas de moyenne nulle, on pose f(z) = f(x) — = / f(x)dx

b b b
ﬁ/ J;(l”)dl”:ﬁ/ flx)dx — Flﬂd/ f(x)dr =0, doncfestde

moyenne nulle, ainsi il existe ¢ €]a; b] tel que f( ) = 0 donc f(c |b - / f



Proposition 1.1 (Inégalité de Holder).
Soient f € LP et g € L¥ aveclgpgooetp’telquelJrl/:l
Alors fg € L' et by
[ 1751 <1 7lzelol )

Corollaire 1.1 (Inégalité d’Interpolation).

Si feLP()NLYN) avec 1 < p < g < oo,
Alors f € L™(Q2) Vr € [p;q] et on a l'inégalité d’interpolation suivante :

e L1 1-a
Il < Ul ot ===+ —— (0<a<1) (3)
r p q

Proposition 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Soit © un ouvert de RV, soient f, g dans un hilbert H

/Q Fal < el (4)

Propriété 1.1.
Soit f € L (1), si /fu =0 YueCl.()
I
Alors f =0 p.p. sur I.

Preuve de la propriété 1.1.
On va raisonner par ’absurde, on suppose qu’il existe un ensemble A C I
tel que A(A) #0 et f > 0 sur A (avec A la mesure de Lebesgue). (Sans perte
de généralité, car on aurait pu prendre — f, s’il n’existait pas de tel ensemble)
Si I est borné, on pose a =inf I et b = sup I et on prend la suite de segments
([a+ l; b— ! 1
n

1
—1) . AAN —:b— A 0, al il exist tel
n])” ( [a'f‘n, n]) I (A) # 0, alors il existe ng te

1 1
que A(ANfa+ —;b— —]) #0.
Mo no

Si I n’est ni borné & droite ni & gauche, on utilise la suite de segment ([—n; n])n

Alors il existe ng tel que A(AN[—ng;no]) # 0, par les mémes considérations que

lorsque I est borné.

Si I est d’une autre forme, on peut se ramener a une suite de segment de la
1

forme ([a — ﬁ’n])"

Ainsi on peut toujours trouver un segment [¢;d] C I tel que A(A N |[e;d]) # 0.

On prend une fonction continue v qui vaut 1 sur [¢;d] et 0 sur [c — e d+ E]C
avec n suffisamment grand pour rester dans I.
Donc /fu =0 car u € C.(1).
Or !
/ fu> / fu= / f>0
I An[ed) An[ed)
car f > 0 sur A. Il y a contradiction, donc f =0 p.p sur I. |



1.4 Théorémes

Théoreme 1.1 (Ascoli).
Soient K un espace métrique compact et H un sous-ensemble borné de C(K).
On suppose que H est uniformément équicontinu i.e.

Ve>0 35 >0 tel que [[z;—a2|[x <0 = |f(z1)—f(x2)| <e VfeH (5)

Alors H est relativement compact dans C(K).

Corollaire 1.2 (Version L” du Théoréme d’Ascoli).

Soit © un ouvert de RY et soit F un sous-ensemble borné de LP(£2) avec
1<p<0
On suppose

(6)

Ve>0 VwCC, 36>0 avec ¢ < dist(w,) tel que
|70 f = fllir@) <€ VheRY avec|h|<d VfeF,

Ve>0 JwccQ telque [[flrw <€ VfeF. (7)

Alors F est relativement compact dans LP(€2).

Théoréme 1.2 (Représentation de Riesz).
Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP)’

Alors il existe u € LP" unique tel que (p, ) = /uf Vfel?

De plus, on a ||lul| ;. = H(pH(Lp)/

2 Espaces de Sobolev

2.1 En dimension 1

Définition 2.1 (WP (1)).
Soit I un intervalle de R, soit p € R, 1 < p < oo On définit I'espace de
Sobolev WP(I) comme ci-apres :

WHP(I) = {u € LP(I),3g € L”(I)//Iw' == /IW Vo eCo()}  (8)

On notera H(I) := W13(I).

Remarque 2.1. W1P(I) peut étre vu comme {u € LP(I),u’ € LP(I) (au sens des distributions)}.
Dorénavant, on notera v’ la dérivation au sens des distributions (cela correspond
au g de la définition 2.1).

On munit 'espace WP (I) de la norme :

lullwrry = llulle) + 14 e (9)



On munit 'espace H'(I) du produit scalaire :
<U70>H1(1) = <“7U>L2(I) + <ulvv/>L2(I) (10)

associé & la norme suivante (équivalente  la norme de W2(1I)) :

el ry = (ullZa gy + 11 Z2)) 2 (11)

Propriété 2.1.

WP(I) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, est réflexif pour 1 < p <
00, est séparable pour 1 < p < co.

H'(I) est un Hilbert séparable.

Théoréme 2.1 (Représentant continu).
Soit u € WHP(I).
Alors il existe @ € C(I) telle que u=1a pp sur [

xT
et u(x) —a(y) = / o' (t)dt Vr,y el
y
Preuve du théoréme 2.1.
On va commencer par prouver deux lemmes :
Lemme 2.1.

Soit f € L (I) qui vérifie /fgp' =0 VYeeCi)

loc

T
Alors il existe une constante C' telle que f =C p.p.

Preuve du lemme 2.1.
Soit une fonction ¥ € C.(I) telle que /w =1.

Pour tout w € Cc(I), on pose la fonction h = w — ( [, w)y € Ce(1)
Donc il existe ¢ € C}(I) telle que ¢’ = w — ( [, w)Y

D’ou /fgo’ =0
I

/If(x) (w(m) - (/Iw(t)dt)w(x)> dz =0

/If(t)w(t)dt— /I/Iw(t)w(x)f(x)dtdx —0

[ (50~ [ st@stas)a—o

Par la propriété (1.1), comme 1’égalité ci-dessus est vraie pour tout w € C.(I),

ona f(t) — /If(x)w(x)dx =0 pp.tel

Donc f=C p.p. I avec C = /If(x)w(x)dx |



Lemme 2.2.
Soit g € L{

loc

Alors v € C(I) et

xT
(I), soit yo dans I, on pose v(z) = / g(t)dt Vxel

Yo

/w’=—/9<p Vip € CH(T)
I I
Preuve du lemme 2.2.

On note a :=inf I et b :=sup I.

/wp—/ /yO dt dx—/yo/yo dtdx—k/yj/ng(t)gp’(x)dtda:

Par le théoreme de Fubini, on trouve que :

/wp—/yo /t )dmdt—l—/yj()/tbgo/(x)dxdtz—/lggo

car ¢(a) = ¢(b) = 0 puisque ¢ € CL(I). [ |

Pour démontrer le théoreme 2.1,
xr
On fixe yo € I et on pose u(z) = / o' (t)dt.

Yo
Le lemme 2.2 nous donne que

/ﬂcp':—/u'go Yo € CH(I)
I I

Donc /(u — )y =0 Ve € ClI), par intégration par parties. Ainsi, par le

I
lemme (2.1), on trouve que u — @ = C p.p. I. La fonction 4(z) = a(x) + C
possede les propriétés désirées.

Définition 2.2 (W, 7 (I)).
Pour 1 < p < oo, on définit W, "*(I) comme la fermeture de C(I) dans
WLP(I). On note HO( ) =Wy 2(I)

Théoréme 2.2 (Caractérisation de WP (I)).
Soit u € WhP(I), alors (u € Wy (I ) si et seulement si @ = 0 sur 9J)
Avec 4 le représentant continu de u (voir le théoréme 2.1).

Définition 2.3 (W™P(I)).
Soit m > 2 et 1 < p < 00, on définit par récurrence

WD) = {u € W HP(I),u" € W HP(I)}

On pose alors H™(I) :== W™2(I)



2.2 En dimension N

Définition 2.4 (WP(€)). Soit Q un ouvert de R, soit p € R, 1 < p < co On
définit espace de Sobolev W1P({)) comme ci-apres :

WhP(Q) := {uc LP(Q),3g1, 92, ..., gn € LP(Q) telles que

) 12
fﬂu%:—fggiw Vi € CL(Q) Vie [1;N]} (12)
On notera H'(Q) := W12(Q).
0
Remarque 2.2. W1P(Q) peut étre vu comme {u € LP(Q),Vi € [1; N] au €
7
LP(Q) (au sens des distributions)}. Dorénavant, on notera Vu le gradientzau
g1
sens des distributions (cela correspond au vecteur : avec les g; de la
gN
définition 2.4).
On munit 'espace W1P(Q) de la norme :
[ullwrr@) = llullr @) + VullLe ) (13)
On munit 'espace H!(2) du produit scalaire :
N
ou Ov
(u,v) () = (u, ) 12(0) + ;%TQ’ 87%>L2(Q) (14)
associé a la norme suivante (équivalente & la norme de W12(Q2)) :
lull @) = (lullF2q) + HVUH%z(Q))l/Q (15)

Remarque 2.3. Il n’y pas de théoréeme du représentant continu comme en
dimension 1 (voir le théoréme 2.1).

Définition 2.5 (W, 7 (Q)).
Pour 1 < p < oo, on définit W, *(Q) comme la fermeture de C}(2) dans
WLP(€). On note H () := W, *(Q)

Théoréme 2.3 (Caractérisation de WP (Q)). B
Soit Q un ouvert de classe Ct, soit u € WLP(Q2) N C(Q) avec 1 < p < oo,
alors (u € WyP(€) siet seulement si u = 0 sur 9)

Définition 2.6 (W™P(Q)).
Soit m > 2 et 1 < p < oo, on définit par récurrence

ou
8581'

WmP(Q) = {ue W" P(Q), e WmbP(Q) Vie[L;N]}

On pose alors H™(Q) := W™2(Q)



2.3 Inégalités
2.3.1 Inégalité de Poincaré

Proposition 2.1 (en dimension 1).
Soit I un intervalle borné -
Alors il existe une constante C' (dépendant de I) telle que

ullwrwry < Cll ooy Yu € Wy P(I) (16)

Preuve de la proposition 2.1.
I = [a,b] u € Wy**(I) donc on peut considérer que u est continue (voir le
théoréme 2.1), d’ott u(a) =0
xT
lu(z)| = Ju(z) —u(a) = [ W' (t)dt < ||u'||px Ve el
'

a
d’ott ||u|| g < ||u'||zr < ||/||z» x Cy par I'inégalité de Holder

1
lullwrs =l + l'llze = ([ w?)"7 + o < (2102 2o) 7 + | 20

1
< HVP|luflpoe + ' llze < ([I1V7 % Cy + 1) u[| e

||
Proposition 2.2 (en dimension N).
Soit © un ouvert borné de RV,
Alors il existe une constante C' (dépendant de €2 et de p) telle que
lullzr ) < ClIVullrr) Yu € Wol’p(Q) 1<p< o0 (17)

Preuve de la proposition 2.2.
Q est un ouvert borné, donc il existe o et § tel que Vo € Q, a < x,, < 5.
Soit ¢ € CL(Q). Pour z € Q, on note 2’ = (x1,...,xn_1) :



INd
sl = [ Gl

zN

< (zy —a)/? (/ |£—N¢(a:’, t)}pdt)l/ppar I'inégalité de Holder

Po
_ p—1 / p
/Q(a:N a) /a ’—amN o(x ,t)’ dtdx

S
S
2
=

S
S
VAN

g 8
< /]}§1V71/(JK (l’N—a)p—lde/a ’V¢(x’,t)|pdtdx’
(B=a) v
< B8 [ |voa) s
— )P

Or C1(9) est dense dans W, *(2) par définition de W, (Q).
Donc, par densité, on obtient l'inégalité (17).

|
2.3.2 Inégalité de Poincaré-Wirtinger
Proposition 2.3 (en dimension 1).
Soit I un intervalle borné, soit u € L'(I), on pose 4 = |—}| /Iu
Alors, on a :
lu—all ey < @1y Yu € WHHT) (18)

Preuve de la proposition 2.3. Grace au théoreme 2.1, on sait qu’il existe un
représentant continu de u, on peut appliquer le lemme 1.1 et ainsi obtenir un

¢ €la;b] / u(c) = i/Iu

1 )
D’ou pour tout x € I, |u(z) — @] = |u(z) —u(c)| = / o (t)dt < ||o ||z
Donc ||u — @||pe < /]| Vu € WHL(T). [ |

Proposition 2.4 (en dimension N).

Soit © un ouvert connexe de classe C!, 1 < p < oo, soit u € LP(Q), on pose
1

=— [ u
1€ Jo
Alors, il existe C telle que :

u

lu —all o) < Ol Vull oy Vu € WHP(Q) (19)

10



2.3.3 Inégalité de Sobolev

Proposition 2.5 (en dimension N).
Soit 1 <p< N

x 1 1 1
Alors WHP(RN) € LP" (RY) ol p* est donné par — = — — —
p p N

et 3C =C(p,N) / |lull o= < C|Vulzr Yue€ WHP(RYN) (20)

Remarque 2.4.
Une preuve de cette inégalité se trouve dans le livre [1] & la page 162.

2.4 Injections
2.4.1 Dimension 1

Proposition 2.6.
Soit I intervalle quelconque de R.
Il y a injection continue de W (I) dans L>(I) pour 1 < p < oo.

Remarque 2.5. Autrement dit, il existe une constante C' (dépendant seulement
de I), telle que ||u|| gy < Cllullwiegy Yue WHP(I) pour 1 < p < oco.

Preuve de la remarque 2.5.

Whe(I) — L)
u — U

Or ¢ est clairement linéaire, donc pour que ¢ soit continue, il faut et suffit qu’il

existe une constante C' telle que Vu € W'P(I), |o(uw)|rery < Cllullwrr(r,

soit [|ull gy < Cllullwrr(ry, ce qui prouve la remarque 2.5.

On veut prouver le caractere continu de I’application ¢

Proposition 2.7.

Soit I un intervalle borné de R.
Alors I'injection WP(I) c C(I) est compacte pour 1 < p < oo et l'injection
WHH(I) € LY(I) est compacte pour 1 < ¢ < oo

Preuve de la proposition 2.7.

® On va utiliser le théoreme d’Ascoli (Théoreme 1.1),
avec K = I, H = {u € WP(I) / |Jullwrey < 1} pour 1 < p < 0o. On
va maintenant vérifier I'uniforme équicontinuité de H:
Soit € > 0, on pose § = €, pour z,y tels que |z — y| < J:
xr
lu(z) —u(y)| = / ()t < |[u'l|zole =y < Jr =y < VueH

On a utilisé 'inégalité de Holder et le fait que ||u/||zr < |lullwir < 1 dans
H.
Donc par le théoréme d’Ascoli, H est relativement compact dans C(T).

11



® On va utiliser un corollaire du théoréme d’Ascoli (Corollaire 1.2), avec
F={ueWH(I) / flullwrray <1}

Lemme 2.3. Siu € Wh!, alors :

VwccCI et YheR avec |h| < dist(w, ),
ona [[Thu —ullpiw) < [[u'|Lrplhl

Preuve du lemme 2.3.
x+h
Grace au théoreme 2.1, on peut écrire u(x + h) —u(z) = / o (t)dt =

x

1
h/ u'(x + sh)ds
0

||Thu—uHL1(w) =

=
—~
8
_|_
>
~—
I
=
8
=
U
8

w

1
= |h|/’/ u' (x4 sh)ds|dx
w 0
1
|h|// |/ (x + sh)|dsdx
wJO
1
|h|/ /|u'(:c+sh)|dmds
0 Jw

/ ! (z + sh)|dz / )y
w w-+s

/I o ()ldy = 22

N

N

N

d'ot [[Tpu — ullprw) < [B[llW |21 (1)
|

Ainsi, grace au lemme 2.3, on obtient ||7,u — u||11(y,) < |h[, puisque dans
F, ||u/||L1(]) < ||u||W1,1(1) < 1.

/ u(z + h) = u(z)|"dz < (2jul|p=)?" / |u(z + h) — u(z)|dz < C|h|
Done ||7hu — ul| ey < CYR|V? < €si |h| < &

De ce fait la condition 6 du corollaire 1.2 est vérifiée.

On vérifie maintenant la condition 7 du corollaire 1.2.
ullLa(new) < llullpe | I\w|'/? < C|[I\w|*? < € en choisissant correcte-
ment w.

12



On applique donc le corollaire 1.2 et on obtient l'injection compacte de
WL(I) dans Li(I).

2.4.2 Dimension N

Théoreme 2.4 (Morrey).
Soit p > N, alors WHP(RY) C L*°(RY) avec injection continue
et pour tout u € WHP(RN), on a |u(z)—u(y)| < Clz—y|*||Vul/z» pp z,y € RY

avec « =1 — — et C une constante ne dépendant que de p et N.

Remarque 2.6.
Une preuve de ce théoréme se trouve dans le livre de Brezis [1] & la page 166.

Théoréme 2.5 (Rellich-Kondrachov).
Pour Q ouvert borné de RY de classe C!, on a :
1 1 1
Sip < N, alors W'P(Q) C L) Vge[l:p*] on— == — N
p p
Sip= N, alors W'P(Q) C L() Vq € [1;00]
Sip> N, alors WhP(Q) C C(Q2)
avec injections compactes.

Preuve du théoréme 2.5.

® Si p > N, on admettra que le théoreme de Morrey (2.4) s’applique pour
Q (par un argument de prolongement que 'on ne développera pas ici,
voir Brezis [1]). On veut appliquer le théoréme d’Ascoli (1.1), Q est
un espace métrique complet car © est un ouvert de RN, H = {u €
WP(Q) / |lullwrr < 1} est borné dans C(€2) car u est holderienne
(grace au théoreme de Morrey(2.4)) donc continue. #H est uniformément
équicontinue car :

[e
Pour tout € > 0, on prend § = ¢ o powr |1 — 22| < 9§, on a

[u(21) — u(x2)] < Cllullwrr|rr — 22| < e YueH
Donc H est relativement compact dans C (©), d’ott 'injection compacte de
WLP(Q) dans C(Q).

® Sip < N, on va utiliser le corollaire 1.2 du théoréme d’Ascoli (1.1), on
prend F := {u € WYP(Q) / ||Jul]lyr» < 1} borné dans LP(Q), on veut
1

vérifier la condition 6, soit 1 < ¢ < p* donc 1 > — > — ainsi on peut
q p

écrire L I1xa+ i*(l — «) avec a €]0; 1]
Soit w qCC Q,ue f];t |h| < dist(w, Q°), on utilise I'inégalité d’interpolation
®3):

a l-o

1l <IN 1Nz avee — = T

13



ici
e — ll gy < lrmae = wlla g llmn — w152,

Or u € WhP(w), donc | mhu — ul| 1wy < [[Vul|p1(w)|h| par le lemme (2.3)
qui peut s’étendre & u € WP (w) (méme type de preuve)

1T = ullpay < (IVullrelhl) I = ull 52,

X

< (IVulloro ) * @l @)
[Vullr < [[Vulze[[1 Ly < CVulre < Cllullwir < C

|ull o < |Jullwre < car il a injection continue de WP dans LP"
d’ot||Thu — ul| ey < |R|*C*217* < € pour |h| assez petit.

La condition (6) du corollaire (1.2) est ainsi vérifiée.

Donc

On vérifie maintenant la condition (7) de ce corollaire:

11 11
Par Hoélder, on a ||u|zq\w) < Hu”LP*(Q\w)’Q\W|q Qw7 < e
pour w bien choisi

Ainsi en appliquant le corollaire (1.2), F est relativement compact dans
Li(Q).

Si p = N, on peut utiliser le résultat précédent, en passant a la limite
1 1 1

quand p — N alors — = — — N — 0 ainsi p* — oo d’ott W1P(Q) C
p p

L1(Q2) Vq € [1;00[ avec injection compacte.

2.4.3 Résumé

dimension 1
Injections 1p oo
I quelconque Contintes WhP(I)C L*(I) | 1< p< 0
. . 17p
I borné Injections VV1 X (I)ycc(l) |1<p< o
Compactes Whi(I)c LY(I) | 1<g¢g<
dimension N 1<p<N p=N p>N
Injections | WIP(RYN) c LY(RY) | WEN(RY) C LI(RY)
—_ RN Jec Lp(mN e’} N
2=R Continues Yq € [p; p*] Vq € [N; o0 WEPRT) € L=(RT)
Injections 1p o Whr(Q) c L) 1p o
Q borné Continues whn@) < L7 (@) Vg € [N; 0] WhrQ) € L7(Q)
ou Q@ =RY [ Injections WP(Q) C L1(RQ) WhP(Q) C LI(Q) 1p -
Compactes Vg € [1;p*] Vg € [1;00] WEr() Ce(@)

14




3 Equations linéaires

3.1 Définitions

Une équation aux dérivées partielles linéaires du second ordre est une équation
du type :
A(x) : Hu(x) + F(z).Vu(z) + g(z)u(z) = h(x) (22)

avec A(x) une matrice N x N symétrique, F: RV — RN et g,h: RY = R
Définition 3.1 (Conditions de Dirichlet).

Les conditions de Dirichlet sont des conditions aux limites que ’on impose
a u sur le bord de 'ouvert dans lequel on se place.

Définition 3.2 (Conditions de Neumann).

Les conditions de Neumann sont des conditions aux limites que I’on impose

ou
a4 — = Vu.7i sur le bord de l'ouvert dans lequel on se place (avec 7 le vecteur

on

unitaire de la normale extérieure au bord de l'ouvert)

On va s’intéresser a des problemes mettant en jeu le laplacien. Soit le
probléme suivant, on cherche une solution w (dite solution forte) appartenant a

HY(Q):

{—Au—i—u:fdansQ, (23)

u = 0 sur 0N.

On va en fait s’intéresser a la formulation variationnelle des problemes. La
formulation variationnelle du probleme (23) est :

/QVuVU—I—/qu:/va Yo € HY(Q). (24)

Pour trouver la formulation variationnelle, en dimension 1, il suffit de
multiplier ’équation du probléeme par v une fonction de Hg(I), ce qui donne
pour notre exemple :

—u"v 4+ uv = fo

Puis, on integre chaque membre de 1’équation pour obtenir :

- [ [w= [ 1o

Ensuite, par une intégration par parties, on obtient :

/u'v’-l—/uv:/fv Yo € Hi(I).
I I I

En dimension supérieure, on va avoir besoin de la formule de Green :

/(Au)vz/ a—uv do—/ VuVo Yo € CHQ)
Q o On Q
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On multiplie de nouveau 1’équation par une fonction de Hg (£2), puis on integre
chaque membre de ’équation, on a :

—/Q(Au)v-i-/ﬂuv:/ﬂfv

On utilise la formule de Green pour obtenir :

/Vqu—/ a—uvda—i—/uv:/fv
Q 20 On Q Q

ou
Or ici v appartient & Hg(£2) donc / an? do = 0 Donc on obtient alors la
aq on
formule variationnelle suivante :

/Vqu+/uv:/fv Yo € H3 ()
Q Q Q

Dans toute la suite, le but sera de trouver des solutions faibles aux différents
problemes, ce qui permet grace a des notions de régularités de revenir a des
solutions fortes (mais ce ne sera pas l'objet de ce document). On s’intéresse
donc au probleme (24).

Pour prouver I'existence et I'unicité de ce probleme, on va utiliser le théoréeme
de Lax-Milgram.

3.2 Théoreme de Lax-Milgram

3.2.1 Théoréme de Stampacchia

Théoréme 3.1 (Stampacchia).
Soient H un hilbert, a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive (Ja >
0 /a(v,v) > alv|?* Vv € H) et C un convexe fermé non vide de H.

Alors Vo € H', il existe un unique u € C tel que a(u,v—u) > p(v—u) Vv €C

Et si a est symétrique, alors u est caractérisé par :

weC et Laluu) — p(u) = min{5a(v,v) - p(v)) (25)

Preuve du théoréme 3.1.

®  est une forme linéaire continue sur H. Les fonctions v — a(u,v) sont
des formes linéaires continues sur H, Yu € H.

En vertu du théoréme de représentation de Riesz (Théoréme (1.2)), il
existe un unique b appartenant & H tel que ¢(v) = (v,b) Vv € H. De
méme, pour tout u € H, on notera Au 'unique élément de H tel que
a(u,v) = (Au,v) Yv € H.
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Par unicité de Au, 'opérateur A est une application de H dans H.
| Au||? = a(u, Au) < C||ul|||Au|| car a est une forme bilinéaire continue.
D'ou ||Au| < Cllul|. Donc A : H — H est une application linéaire
continue.

Grace au théoreme de projection orthogonale sur un convexe fermé, on

cC — C ¥p >0

peut définir I'application ¢ w = Pe(pa— pAu+u)
- (pa —

On va maintenant utiliser un théoreme de point fixe, on sait que C est
complet (car c’est un fermé de I'espace H complet), g est une application
de C dans C. 1l faut maintenant vérifier la contractance de g : Yu,u' € C

lg(u) = g(u)]1? |1Pe(pa — pAu +u) — Pe(pa — pAu’ + ') ||?

< |lu—u' — pA(u—u')||* car Pe est 1 - lipschitzienne
= Jlu— [ = 2p(A(u — ), u = ') + p*[| A(u — /)|?
Or [|Az| < Clz| et (Az,z) = a(z,x) > «fz|? par coercivité de a.

(Vz eC)
lg(w) —g@)I* < llu—u'[* = 2pallu —'||* + p*C?|lu — u'||*
= (1- 20+ 2C?)u—u|?

2
Donc pour p €]0; g
fixe : u = Pe(pa — pAu + u).

[, g est contractante, donc admet un unique point

Par caractérisation du projeté orthogonal, on sait que

((pa — pAu+u) —u,v—u) < 0 YveCl
(pa — pAu,v —u) < 0
(a — Au,v—u) < 0 car p est positif
(Au,v —u) > {a,v—u)
alu,v—u) = pl—u) Yvecl

On veut maintenant établir (25) lorsque a est symétrique.
Soit v € C

1 1
§a(u, u) — 5(1(1)7 v) — p(u—v)

1 1
< §a(u, u) — §a(v,v) —a(u,u —v)  par définition de u

= —ia(ufv,u—v) <0
Car a(u —v,u —v) > allu —v[|> >0 par coercivité de a.

D’ou %a(u,u) —p(u) < ia(v,v) — p(v)
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On obtient alors I'expression (25) souhaitée.

3.2.2 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréeme 3.2 (Lax-Milgram).

Soient H un hilbert, a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive (Ja >
0 /a(v,v) > alv|* Vv € H).

Alors, pour tout ¢ € H', il existe un unique u appartenant & H tel que :
a(u,v) =) Yve H
Et si a est symétrique, alors u est caractérisé par :

ue H et %a(u,u) —o(u) = Tgleig{%a(v,v) — ()} (26)

Preuve du théoréme 3.2.

® On utilise le théoréeme de Stampacchia avec C = H. Ainsi il existe un
unique u € H tel que a(u,v —u) > p(v—u) Yve H
On pose w = v — u,
Vwe H  alu,w o(w)
o(—w) car —w € H
—@(w)  par linéarité
p(w)

AR\

Dot a(u,w) = p(w) Yw € H

® On veut maintenant établir (26) lorsque a est symétrique. On a v € H
immédiatement.
On pose J(v) = La(v,v) —p(v) YveH
1
Ywe H Ju+w) = §a(u—|—w,u+w) —(u+ w)

= galu,w) — p(u) + afu,w) — p(w) + Salw, v)

(Gréce a la symétrie de a)

J(u+w) = J(u) + %a(w,w)

car, par définition de u, a(u,w) — p(w) =0 VYw € H.



par coercivité de a.
Donc J(u) < J(v) Yve H.

On obtient alors I'expression (26) souhaitée.

3.3 Résolution sur un exemple linéaire

Théoréme 3.3 (de Dirichlet).
Pour tout f € L%(Q), il existe u € HZ(£2) unique solution de (24). De plus,

u s’obtient par :
1
min {— Vol + 02 —/ v 27
min {5 [ qvu et = [ o) (1)

Preuve du théoréme 3.3.
On applique le théoréme de Lax-Milgram dans I'espace de Hilbert HJ ()

avec la forme bilinéaire a(u,v) = /(Vu.Vv + wv) et la forme linéaire ¢(v) =
Q

/va.

a correspond au produit scalaire sur H!(€) donc c’est bien une forme bilinéaire
continue (par Cauchy Schwarz), de plus a(u,w) = (u, u) g1 = ||ul[3. = 1x[|u|%:
donc a est coercive. Et (v) est bien une forme linéaire.

4 Equation semi-linéaire
4.1 Exemple semi-linéaire
On s’intéresse au probleme suivant :

(28)

—Au = f(u) dans Q
u = 0 sur 9N

avec © un ouvert borné C! de RV et f: R — R

On ne peut plus utiliser le théoreme de Lax-Milgram, car f n’est pas linéaire,
donc on n’est plus dans un probleme linéaire. L’idée va étre d’utiliser un
théoreme de point fixe sur une bonne application. Pour pouvoir trouver des
solutions, on va introduire le théoreme de point fixe de Schauder (qui peut se
démontrer grace au théoreme de point fixe de Brouwer).

4.2 Théoreme de point fixe de Schauder

4.2.1 Théoréme de point fixe de Brouwer

Définition 4.1 (Rétraction).
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Soit A un ensemble, soit B un sous-ensemble de A, 'application r: A — B
est une rétraction de A sur B si r(z) =z Vz € B.

Lemme 4.1.
Il n’existe par de rétraction de classe C' de B sur S.

Remarque 4.1. La preuve de ce lemme est complexe et requiert des notions
poussées de topologie algébrique. On ne la détaillera pas dans ce document.

Théoréme 4.1. de point fixe de Brouwer
Soit T" une application continue de B dans B.
Alors T admet un point fixe.

Preuve du Théoréme 4.1.
Etape 1 : Résultat pour T € C*.
Par ’absurde, on suppose que 7' n’admet pas de point fixe. Soit la fonction ¢
qui a un point  de B associe le point d’intersection entre la demi-droite [T'(x), x)
et la sphere S. Ainsi Vo € S ¢(z) = z, donc ¢ est une rétraction de B sur S.
On peut écrire p(x) = T(z) + M(z)(x — T(z)) avec A : RY — R.
lo(@)]? =1
17 ()|I* + 2>\($)<<$ - T((ﬂﬁ)) T(»’B))>> + )\\/@QHT(JU) —zf?=1
—2(z —T(x),T(z)) + VA
Donc A(z) 1T@) = 2]
avec A = 4(x — T(z),T(x))? +4||T(z) — z||*(1 — || T(x)||*) > 0
A est bien défini (car T(x) # = par hypothese) et C*.
Donc ¢ est une rétraction de classe C! de B sur S.
Or par le lemme 4.1, ce n’est pas possible, donc T" admet un point fixe.

Etape 2 : le cas général.
On peut approcher par limite uniforme une fonction continue par une suite de
fonction de classe C*.
Soit (Ty)nen € (CHN telle que T, N T sur B.

On pose g, = de facon a ce que la suite soit dans B.

n

1+ ”T - Tn“
Ainsi pour tout n € N, g, vérifie les hypotheses du théoreme et donc Vn €
N 3y, €B / gn(yn) = yn Comme B est compacte, on peut extraire une sous-
suite convergente de (¥, )nen, on note (T, )ren cette extraction qui converge vers
x € B.

Donc Vn € N ||gn(xn) — T(xn)|| = |20 — T(x,)]| — 0

Ainsi, T(zy,) ~ ¢, — z et T(x,) — T'(x) par continuité de T, puis

n —oo n —oo

par unicité de la limite T'(z) = x. |

Corollaire 4.1.
Soit C un convexe compact non vide de RY et T une fonction continue de C
dans C. Alors T" admet un point fixe.

Preuve du corollaire 4.1.
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Comme C est compact, il existe r > 0 tel que C C B(0,r)
T (Pe(rz))
T

On définit la fonction g par : g(z) = Vr € B avec Pe la projection

sur C.

g est une fonction continue, et qui va de B dans B, ainsi g vérifie le théoreme
de point fixe de Brouwer (4.1).

D’ou il existe zg tel que g(zg) = x soit T (Pe(rxzo)) = rxg, or T(Pe(rxg)) € C
donc rzg € C, de ce fait Pe(rzg) = rxg, ce qui donne T(rag) = rxg, ainsi rzg
est un point fixe de 7. [ |

4.2.2 Théoréme de point fixe de Schauder

Théoréme 4.2 (de point fixe de Schauder).
Soit X un espace de Banach, soit M C X un convexe fermé borné non vide
et T une application compacte de M dans M. Alors T admet un point fixe.

Preuve du théoréme 4.2.
T (M) est compact par définition de la compacité de I’application T
Soit n € N* par Borel-Lebesgue,

- m 1
il existe ¢, ca, ..., ¢ € M tels que T(M) C U B(ei, =)
n
i=1

On pose C,, = conv(cy, Cay vy Cm)
Soit

m 1 o
T,, est continue car Zmax(O, . IT(x) — ¢;|) # 0 puisque T'(Cy,) C T(M) C
j=1

" 1

U B(ci, )

=1

L’ensemble K = {(t1,t2,...,tm) € R™ / Zti =1letVie[l;m] t; >0} est
i=1

compact (car c’est un fermé borné en dimension finie)
. K — C
Soit f "

m
(tl,tQ,...,tm) — Ztici ’
i=1

alors f est continue et comme K est compact, ainsi f(K) est compact or
f(K) =Cy.

Ainsi les hypotheses du théoreme de Brouwer 4.1 sont vérifiées, donc pour
tout n € N, il existe x,, € C,, tel que Ty, (2y,) = .
T(M) est compact dans M, on peut donc extraire une suite convergente a la
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suite (T'(2,))nen. Soit ¢ l'extractrice et ¢ la valeur limite. On a T'(z,(n)) — ¢,
donc Ve Ing / [T (zpm)) —c| <e

On veut montrer que Va € Cy, ||T.(a) — T(a)| <

S|

a € Cy, donc T'(a UB c,,

1
On pose l'ensemble I = {i € {1;..;m}, f(a) € B(c;,—)} et Vi € I, on pose
n
1
y; € B(0,1) tel que T'(a) = ¢; + ,yi
= = T(z) -«

IT0(a) = T(a)| = | = c; — T(a)||
zEIZ——HT ) — ¢l

jerl
1

== il
- 1X (e = T(@))|
Z )

lyill 1
= | —yi|
;Z 1yl ™

— llyill
Y= IIyZII

<
iel Z L—ly;ll) ™
p e
< —cary; € B(0,1)
n
Donc
HTcp(n) (xgo(n)) - C” < ”Tlap(n) (xap(n)) - T(xw(n))” + HT(xtp(n)) - C”
< —— +e€
¢(n)
< 2 VYn> max(ng, 1] +1)

To(m) (Zo(n) 7= € done comme To(n) (Tpn)) = Tp(n), OB 8 To(n) = €

Or T est continue, donc T(xy(n)) — T(c) et T(zym)) — ¢ par

définition de c.
D’ou T'(¢) = ¢ par unicité de la limite, ce qui prouve le théoreme. |

4.3 Résolution du probléme semi-linéaire

Théoréme 4.3.
Soient £ un ouvert borné C' de RN et f une fonction continue bornée de R
dans R.
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Alors le probleme (28) a une solution faible dans H}(2), i.e. u vérifie ’équation

/ Vu.Vo¢ dr = / f(u)g dx Vo € HH(Q)
Q Q

Preuve du théoréme 4.3.
On veut appliquer le théoréme de point fixe de Schauder (4.2) & 'application
L?(Q) — L?(2)
u = (A)TH(f(u)
(—A)7Y(f(u)) est une notation qui désigne la solution faible pour le probleme
variationnel.

T

E‘tape 1 : Prouver la continuité de T'

L*(Q) — L*9Q) ; L*(Q)
- fw) % g

sont continues. (Pour les preuves, regarder dans [7])

Par les injections compactes du théoréme de Rellich-Kondrachov (2.5), on a

I'injection continue H}(Q) C L?(£2), donc T est continue.

H; (Q)

On admet que les applications hl
et abp (-A)"L(g)

ﬁ
H

E’tape 2 Trouver M, un convexe fermé borné non-vide, tel que T': M — M
Comme u € L?(Q

VT (u)||2. = / VT (u).VT(u)dr = / flu z < a|Q||T(u)||L2(q) car f

est borné (par un réel qu’on a appelé a), et parlmegahte de Cauchy-Schwartz.

Par I'inégalité de Poincaré (17), on a HT( u)||2. < CIIVT(u)|32 < CalQ||T(u)||p2(0)-
Soit » = a|Q|C, on pose M := {u € L*(Q) / |lullr2@ < r}, on a bien
1T (w)l|z2 <7

Etape 3 : Prouver la compacité de T
|IVT(w)]|3. < K|VT(u)||2 par I'inégalité précédente et 'inégalité de Poincaré
IVT(u)|r2 < K
IT(Wlm < r+K
Or H! C L? avec injection compacte (Théoréme de Rellich Kondrachov (2.5)),
donc T est compacte.
Donc, on peut utiliser le théoréme de point fixe de Schauder (4.2). [ |

Remarque 4.2. Sans hypothese supplémentaire sur f, on ne sait pas si la
solution est unique ou non.

5 Equation quasi-linéaire

5.1 Exemple quasi-linéaire

On s’intéresse au probleme suivant :
—Au+ g(Vu) + pu = 0 dans Q
u = 0 sur 0f)
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avec 2 un ouvert borné C' de RV et g : RN — R fonction lipschitzienne.

Pour pouvoir trouver des solutions faibles, on ne peut toujours pas utiliser le
théoreme de Lax-Milgram, il faut utiliser un théoreme de point fixe de nouveau,
on va alors introduire le théoreme de point fixe de Schaeffer.

5.2 Théoréme de point fixe de Schaeffer

Théoréme 5.1 (de point fixe de Schaeffer).

Soit X un espace de Banach, T : X — X une application compacte.
Si lensemble {x € X / x = AT (z) avec A\ € [0;1]} est borné.
Alors T' admet un point fixe.

Preuve du théoréme 5.1.
Par hypothese, il existe M tel que ||z|| < M six = AT(z) pour A € [0;1]
X - B(0, M)
x sz <M
v %x si ||z > M
OrroT:B(0,M)— B(0,M) est compacte car T Dest.
Soit K = conv(r o T(B(0,M))) compact car r o T(B(0, M)) est compacte.
On applique le théoreme de point fixe de Schauder a I'application roT|x : K —
K car K est bien borné, convexe, non vide et compact.
Ainsi il existe z € K tel que r o T'(x) = .

On suppose T'(z) ¢ K donc | T(z)|| > M. z =r(T(x))

Soit r

M
1T ()]
T(x) donc ||z|| < M par définition

T(z), d’ou

M
z||=M. Or ——— €]0;1[, et x =
] Tl 10; 1]
de M.

Ce qui aboutit & une contradiction, donc ||T'(z)|| < M c’est & dire T'(x) € K,
alors r(T'(z)) = T(x) = z, ainsi T' admet un point fixe.

M
1T ()|

5.3 Résolution du probleme quasi-linéaire

Théoréme 5.2.

Soient  un ouvert borné C' de RY et g une fonction lipschitzienne de RY
dans R.
Si p > 0 est assez grand, alors il existe une fonction u € H?(Q) N HE () solution
faible du probleme (29).

On va utiliser un théoreme de régularité elliptique :

Théoréme 5.3. Soit  un ouvert de RY, f € L?(Q) et u € H}(Q) la solution
du probléme (29). Alors u € H?(f2) et il existe K une constante ne dépendant
que de © qui vérifie :

ullr2) < Kl fllez@)
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Remarque 5.1. On peut trouver une preuve de ce théoréme dans [9], p.100.

Preuve du théoréme 5.2.
Soit u € H}(Q), on pose la fonction f(u) := —g(Vu).
Comme g est lipschitzienne, g vérifie la condition :

lg(t)| < C(1+|t|) avec C une constante V¢ € RY

Donc f(u) € L*() car / |f(w)|?dx :/ lg(Vu)2dx < / C%*(1 + |Vu|)?dx <
Q Q Q
C2dx+/ |Vu|?dz < oo car u € HE(Q) et Q est borné donc Vu € (L2(Q))V.
Q Q

Par le théoreme de Lax-Milgram et dans le cadre de résolution de probleme
linéaire, on a une solution w € H{(£2) qui vérifie :

30
w = 0 sur 9N (30)

{—Aw + pw = f(u) dans Q

Par le théoréme de régularité elliptique, on aw € H?(2) et I'inégalité ||w]| gr2(q) <
K||f|lz2(q) pour une certaine constante K.
Par les précédentes définitions et assertions, on peut définir 'application T telle
que T(u) = w.
On veut maintenant utiliser le théoréeme de point fixe de Schaeffer sur ’application
T pour conclure.

Etape 1 : T : H}(Q) — H}(Q) est continue et compacte.

Soit (u,) une suite de H}(Q) telle que u, ——u.

< K|S
< K(/02(1+|Vu|)2dx)1/2
<

Q
L1+ [ull )
car [|Vullpz < |lull g -

1T ()]l zz2 = [Jwl| e

Ainsi sup||T (uy,)| 2 < oo. On pose wy, := T(uy,), (w,) est une suite bornée,
neN

donc il existe une sous-suite w, qui converge faiblement vers un w appartenant
a H}(Q), (voir propriété 6.1). On a :

/ Vuw, . Vvdz —&-u/ Wpvdr = —/ g(Vu )vde Yo € Hy(Q)
Q Q o

On obtient alors ’expression suivante :

/ Vw.Vvdac—i—u/ wvdx = —/ g(Vu)vdr Vv € Hg(Q)
Q Q Q

D’ott w = T'(u), et donc T'(u,) — T(u) dans H} (). Donc T est continue.
Par des arguments similaires, on prouve que T est compacte, avec (u,,) une suite

25



bornée dans H}, qui implique (T (u,)) bornée dans H?. Par I'injection compacte
de H? dans Hg, donc (T (u,,)) posséde une sous-suite convergente dans H{.

Etape 2 : Pour un p > 0 assez élevé, M = {u € HL(Q) tel que u =
AT (u) pour A € [0;1]} doit étre borné dans H} ().

Soit u € M, il existe A € [0;1] tel que % = T(u) donc u € H*(Q) N H} ()
On a —VT(u)+ uT(u) = f(u) par définition de w, donc —Vu+ pu = —Ag(Vu)
presque partout sur €.

En multipliant par u et en intégrant, on obtient :

/|Vu|2dx—|—,u/ lu|?dx = —/ Ag(Vu)u dx
Q Q Q

—/ Ag(Vu)u dx < / C(|Vu| + 1)|uldz
Q Q

Et

a®> b?
2

2 2
/C|Vu\|u\dx</ ﬂdxwLC’z/ Mdglc
Q o 2 o 2
2 2
/C|u|dm</ Md:v—ﬁ—/ C—dx
Q Q 2 o 2
On trouve alors

1 2 02
/ |Vu|?dx —l—u/ lul2dz < f/ |Vu|*dx + (C? + 1)/ Mdac—i—/ —dz
Q Q 2 Ja o 2 o 2

1
7/ |Vu|?de + (u— C? — 1)/ lu|?dr < R
2 Ja Q

On va utiliser I'inégalité ab <

[ullgao) < R
pour £ bien choisi et par équivalence avec la norme ||. | 1 ) donc M est borné.

E’tape 8 : On peut donc appliquer le théoreme de Schaeffer et trouver un
point fixe de T, ainsi on trouve une solution faible, appartenant & H2(Q)NHE(Q),
au probleme (29). |

6 Equations non linéaires

On va s’intéresser a résoudre des équations du type :

/ a(Vu).Vv dx = / fodz Yve WP (Q)
Q Q

avec a un opérateur continue coercif monotone de RV — R qui vérifie 3Cy, Cy >
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0/ VE |a(€)] < CLl€]P~ + Cy et f une fonction de LP' ()

—div(a(Vu)) = f dans Q

C’est la formule variationnelle du probleme
u = 0 sur 0N

On pourrait étendre tout ce qu’on va voir aux opérateurs de Leray-Lions.

Définition 6.1 (Opérateur de Leray-Lions). Un opérateur de Leray-Lions est
OxRxRY — RN

(x’ S’ g) '_> a(x7 8,5)

une fonction a qui vérifie les 4 propriétés

suivantes :
(i) - a est de Carathéodory, c’est & dire mesurable en x pour tout s, &,
et continue en s, £ pour presque tout = € €.
i) - 3Ja>0 a(x,s8).E>aléP Vs,E€RXRY pp . xe
, 1 1
(iii) - 3be LP (Q) avec p’ vérifiant— + — = 1,3C > 0 tel que
p p

Vs, et pp. x a(x,s, &l < C(b(m) + [sPt + |§\p_1)

(iv) - Vs, & etpp.x (alz,sE) —alz,s,8).(E-¢)=0

On ne peut pas utiliser le théoreme de Lax-Milgram car l'opérateur n’est
pas continu, on va alors utiliser la méthode suivante qui consiste a trouver des
solutions dans un espace de dimension fini (méthode de Galerkin) et de prouver
que ces solutions tendent faiblement vers une solution générale du probleme.

6.1 Meéthode de Galerkin

On sait que C§°(Q) est dense dans Wy ?(Q) et que W, P(Q) est séparable,
donc il existe (wy)nen- € C5°(§2) telle que 'ensemble des combinaisons linéaires
finies des (wy,) soit dense dans Wol’p(ﬂ) et wy, wa, ..., w, base de Vect(wy, wa, ..., wy).
Pour n > 2, on pose V,, := {Vect(wy,wa, ..., w,) € Wol’p(Q)}

Comme w1, wa, ..., w, est une famille libre (base de V), V,, et R™ sont isomor-

phes. (D Aw; < (A, Az, oy An))
i=1

Ainsi on se ramene & chercher u,, € V), tel que

Yo, € V, a(Vuy). Vo, de = [ fu, dx,
Q Q

ce qui est équivalent a trouver Ay, Ag, ..., A, € R™ tels que

Vie{1,2,..,n} / a(z A Vw;).Vw,; de = / fw; dx
o 0 Q
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On définit maintenant ’application :

RN — RN

L n
Ay A2, e, Ap) N Vw;).Vw; dx — i d
(A1, Az ) (/QG(JZ:1 J wj) w; ax /wa x)ie{l,Q,...,n}

On veut montrer que L s’annule.
On rappelle que toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

Etape 1 : L est continue.
Soit AL, . AP — A
— 00

Ainsi )\g-l)wj SEUAN > Ajw; dans C5°(§2)
j=1 =0 j=1

n n
Comme a est continue, a( )\gl)wj) — a( D Ajw;)
j=1 l—o0

Jj=1

Donc L()\(ll), - ,\%”) —— L(A1,...An) car les w; € C§°(Q).

l—o0

Etape 2 :  On veut prouver 3p > 0/|(A1, - An)|rr = p = L(vy).v, =0
Par hypothese sur a, on a a(§).£ > a|¢P

LM, - An). My oo An)

g:l (/Qa(; AjVw;).Vw; dx — /Q fw; dx)/\i

= / a(z )\jij)-Z)\ini dx —/ fz)\iwi dr
2 =1 i=1 Q i

Z)\ini ! dx—/ fz)\iwi dx

i=1 o

n p n
S TNVw| dz = ||l 1Y Awillze  par Holder
i=1

i=1
[z

VAR
° 0
S~ 5~

WV
=}
S—

n P 1
Z AiVw;| dx —C| fll |l Z AiVw;l|(zpyn  par Poincaré
i=1

i=1

WV

O‘”Un”;/é,p(g) = Cllfll ||UnHW01,p(Q)

Comme p > 1, ar? —C|f|»r —— +o0.
r—+00

Donce 35 >0/ [lvalljy 10y =F = L(va).vn >0
0

(@)
Puis, par équivalence des normes, 3p > 0/ |(A1,..An)|[gn = p = L(v,).v, =0

Etape 3 :  On veut prouver Ju, €R™ / |un| < pet L(u,) =0
Par labsurde, on suppose que Yv € Bgrn (0, p), L(v) #0

On pose G(v) = —mL(v)
|G ()|l = p, done G(v) € Bgn (0, p).
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Grace a I’étape 1, on a que G est continue sur Bgn (0, p). -

On peut alors utiliser le théoreme de Brouwer pour G sur Bg (0, p).

1l existe donc un vy € Bgn(0,p) tel que G(vg) = vg. On a |vg|lgr = p et
L(UQ).L(’U())

L(vg)wg = —p——F——7—= <0

(I (vo) ||

Cela contredit I étape 2, donc il existe un u,, € R™ tel que ||u,|| < pet L(u,) = 0.

n

On a donc trouvé u, = Y u,w; une solution du probléeme approché (c’est &
i=1

dire sur V).

6.2 Estimation a priori et extraction de sous-suite

Etape 1 : On veut prouver que V|| L ()~ est borné indépendamment de n.

Gréce a la méthode de Galerkin, onaVi € {1,...,n} / a(z Un,;Vw;).Vw; do =
Q -
J

/fwi dx. Donc/a(Zun,ijj).Zun,ini dx:/qun)iwi dx
Q2 Q= i=1 Q =1

/a(Vun).Vun dr = /fun dx
Q

Q
1 £l .o lunllLr par inégalité de Holder
Cllfll o' I Vn| r par inégalité de Poincaré

V/ANW/AN

1—1
Or,/a(Vun).V(un) > a/ |Vu,|P par coercivité de a, donca(/ |Vun”> <
Q Q Q

Cllfll L, soit a( / vum)
Q

o
SOl et [Vunlr < Cla, Qp)IFI, -
Etape 2 : Convergence faible de u, et a(u,)
On veut utiliser la propriété suivante :

s =
s

Proposition 6.1.
Si X est réflexif, toute suite bornée dans X’ admet une sous-suite faiblement
convergente.

On a ||un||W01.,p(Q) = |lunllre + [[Vun|ze < (C + 1)||Vuy||ze done (uy) est

. 1
bornée dans W, ().
On a, grace a la condition imposée a a, que

|a(Vun)| < C1|Vu, P~ 4+ Cy p.p. dans Q
la(Vu,)|P < (C1|Vu, [P~ + Cg)ﬁ < C5|Vuy|? + Cy p.p. dans Q

Donc (a(Vuy)) est borné dans (L (€2))N
Ainsi, & une sous suite pres que I’on note toujours par n, on a :

u, — u (faible dans Wy*(Q)),
a(Vuy,) — o (faible dans (L¥ (Q))M).
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Remarque 6.1. La principale difficulté est I'identification ¢ = a(Vu), on va
I’obtenir par la méthode suivante, dite de Minty.

6.3 Passage a la limite et identification

Préliminaire :
ue WyP(Q) = a(Vu) € (L7 (Q))N
car
Ve [(a(©)] < CrlEfPt + Co
d’ol

/|a(vu)|p' </01|w|”'(”*”+/c§
Q Q Q
p

Sachant que p’ =
p—

1 on trouve :

/C{|Vu|p—|—/C§<oo.
Q Q

Puisque u € Wy?(€). Donc a(Vu) € (L¥ (Q))V. [ |

Grace a la méthode de Galerkin et les convergences faibles, on a :

Vi /O’.VU}Z' dxr = / fw; dx
Q Q

D’olt V(A ..os An) /U.VZ)\iwi d:c:/fZ)\iwi dx
@ & =1

i=1
Or, par définition, les combinaisons linéaires des (w;) sont denses dans W, (£2),
donc :

Yo € Wy P () / o.Vv dx = / fvdx
Q Q

On veut prouver que o = a(Vu).

/ a(Vuy).Vu, dx = / fup dv —— | fudz = / o.Vu dx
Q Q Q

n—oo O

car u, — u

Yw e (LP(Q)N (a(Vun) - a(w)).(Vun - w) >0 p.p. dans Q, par hypothese

/Q (a(Vun) - a(w)).(Vun - w) dz >0
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car Vu, —w € (LP(Q)N et a(Vuy,) —a(w) € (LP (Q))N, d'on par I'inégalité de
Holder, (a(Vu,) — a(w)).(Vu, —w) € L' (). On a

/ a(Vuy).Vu, dr — / a(Vuy).w dx — / a(w).Vuy, dz +/ a(w).w dx >0
Q Q Q Q

En passant a la limite n — oo dans chaque terme, on obtient :

/U.Vu dxf/o.w dxf/a(w).Vu d:er/ a(w).w dx >0
Q Q Q Q

/Q(a—a(w)).(vu—w) dz >0

On pose w = Vu + tp avec ¢ € (C3°(Q))V, t € R*,

/ (a —a(Vu+ tgo)) to dr <0
Q

4
Vit #£0 t|/ <aa(Vu+t<p)>.gp dx <0
Q
Par continuité de a, a(Vu + to) —— a(Vu)
t—0+

On obtient quand ¢t — 07 que /

(7 av0))as <0

et quand t - 0~ que — / (0 - a(Vu)) wdr<0
Q

Donc /Q (a - a(Vu)> wdr=0 Yo (Cr))N dott o =a(Vu) p.p.

Ainsi u € WHP(Q) et vérifie Vv € Wy P(Q) / a(Vu).Vov dr = / fo dx.
Q Q

6.4 Unicité

Si I'opérateur a est strictement monotone, c’est-a-dire qu’il est continue et
qu’il vérifie :

ve & eRY (a(§) —a()).(6-¢) >0 Ve £,
alors il y a unicité de la solution.

Preuve :  Soient u; et us deux solutions du probleme variationnel. On va
appliquer u; — uo comme fonction test dans le probleme variationnel.

/Qa(Vul).(Vul — Vug) dx = /Qf (u1 — ug) dx
/Qa(VUQ).(Vul ~ V) do = /Qf (ur — up) da
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/Q (a(Vul) - a(Vu2)).<Vu1 - VU2) dr =0

Comme ¥&,¢' € BY (a(§) = a(€))-(§ - ¢') >0 Ve £ ¢,
alors Vu; = Vug p.p. dans Q.
Or uy,us € VVO1 (), donc comme il y a les mémes conditions aux limites,
on a u; = ug p.p. dans €.
[ |
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