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1 Introduction

Nous allons étudier la convergence de schémas numériques discret et semi-discret avec condition de
bords pour I’équation de transport

ou+ adzu =0
u(0,z) = f(z) (1)
u(t,xa) = g(t)

ottt € Rt x € [xa,1],a € RT, f:[xa,1] = R% x4 proche de 0, g : Rt — R? et on cherche la
solution u : R* x [0,1] — R? qui vérifie (1).

Le but est d’approcher une solution de cette équation en discrétisant soit seulement l'espace (semi-
discret), soit I'espace et le temps (discret). Les schémas que 1'on considérera seront des schémas avec
un seul pas en temps. La théorie pour les schémas avec pas multiple en temps est développée dans
les livres [Coull] et [Str04].

La discrétisation en espace s’écrit en posant J € N*, Az = %H et z; = jAz pour j € [0;J]. De
plus, on écrit x4 = cAx avec o €] — 1, 1].

La discrétisation en temps d’écrit en posant At €]0,1[ et t” = nAt pour n € N.



1.1 Schéma semi-discret

Les schémas numériques semi-discrets sont de la forme

%Uj(t) — QU;(t), t>0,j€[0;]]
BU() = gt), 20 )
U;(0) = f(x;), J €05 J]

ol les opérateurs @ et By sont des combinaisons linéaires d’opérateurs de translations en espace et
tels que 'opérateur By ne dépend pas de J.

Exemple 1. Un schéma Upwind avec conditions de bord

d U;(t) — Uj_1(t)

—U;(t) = —a—? , t>0,j € [0;J],

dt Ax

U_1(t) + (1 + o) (Ui(t) — Ug(t)) = g(t), >0, (3)
U;(0) = f(z;), j e [0;J].

1.2 Schéma discret

Les schémas numériques discrets sont de la forme
UMt =QUr, neN,jelo;J]
ByU™ = g(t"), teN (4)
U;j(0) = f(zj), Jj€[0;J]

ol les opérateurs @ et By sont des combinaisons linéaires d’opérateurs de translations en espace et
tels que 'opérateur By ne dépend pas de J.

Exemple A 2. Le méme schéma Upwind avec conditions de bord en utilisant un schéma Euler
explicite pour discrétiser le temps

n n aAt n n y
Uptt =Uf = (U = UR),  meN,je[0;],
U+ (L+0)(Ur = U) = g(t"), neN, (Upw)
U9 = f(x;), j € [0;J]-

Remarque 3. Certains schémas discrets ne proviennent pas d’une discrétisation en temps d’un
schéma semi-discret. En effet, ces schémas mélent les deux discrétisations en temps et en espace.

alAt

Exemple B 4. En posant A = 75, on peut définir le schéma de Beam-Warming de la maniére
suivante
n (A_l)()‘_z) n n )‘()‘_1) n :
U; +1 = ij +)‘(2_)‘)Ujfl+TUj72’ n e N,j € [0;J],
Uty + (L+o)(U7 = Ug) = g(t"), n €N, (BW1)
Uy + 2+ 0)(UF = Uyg') = g(t"), n €N,
U = f(x;), j € [0;J].



1.3 Points fantémes

On appelle points fantémes des points en dehors du domaine de définition auxquels on voudra
assigner des valeurs.

tn+1

~ n x

—Az 0 Az 2Azx

Remarque 5. Les points fantémes sont nécessaires afin d’appliquer un schéma jusqu’au bord sans
avoir & modifier le schéma. En effet, par exemple, pour un schéma UJ’-1+1 =F( LUz j’f‘H), afin
de calculer U(?H, il est nécessaire d’avoir un point U"; appelé point fantome. C’est pourquoi dans

la définition du schéma (3) (resp. (Upw)) on voit apparaitre un U_;(t) (resp. U™y).

Le but est de trouver des points fantémes qui permettent d’avoir de la stabilité et de la consistance
au bord afin d’obtenir la convergence du schéma complet.

Exemple A 6. Pour le schéma (Upw), le point fantome a été défini en posant

glt") — U, _ Up ~ U

(1+0)Ax Az
Uy
Uyﬁn)
Ut
R

oAz

Exemple B 7. Pour le schéma (BW1), les points fantdmes ont été définis en posant

i A o 7 N ) R A 0 e 7
(1+o0)Ax Az (2+0)Ax Az




Uy
UV‘
g(t")
_—
ury
ur,
—QAx —Ax 0 iij Aa:

1.4 Meéthode Lax Wendroff Inverse

On peut définir des points fantémes a 'aide de la méthode Lax Wendroff Inverse (ILW) présentée
dans l'article [VS15].

Exemple C 8. On utilise le schéma de Beam Warming (BW1) en modifiant les points fantémes en
des points fantémes ILW a 'ordre 3.

Uty =g@t")+(1+o0) Azg'(t") + (1+0)>Aa? g"(t")

a 2 a? (BW2)
" " Axg' (t" 2+ 0)2Az? g (t"
Ury =g(t")+ (2+0) a( )—i-( 2) (52)

Parfois le cotit en calcul des points ILW & des ordres élevés est trop important et on préfére remplacer
les derniers termes par des termes d’extrapolation. Cette méthode est appelée méthode de Lax
Wendroff Inverse simplifiée.

Exemple D 9. On utilise le schéma de Beam Warming (BW1) en modifiant les points fantémes en
des points fantoémes ILW simplifié & 'ordre 3 en n’utilisant que deux termes ILW. En utilisant les
méme notations que [VS15], on pose d = 3 et kg = 2.

o Ag/(t")  (1+0)2A22 UF — 207 + U
Uty = (") + (1 4.0y 2L ) | Qr ol Br O Z 200+ T
Axg'(t") N (2+ J)QAac2 Uy =207 + Uy

2 Ax?

(BW3)
Ury =g(t")+ (2+0)

Le troisiéme terme provient de la dérivée seconde du polynéme d’interpolation d’ordre 2 au point 0.



2 Stabilité

Pour étudier la stabilité des différents schémas, on introduit la norme ¢% (), pour I un ensemble
d’indices, définie de la maniére suivante : pour toute suite (ug)ger, on pose

1/2
wm:<2&mﬁ>.

kel
En général, on prendra I =Z, I = N ou I = [0; J].
Pour un schéma semi-discret, la stabilité est définie de la maniére suivante.

Définition 10 (Stabilité¢). On dit qu'un schéma semi-discret est stable s’il existe deux constantes
K et « telles que la solution U(t), associée aux données initiale f et de bord g, vérifie, pour tout
Az, pour tout t € RT,

t
nmw&<KMQw&+Ammwﬂ.

Définition 11 (Stabilité en temps). On dit qu'un schéma semi-discret est stable en temps si, pour
g = 0, il existe une constante C' (indépendante de f) telle que, pour tout ¢ € R*, pour tout At, on a

IU®)]lae < Cll ]l az-

Pour un schéma discret, la stabilité est définie de la maniére suivante.

Définition 12 (Stabilité). On dit qu’un schéma discret est stable s’il existe deux constantes K et
a telles que la solution U}', associée aux données initiale f et de bord g, vérifie, pour tout Ax, pour
tout At, pour tout n € N,

IU" 3, < Keamat (HJ‘HZAI ALY lg(kAt)!2> :
k=0

Définition 13 (Stabilité en temps). On dit qu'un schéma discret est stable en temps si, pour g = 0,
il existe une constante C' (indépendante de f) telle que, pour tout Az et pour tout n € N, on a

1U"|az < C| fllaz-

Définition 14 (Stabilité de Von Neumann). Pour un schéma discret (4), on note (£) son symbole !
pour tout £ € R. La condition de Von Neumann est satisfaite s’il existe une constance C' tel que
pour tout £ € R, on a

V(O] <1+ CAt.

Remarque 15. En pratique, on cherche & vérifier la condition plus forte
VeeR, |y(§|<1.

Cette condition induit la stabilité en temps du schéma.

1. Cette notion sera développée plus précisément dans la Section 2.2.1.



2.1 Etude de la matrice Quasi-Toeplitz

L’analyse des matrices Toeplitz et Quasi-Toeplitz est illustrée dans 'article [BW93|. Durant le sémi-
naire encadré par Benjamin Boutin, on a compris que le spectre asymptotique de la matrice Toeplitz
liée au schéma sans bord était inclus dans 'intérieur du spectre de 'opérateur sur Z et que dans
le spectre asymptotique de la matrice Quasi-Toeplitz (celle avec les conditions de bords), on voyait
apparaitre en plus un nombre fini de valeurs propres ne dépendant que des conditions de bords.
De plus, le spectre asymptotique de la matrice circulante (correspondant au cas périodique) est le
spectre de l'opérateur sur Z qui est ’ensemble v(R) ou 7 est le symbole du schéma.

(o]
On note T'; les matrices de Toeplitz circulantes, autrement dit la matrice associée au probléme
périodique et on note T’y les matrices Quasi-Toeplitz incluant les conditions de bords.

On écrit alors un schéma discret sous la forme suivante

Ul = T;U" + by,
{ (5)

Ul = (f(xj))jeﬂo;J]y
Uy
avec U" = | : | € R7T! pour tout n € N et Ty € M, 1(R). Le vecteur colonne b, de taille .J + 1
Uy
ne dépend que de g. La matrice Quasi-Toeplitz T; encode le schéma intérieur et au bord.

Exemple A 16. Pour le schéma (Upw), on a les matrices suivantes

1+Xec -X1+40) --- O Ag(t™)
A 1—-A 0 0
T; = ) ] et b, =
0 A 1= 0
Proposition 17. Si (T%)ien, sen est bornée pour la norme || - || az, alors le schéma (5) est stable en

temps.

Remarque 18. Il faut bien garder en téte que le Az présent dans la norme et le J de T]f sont liés.

Démonstration. On suppose que g = 0, puisqu’on recherche la stabilité en temps. Soit C' > 0 telle
que, pour tout k € N, pour tout J € N, on a ||T%|| < C. Soit Az €]0,1[. On pose J associé¢ & Az.
Pour le schéma (5), on a U™t = T;U™ pour tout n € N. Donc, par récurrence, on a

Ut =T1r0°.

On peut alors écrire
1U™|az < CIU°||az = CIlf | Aas

ce qui montre la stabilité du schéma (5). O

Si on travaille & Az fixé, on a les propriétés suivantes

Proposition 19. Soit A € M, 1(R). Si p(A) < 1, alors (A¥)zen+ est bornée.




Proposition 20. Soit A € M, 1(R). Si (A¥)ren+ est bornée, alors p(A) < 1.

Démonstration. Soit une valeur propre p € C de A. Soit un vecteur propre X de norme 1 de la
matrice A associée a u. On a, pour tout k € N,

ul® = [ X || = ||A*X|| < M,
ot M est une borne des puissances de A. Donc |u| < 1. Ainsi le rayon spectral de A vérifie
p(4) < 1.
O

Remarque 21. Si p(A) = 1, alors on a équivalence entre (A¥)zen+ est bornée et les valeurs propres
sont de multiplicité 1. Cela fournit une réciproque a la Propriété 20.

Pour avoir la stabilité de notre schéma, il faut que le rayon spectral soit controlé par 1 mais unifor-
mément en Az, d’oit I’hypothése de la propriété 17. Pour obtenir cette hypothése, on peut utiliser
le théoréme suivant.

Proposition 22. Soit ny € N la largeur du stencil du schéma (5). Si le schéma (5) est Von Neumann-

o
stable, si pour tout J > ng, p(Ty) < 1 et si (|7 —Tyl||)s=1 est bornée, alors (T%)ren sen est bornée.

Démonstration. Ce résultat est démontré dans l'article [Sou09]. t

[e] o
Rappel 23. La matrice T est la matrice de Toeplitz circulante. Ainsi la matrice ||T; — Ts|| ne fait
apparaitre que la condition de bord et posséde une majorité de 0.

Exemple 24. Pour le schéma (Upw), on a

I=X 0 0 A Mo+1) =A1+0) 0 =X
(e} -.. ... e} 0 R O
T; = A 0 et T;-1T;= .
0 A 1=2) 0 0

Exemple A 25. Pour le schéma (Upw) et pour J = 200, on obtient numériquement le domaine de
stabilité présenté en Figure 2.

Proposition 26. Pour o €] — 1,1], les valeurs propres de la matrice Ty € M j;1(R) associée au
schéma (Upw) sont :

e 1 — X\ de multiplicité J — 1 et

. 2—A+XotiAy/(B—0)1+0)
2

toutes deux de multiplicité 1.




A=04eto=-0.3

@ cercle unité
0.00- @ spectre asymptotique ® domaine stable

@ symbole

coefficient lambda
=
[=]
(=)

—0.25

—0.50

—0.75

—1.00

T T T T T T T T T T
-1.0 —=0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
coefficient sigma

FIGURE 1 — Spectre asymptotique du schéma FIGURE 2 — Domaine de stabilité p(Ty) < 1
(Upw) pour (A, o) = (0.4,-0.3). pour le schéma (Upw) — les points violets sont
les paramétres des courbes de la Figure 3.

Démonstration. On résout un systéme linéaire afin de trouver les valeurs propres de 7). Soit
!(xg,...,x ) un vecteur propre de T associé & la valeur propre . On obtient

)\mk,l—l—(l—)\—u)mkzo, Vk € [[I;J]].
Pour p # 1 — A, on trouve

)\ k
= — k 1; Jj.
Tk (1_)\_,“) Zo, v G[[,J]]

En utilisant la premiére ligne de 7'y, on obtient

(I+Xo—pwaxo—A(1l+0)z1 =0

(14+Xo—p) — A1 +0) <1__AA_M> =0

I=XA=p)(I+Xo—p)+X2(1+0)=0
pr—pu2=A+A0)+1—-A+Ac+ A2 =0

Pour o €] — 1, 1], on trouve

2—- A+ Ao tid/(B—0o)(1+0)
5 .

p12 =
O

Pour étudier la stabilité du schéma, on cherche des valeurs propres p tel que |u| < 1, de ce fait, pour
le schéma (Upw), on veut

2— X+ \o)? 3—o)(l+o
( . )+A2( )4( )
44 M+ X202 — 4N -2\ 0 +4Xo + N (—0? + 20 +3) < 4
M —A+A0<0
A—14+0<0
A<1l—o.

\M1,2\2 = <1

Pour le schéma (Upw), afin d’obtenir la stabilité, il faut et il suffit d’avoir A € [0,2] et A < 1 — 0.



A=1l4eto=-05

le40 A=2eto=0.75

—— Exact solution 0.0 +
14 ——l| Upwind scheme
=237 —— Exact solution
Upwind scheme
0_ T T T T T T _5I0 L T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1eAg 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
5.0
—— error upwind —— error upwind
0.0 V)
2.5
-0.5 0.0 4
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A=02eto=-0.2 A=0Beto=04
1.0 B 1.0 ] -
—— Exact solution . —l —— Exact solution
Upwind scheme Upwind scheme
0.5 4 0.5 4 t
0.0 4 L 0.0 1

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5 1 —— error upwind —— error upwind
0.0+ W
0.0 4
/ o]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 3 — Tracé de résolution ?de (1) par le schéma (Upw), avec une condition initiale nulle et une
condition de bord égale a 1, au temps ¢ = 0.5 pour différents couples (o, \) donnés en violet sur la

Figure 2.

Remarque 27. Dans la Figure 3, pour exemple (A, 0) = (1.4, —0.5), on observe une oscillation,
mais celle-ci n’est pas liée aux conditions de bord, mais a 'aspect A\ €]1,2], puisque dans ce cas
14, le schéma n’est pas monotone et ne vérifie pas le principe du maximum. De plus, cela montre

que ce n’est pas parce que les puissances de T; sont

bornées (Propriété 19) que ses puissances

sont bornées uniformément en J, ce qui justifie la Propriété 22. D’ailleurs, le schéma n’est pas Von

Neumann-stable puisque le symbole est de module plus

grand que 1.

Exemple 28. Pour les schémas de Beam-Warming (BW1), (BW2) et (BW3), on va écrire les

matrices Quasi-Toeplitz T’y sous la forme

a1 a1,2 a1,3 0 0
a1 a2,2 a2,3
— | x(2-1 A=1)(x-2) _ (@1 ai2 aig3
Ty 5 A2 —=)) 5 avec A <a271 Gro arg)”
0 )\(A2—1) A2 - \) (>\—1)2(>\—2)

Exemple B 29. Pour le schéma (BW1), on a

vptt = (“ “DAZ2) @A) o)+ A NEE) +")> vg

2

+<()\—2))\(1+a)+/\ 5

(I—=X)(2

2

+0)> ur + <)\(2 —\) +)\)\gl> g(t")

2 2 2 2
— <1+)\_)\+3)\0-_)\0->U6L—|—<>\0-—)\—;))\0'>U1n+(2)\_)\>g(tn)

2 2 2 2 2

2

2. Le code Python pour obtenir ces courbes est donné en Section 6.1.




Uptt = <)\(2 SN 1A 1>> v+ (“ R 1)> vy

n A(A—1)

5 9(").

Ainsi, on peut écrire la matrice A et le vecteur colonne b, :

A(X-1) n
= LA A_(AA—;;T) (A—l)(:\;;_ o %)\Ux\(z\—l) ’ et b= i og(t )
A2 =)+ (1+0)75 5 — (1+0)=5 0 :

0

En utilisant des outils numériques, a J fixé a 200, on trace le domaine de stabilité, i.e. le domaine
ou p(Ty) < 1 et on obtient la Figure 5.

A=04eto=-0.3

1.001 @ cercleunité
® spectre asymptotique
0751 @ symbole

0.25 4

0.00 ® domaine stable

—0.25

coefficient lambda
=
[=]
(=)

—0.50

=0.75 1

=1.00 1

T T T T T T T T T T
-1.0 —=0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
coefficient sigma

FIGURE 4 — Spectre asymptotique du schéma FIGURE 5 — Domaine de stabilité p(Ty) < 1
(BW1) pour (A, 0) = (0.4,—-0.3). pour le schéma (BW1) — les points violets sont
les paramétres des courbes de la Figure 6.
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A=17etoc=0.25

A=125eta=0.25

A ﬁ [\ /\ Exact solution 50000 - —— Exact solution
1 A\j’ —— Beam-Warming scheme —— Beam-Warming scheme
vIT| Jd 1o
0 _ T T T T T T Iv T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
051 —— error Beam-Warming —— error Beam-Warming
0.0 01
-0.5 1 -50000 -
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Lo A=05eto=-0.5 A=06eta=05
—— Exact solution 500000 4
0.5 —— Beam-Warming scheme ol ~ nu“
0.0 N 500000 U —— Exact solution
. U —— Beam-Warming scheme
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 00 02 04 056 08 10
— error Beam-Warming —— error Beam-Warming
0.0 4 500000
0+
051 500000 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 6 — Tracé de résolution®*de (1) par le schéma (BW1), avec une condition initiale nulle et
une condition de bord égale a 1, au temps ¢t = 0.5 pour différents couples (o, A\) donnés en violet sur
la Figure 5.

Exemple C 30. Pour le schéma (BW2), on a
A=1)(A=2)

) 0 0
A2 =)

(A—=1)(A—2)
—5— 0
Le vecteur b,, dépend de g, ¢’ et ¢”.

La matrice Ty est alors triangulaire inférieure avec des coeflicients diagonaux tous égaux a w
Pour avoir la condition p(Ty) < 1, il faut et il suffit d’avoir A €]0,4[. Cependant pour étre Von
Neumann-stable, il faut que A < 2. On obtient donc le domaine de stabilité présenté en Figure 8.

A=04etoc=-03

1.00

0.75 7

0.50

0.25 4

0.004

=0.25

—0.50 1

=0.75 4

=1.00 4

® cercle unité
® spectre asymptotique
® symbole

0.5

10

coefficient lambda

2.004

1754

1.50 1

1254

1.00

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.004

® domaine stable

T
0.0 0.5 1.0

coefficient sigma

T
-0.5

FIGURE 7 — Spectre asymptotique du schéma
(BW2) pour (A, o) = (0.4, —0.3).

FIGURE 8 — Domaine de stabilité p(Ty) < 1
pour le schéma (BW2) — les points violets sont
les paramétres des courbes de la Figure 9.
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A=17etoc=0.25 A=125etoc=0.25

1.0 == —— Exact solution 1.0 4 Al —— Exact solution
Beam-Warming scheme Beam-Warming scheme
0.5 4 05 4
0'0 _ T T T I_ T T T 0'0 E T T T L T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
051 —— error Beam-Warming 0.5 —— error Beam-Warming
0.0+ 0.0
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A=05eto=-0.5 A=05etoc=0.6
1.0 1.0
—l —— Exact solution —l —— Exact solution
0.5 4 L Beam-Warming scheme 0.5 4 L Beam-Warming scheme
0.0 4 o 0.0 Wi
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
—— error Beam-Warming —— error Beam-Warming
0.0 4 0.0
-0.5 -0.5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 9 — Tracé de résolution de (1) par le schéma (BW2), avec une condition initiale nulle et une
condition de bord égale a 1, au temps ¢ = 0.5 pour différents couples (o, \) donnés en violet sur la
Figure 8.

Exemple D 31. Pour le schéma (BW3), on a

vt = (()\—1)2()\—2) +A(2_A)(1+20)2 +)\<)\—1)4(12+U)2>U61

(1 —}-20)2 +)\()\— 1)(2—1—0)2) ur

4
+A2=N) (gt + (1 +0) Aa:g;(tn)> n A(A=1) <g(tn) Leq J)Axga/(tn)>
b= (A@ -l +J)2> Ug + <(/\—1)(>‘—2) —(1+ 0)2)\()\2_1)>

AMA—=1)(1+0)?
2 2

Ainsi, on peut écrire la matrice A :

2 AQ-1) (140)? ! (,\71)(2,\72) (1+o)2,\(,%71) 2 AQ-1) (140)?
A2=A)+ 2 2 2 - 2 2 2

A=D(A=2) | A2-N)(1+0)? | MA=1)(2+0)? 220(2-N)(1+0)2  AO=1D)(2+0)%2 A2-N(1+0)2 | MA-1)(2+0)?
A:( + 3 + - - + 1 )

2

Le vecteur b, dépend de g et ¢'.

En utilisant des outils numeériques, a J fixé a 200, on trace le domaine de stabilité de (BW3), i.e. le
domaine ou p(T’y) < 1 et on obtient la Figure 11.
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FIGURE 10 — Spectre asymptotique du schéma

(BW3
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® spectre asymptotique
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) pour (A, o) = (0.4,—0.3).
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FIGURE 11 — Domaine de stabilité p(T;) < 1
pour le schéma (BW3) — les points violets sont
les paramétres des courbes de la Figure 12.

1

A=125eto=0.25

ed
1.0 4 - -
—— Exact solution 1 —— Exact solution
—— Beam-Warming scheme h —— Beam-Warming scheme
0.5 4 0 ‘u'h
Nl
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A=05eto=-05 A=05eto=0.6
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0.5 —— Beam-Warming scheme Y000 1 n —— Beam-Warming scheme
0 uﬂv’v
g Fay
0.0 \/ 1000 -
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—— error Beam-Warming 1000 1 —— error Beam-Warming
0.0 4 o0
1000
_D‘5 -
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 12 — Tracé de résolution de (1) par le schéma (BW3), avec une condition initiale nulle et
une condition de bord égale a 1, au temps ¢ = 0.5 pour différents couples (o, A) donnés en violet sur
la Figure 11.

Remarque 32. Les quatre exemples précédents présentent la particularité de traiter a chaque
fois des matrices Toeplitz triangulaire inférieures (modulo les conditions de bords), ainsi le spectre
asymptotique de la matrice de Toeplitz pure est réduit a& un seul point. Pour éviter cet écueil, il
suffit de considérer des schémas qui ne soient pas complétement décentrés, par exemple les schémas
de Lax-Wendroff ou de Lax-Friedrichs, cependant on doit alors également traiter le bord de droite

qui engendre a son tour des valeurs propres isolées.
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2.2 Théorie GKS

La théorie GKS (Gustafsson, Kreiss et Sundstrom) ou analyse par mode propre est introduite dans
larticle [GKS72] en 1972 et relatée dans larticle [VS15] et le livre [Gus08].

Proposition 33. Pour obtenir la stabilité d’un schéma semi-discret (2) ou discret (4), il suffit
d’obtenir :

(a) la stabilité du probléme de Cauchy sur Z,
(b) la stabilité du probléme avec uniquement la condition de bord & droite,

(c) la stabilité du probléme avec uniquement la condition de bord a gauche.

Les points (b) et (c) se traitent de la méme maniére, on présentera la technique dans la Section
222

2.2.1 Stabilité du probléme de Cauchy sur Z

Afin d’obtenir la stabilité du probléme de Cauchy, on peut utiliser I’analyse de Fourier, notamment
en étudiant le symbole du schéma. Cette méthode est parfois appelée « Analyse de stabilité de Von
Neumann ». On peut s’appuyer sur le livre [Str04] pour comprendre plus en détail cette méthode.

Exemple A 34. On utilise la transformée de Fourier pour donner le symbole du schéma. Pour le
schéma (Upw), on a
Uptt = Up = AU} = UJ-y).

J J—

En passant & la transformée de Fourier, on trouve

UnHl(¢) = S Urtleiigas

jeZ

=3 (1= nupeiear 4 auy eiiear)
jeZ

= (1= NT*(€) + A“T(¢)

- (1 A )\eig) Un(€)
—

v(8)

Pour obtenir la stabilité, on veut avoir |y(§)| < 1 pour tout £ € R. Ainsi, on doit avoir A € [0, 1]
pour obtenir la stabilité du schéma (Upw).
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FIGURE 13 — Symbole du schéma de Upwind pour A = 0.4.

Exemple B 35. Pour le schéma (BW1), on a

n+1_(>‘_1)(>\_2) n n )‘()‘_1) n
Uj = ij + A2 - )\)Uj_l + TU]-_Q.
En passant a la transformée de Fourier, on trouve
U/T-L\—H(g) _ Z U}"b-ﬁ-leij{Ax
JEZ
A—1D(A—=2 y y A(A =1
=> <( )2( ) UJe AT 4 \(2 — \)UJ- €587 + Ax-1) 5 )U;L
JjEZ
A-—1D(A—2 , AA=1) 9\ —
= <( )2( ) a@ - et 2O 5 )e%) Un(g)

WE)

Pour obtenir la stabilité, on veut avoir |y(§)| < 1 pour tout £ € R.
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FIGURE 14 — Symbole du schéma de Beam-Warming pour A = 0.4.



2.2.2 Stabilité du probléme avec une seule condition de bord

Pour davantage de détails sur cette partie, on peut consulter 'article [VS15] et le livre [Gus08].
Définition 36 (Valeur propre généralisée). Pour un schéma semi-discret (2), on appelle valeur
propre « généralisée » un élément s € C associé & un vecteur propre v(t,z;) = e*¢; tel que :

e (¢;)jen non nulle,

. L(iit (t,xzj) = Qu(t,z;),t > 0,7 € [0; ],
e Bou(t,)) =0,t >0,

o R(s) >
e si R(s
e si R(s
16| ae < oo

0,
> 0, v(t, z) est borné quand z tend vers 'infini,

~— —

=0, v(t,z) doit étre stable au voisinage de s,

Proposition 37. Le schéma semi-discret (2) est stable si et seulement s’il ne posséde pas de valeur
propre généralisée.

Remarque 38. L’appellation valeur propre généralisée vient du fait qu’en injectant ’expression
U;j(t) = e*'¢; dans I'équation

d
%UJ’ (t) = QU] (t)a
on obtient
5¢; = Qoj.

Donc s est valeur propre de I'opérateur @) et a pour vecteur propre (¢;);.

Exemple 39. On va étudier le schéma semi-discret (3). Supposons qu’il existe un s qui vérifie les
conditions de la Définition 36. On injecte la solution U;(t) = e*¢; dans (3), afin d’obtenir

s s(b ¢ 1
3€t¢j t]AJ

A
=5 = (95— ¢5-1)

Azxs
On pose § = ——. On remarque que R(s) > 0 si et seulement si R(5) > 0. On obtient
a

(8+1)¢j = dj-1.

L\
¢ = (§+1> %o-

On intégre cela dans la condition de bord (avec g = 0) afin d’avoir

S0 = —¢po — (1 +)(d1 — o)
=0¢o — (1 +0)p1

Autrement dit, pour tout 7 € N, on a
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—(r-0+0) 1y )

s+1

Ainsi, comme (¢;);jen non nulle, on a ¢g # 0 et on peut écrire

Pour o €] —1,1], on a
A=(1-0)?-4=(c-3)(c+1)<0.
D’ou
—(1-0)*iy/B—-0)(1+40)
2

S12 =

On obtient alors R(5) = 1= < 0 pour o €]—1, 1], donc il n’existe pas de valeur propre généralisée
et le schéma (3) est stable par la Proposition 37.
Remarque 40. Pour un schéma discret, on définit une valeur propre généralisée z € C associée au
vecteur v(t", z;) = 2"¢; en imposant les conditions suivantes :

e (¢;)jen non nulle,

o v(t" x;) = Qu(t",x;),n € N, j € [0;J],

e Byu(t",-) =0,n €N,
o lz[>1,
o si|z| > 1, v(t", x) est bornée quand z tend vers U'infini,

si |z| =1, v(t", x) doit étre stable au voisinage de s,

|95l az < 0.

L’étude ensuite se fait de maniére similaire.

3 Consistance

Dans toute cette partie, on considére que la solution exacte u est suffisamment réguliére.

3.1 FEtude de l’intérieur

Définition 41 (Consistance a l'intérieur). On dit qu'un schéma discret est consistant a l'intérieur
d’ordre pg en temps et gy en espace si la solution exacte u vérifie

u(t™ x;) = Qut™, ;) + AtO(A + Ax®)

avec pg et go maximaux.
On note 7" := u(t™ ™ z;) — Qu(t™, x;), appelée erreur de troncature.

Remarque 42. L’étude que 'on présente ici est formelle. Pour étre rigoureux, il faut préciser la
définition de O(A#) et notamment la topologie que 'on utilise lorsque At tend vers 0. Dans ce
document, on a préféré mettre I’accent sur la stabilité et I’étude Quasi-Toeplitz/Théorie GKS en ne
présentant qu’un aspect formel de la consistance.

17



Exemple A 43. Pour le schéma (Upw), on a, en utilisant les formules de Taylor Lagrange, pour
tout n € N, pour tout j € [1;J — 1],
u(t" L, zj) — Qu(t", xj) = u(t" + At,x;) — (1 — Nu(t", z;) — Au(t", z;-1)
= Atdwu(t™, x;) + O(AL?) + NAzdu(t™, ;) + O(Az?)
= —aAtd,u(t™, z;) + O(At?) + aAtdu(t™, z;) + O(Az?)
= O(At? + Az?).

Sous la condition CFL, i.e. A = % ~ 1, on obtient alors une consistance d’ordre 1 en temps et en

espace.

Exemple B 44. Pour le schéma (BW1), on pose

T = w(t™ z5) — Qu(t”, x;)

= u(t"h ;) — M;)\_Q)u(tn, zj) + A2 — Nu(t", zj_1) + )\()\2_1)u(t", Tj_2)
En utilisant les formules de Taylor Lagrange, on trouve
= (1 G- =2 1)2“ =2 _\2-n- )\>\;1> (™, ;)
+ (—AAz + A(2 — M)Az + A(X — 1)Ax) Ou(t", x;)
<)\2§$2 - )\2 ; )\A{L‘Q —AA— 1)Am2> D2 u(t™, x;)
+ O(A + N2 = M)Az + A\ — 1)Az3)
= O(A? + Az?At + AzAt?).

Sous la condition CFL, i.e. A = ‘Z—Axt ~ 1, on obtient alors une consistance d’ordre 2 en espace.

3.2 FEtude du bord

Définition 45 (Consistance au bord). On dit qu’un schéma discret est consistant au bord d’ordre
q1 en espace si, en s’appuyant sur la deuxiéme équation de (4), on peut écrire

Bou(t", z9) = g(t") + O(Az®)
avec ¢ maximal.
Exemple A 46. Pour le schéma (Upw), on a
UL+ (1+0)(U7 = Up) = g(t")
Ainsi, en injectant la solution exacte u dans ’équation précédente, on trouve

u(t", —Ax) + (1 + o) (u(t", Az) — u(t",0)) — g(t")

u(t", —Az) + (1 + o) (u(t", Ax) — u(t",0)) — u(t", cAx)

= u(t",0) — Azd,u(t",0) + O(Az?) + (1 + 0)(Azdu(t™,0) + O(Az?))
—u(t",0) — cAzdu(t",0) + O(c>Az?)

= O((1 + o) Ax?)
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Exemple B 47. Pour le schéma (BW1), on procéde de la méme fagon et on trouve le méme résultat
puisque ce sont les mémes formules de Taylor utilisées.

Exemple C 48. Pour le schéma (BW2), on a, pour tout p € {1,2},

Azg'(t")  (p+o0)*Aa® ¢"(1")

n __ n

Un, = g(t") + (p+ o)=L 4 LIS

Ainsi, en injectant la solution exacte u dans ’équation précédente, on trouve

Axdu(t", o Az)  (p+ 0)?Ax? dju(t", o Ax)
a 2 a?

2 2

u(t", —pAzx) —u(t",cAx) — (p+ o)

02, u(t", o Ax)
p2A$2
= u(t",0) — pAzdu(t",0) + 5 92, u(t",0) + O(Az?)

2Aa¢

—u(t",0) — o Azdyu(t",0) —

92, u(t",0) + O(a3Ax®)

+ (p+ o)Az (pu(t™,0) + anagx (t",0) + O(0*Az?))
- W (82,u(t",0) + O(cAx))

— ZA:E 97, u(t",0) - QAQC 2,u(t",0) + (p + 0)oAz? 02 u(t",0) — (p+02)2A$ 97, u(t",0)
+O((1+U+U + o) Az?)

= O((1+0°)Az?)

Exemple D 49. Pour le schéma (BW3), on a, pour tout p € {1, 2},

Azg (")  (p+0)?Az2UP — 2UP 4 U
U'rL _ " 2 1 0
ny= gt + (p o) =L P =
Ainsi, en injectant la solution exacte u dans ’équation précédente, on trouve

Azdu(t", oA 4 0)2A2? u(t", 2Az) — 2u(t”, Az) + u(t",0
u(t", —pAzx) — u(t",cAz) — (p+ o) mtu(a L 02) ! 2 uA(x2 z) + ult,0)

2 2 n _ n n
= u(t", —pAzx) —u(t",cAzx) + (p + o) Azdu(t", o Ax) — (p+ 02) Aa” u(t", 2A7) QUA(t 5 Az) +u(t",0)
T

2A 2
= u(t",0) — pAzdyu(t",0) + L 2” 02 u(t",0) + O(Az®)

QAI'

—u(t",0) — cAzdyu(t",0) —

D2, u(t™,0) + O(c3Ax?)
+ (p+ o)Az (pu(t",0) + UA:E82 u(t",0) + O(0*Az?))

2 A 2
M(QAxaxu(t”,) 4Aw

D2, u(t™,0) + O(Az?)

— 2Ax0u(t",0) — QATagxu(t", 0) + O(Az?))
2Am

(p+ 0)*Aa?
2

- &2 u(t",0) — 2,u(t™,0) + (p + o)o Az202, u(t™,0) —

+O((1+0+0 + 03)Az?)

dzpult",0)
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4 Convergence

Dans toute cette partie, on considére que la solution exacte u est suffisamment réguliére.

Définition 50 (Convergence). On dit qu'un schéma est convergent si l'erreur de convergence e =
(U7)j — (u(t™,x5)); (ot UP est la solution du schéma et u la solution exacte du probléme) tend vers
0 en norme || - ||a; quand Az et At tendent vers 0.

Théoréme 51 (Lax). Un schéma est convergent si et seulement s'il est stable et consistant.

Exemple 52. Pour le schéma Upwind suivant (avec A = 1)
Urtt =uUr — AU = U,), neN,je[o;J]],
Uill == g( ), n & N7
Uy = f(=)), j € [0; 7],
on utilise des formules de Taylor avec reste intégral pour obtenir la consistance et en écrivant
= Te 4" 4 Ate™,

ou T est la matrice Quasi-Toeplitz liée au schéma, 1™ l'erreur sur le bord liée & la condition de bord
et " 'erreur a 'intérieur du domaine.

On a alors
n—1

:Tn€0+ ZTnflfk(nk_’_AtEk)'
k=0

Par définition de U ]Q, on a e® = 0, donc il faut controler la somme en n* et €.

Proposition 53. Soit n € N*. Pour o fixé et M tel que M > o + 2, on a

1 = J oAz ‘
DT =) Ax / Ozu(t"™ ™, y)dy
k=0 z  J=0 o

A
< (1+ 0) A2 M| 8u(t™, )12

2

Proposition 54. Soit n € N*. Pour o fixé et M tel que M > 2, on a

tn+1

n_ 02y 2Ny — A | (g — 2 )Ou(t, )
€] ( y)Onu(y, zj)dy (Y — 2j-1)0z,u(t", y)dy
tm Tj—1

et
n—1 2 J )
—1—k k 2
Y T FALe A " Az ey
k=0 Az Jj=0
202 Az
< AP ——— M| 32, u(t", )75

3

Ainsi, le schéma Upwind converge et est d’ordre 1 puisque

lle"laz < V(14 o) M Azx||0zu(t", - ||L2+Atan\/ || Nz
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5 Conclusion

L’étude de la stabilité et de la consistance est trés importante pour obtenir des propriétés de conver-
gence. On s’est concentré sur la partie liée & la stabilité, notamment a travers deux méthodes :
I’étude spectrale des matrices Quasi-Toeplitz et la théorie GKS. Il existe d’autres techniques, par
exemple, la méthode d’énergie, qui consiste a trouver une norme qui fait décroitre U(t) ou U™ en
temps, par un calcul d’intégration par parties. Si on trouve une telle norme, on aura la stabilité,
puisqu’on pourra écrire (pour le cas semi-discret)

TN < IUO) = 1£1]-
Cette théorie est expliquée dans le livre [Gus08|.

On a étudié la théorie GKS pour le cas semi-discret car il est plus simple & traiter que les schémas
complétement discrets, cependant les idées sont les mémes et ne demandent pas d’introduire de
nouveaux concepts.

L’introduction de points fantémes par la méthode de Lax Wendroff Inverse permet d’obtenir des
propriétés de stabilité (comme on peut le voir pour 'exemple (BW3)), cependant en pratique, il
faut connaitre les dérivées successives de la condition de bord et parfois, on ne la posséde pas, c’est
pourquoi on peut ’approcher ou la remplacer par des coefficients liés & une extrapolation d’autres
termes comme on ’a vu dans la méthode de Lax Wendroff Inverse simplifiée.

Dans nos quatre exemples, on a des schémas entiérement décentrés a gauche. Si on avait des schémas
plus centrés, il faudrait rajouter une condition de bord & droite. De plus, le spectre asymptotique de
la matrice Toeplitz ne serait plus (en général) réduit & un seul point.

6 Annexes

6.1 Programmes Python pour tracer les solutions approchées par Upwind

import numpy as np

import scipy as sp

import matplotlib.pylab as plt
import numba

##initial and boundary data
def initial(x):

return O
def inflow(t):

g=1

return g

##Exact solution
def exact_pt(t,x):
if x<t
return inflow(t-x/a)
else
return initial (x-a*t)
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exact = np.vectorize(exact_pt)

##Upwind scheme
def Upw(omega,U):
return U[1:] - omega*(U[1:]-U[0:-1])

def SolveUpw(L,x,U,T,cfl,sigma):
t =0
dx = x[1]-x[0]
dt = np.min([cfl*dx/a,dx])
Utmp = U #Initial condition

U = Upw(cfl,Utmp)
t =t + dt
while t<T :

# Adjustment of time step
dt = np.min([dt,T-t])

# Boundary conditions
Ui0 = (1+cflxsigma)*Utmp[0] -cfl*(1+sigma)*Utmp[1]+ cfl*inflow(t)
Utmp = np.concatenate(([Ui0],U))
U = Upw(dt/dx*a,Utmp)
t=t +dt
Ui0 = (1+cfl*sigma)*Utmp[0] -cfl*(1l+sigma)*Utmp[1]+ cfl*inflow(t)
return [x,np.concatenate(([Ui0],U))]

##Tests

a=1.

L=1

N = 300

x = np.linspace(0, L, N)
cfl = 0.8

sigma = 0.4

T=0.5

U0 = np.array([initial(y) for y in x])
[x,Uupw] = SolveUpw(L,x,U0,T,cfl,sigma)
Ue = exact(T,x)

plt.subplot(3,1,1)

plt.plot(x, Ue)

plt.plot(x, Uupw)

plt.legend([’Exact solution’,’Upwind scheme’])

chaine= ’$\lambda =$’+str(cfl)+’ et $\sigma =$’+str(sigma)

plt.title(chaine, horizontalalignment = ’center’, verticalalignment = ’center’,
color="red’)

plt.subplot(3,1,2)

plt.plot(x, Ue-Uupw)
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plt.legend([’error upwind’])
plt.show()

6.2 Programmes Python pour tracer les solutions approchées par Beam-
Warming

import numpy as np

import scipy as sp

import matplotlib.pylab as plt
import numba

##initial and boundary data
def initial(x):
return 0O

def inflow(t):
g=1
return g

def dinflow(t):
g=20
return g

def d2inflow(t):
g=20
return g

##Exact solution

def exact_pt(t,x):
if x<t :
return inflow(t-x/a)
else :
return initial (x-a*t)

exact = np.vectorize(exact_pt)
##Beam Warming scheme
def BW(omega,U):
return (omega-1)*(omega-2)/2xU[2:] + omega*(2-omega)*U[1:-1] + omega*(omega-1)*U[0:-2]/2

def SolveBW(L,x,U,T,cfl,sigma):

t =0
dx = x[1]-x[0]
dt = cflxdx/a

Utmp = U #Initial condition
U = BW(cfl,Utmp)
t=1t+dt

while t<T :
# Adjustment of time step
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dt = np.min([dt,T-t])

# Boundary conditions
#Beam Warming Example B
Ui0 = (cfl-1)*(cf1l-2)/2*Utmp[0] + cfl*(2-cfl)*(inflow(t)
- (1+sigma)* (Utmp [1]-Utmp[0])) + cfl*x(cfl-1)/2*(inflow(t)-(2+sigma)* (Utmp[1]-Utmp[0]))
Uil = (cfl-1)*(cfl-2)/2*Utmp[1] + cf1*(2-cfl)*Utmp [0]
+ cflx(cfl-1)/2*(inflow(t) - (1+sigma) * (Utmp [1] -Utmp [0]))

#Beam Warming Example C

# Ui0 = (cfl-1)*(cfl-2)/2xUtmp[0] + cfl*(2-cfl)*(inflow(t) +
(1+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (1l+sigma)**2/2*dx*dx*d2inflow(t)/(a*a))+cfl*(cfl-1)/2* (inflow(t)
+ (2+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (2+sigma)**2/2*dx*dx*d2inflow(t)/(a*a))

# Uil = (cfl-1)*(cfl-2)/2+Utmp[1] + cf1lx(2-cf1l)*Utmp[0] + cflx(cfl-1)/2*(inflow(t)
+ (1+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (1+sigma)**2/2*dx*dx*d2inflow(t)/(a*a))

#Beam Warming Example D
# Ui0 = (cfl-1)*(cfl-2)/2xUtmp[0] + cfl*(2-cfl)*(inflow(t)
+ (1+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (l+sigma)**2/2% (Utmp [2]-2%Utmp [1]+Utmp[0]))
+cflx(cf1-1)/2+(inflow(t) + (2+sigma)*dx*dinflow(t)/a
+ (2+sigma)**2/2% (Utmp [2] -2*%Utmp [1] +Utmp [0]))
# Uil = (cfl-1)*(cfl-2)/2%Utmp[1] + cfl*(2-cfl)*Utmp [0]
+ cfl*x(cfl-1)/2*(inflow(t) + (1l+sigma)*dx*dinflow(t)/a
+ (1+sigma)**2/2% (Utmp [2] -2*%Utmp [1] +Utmp [0]))

Utmp = np.concatenate(([Ui0,Uil],U))
U = BW(dt/dx*a,Utmp)
t =t + dt
#Beam Warming Example B
Ui0 = (cfl-1)*(cf1l-2)/2*Utmp[0] + cfl*(2-cfl)*(inflow(t)
- (1+sigma)*(Utmp[1]-Utmp[0])) + cflx(cfl-1)/2*(inflow(t)-(2+sigma)* (Utmp[1]-Utmp[0]))
Uil = (cfl-1)*(cfl-2)/2%Utmp[1] + cflx(2-cfl)*Utmpl[0]
+ cflx(cfl-1)/2*(inflow(t) - (1+sigma)* (Utmp [1]-Utmp[0]))

#Beam Warming Example C

# Ui0 = (cfl-1)*(cfl-2)/2+Utmp[0] + cfl*(2-cfl)*(inflow(t) + (l+sigma)*dx*dinflow(t)/a
+ (1+sigma)**2/2+dx*dx*d2inflow(t)/(a*a))+cfl*(cfl-1)/2*(inflow(t)
+ (2+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (2+sigma)**2/2*dx*dx*d2inflow(t)/(a*a))

# Uil = (cfl-1)*(cfl-2)/2+Utmp[1] + cfl*(2-cf1l)*Utmp[0] + cfl*x(cfl-1)/2*(inflow(t)
+ (1+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (1+sigma)**2/2*dx*dx*d2inflow(t)/(axa))

#Beam Warming Example D
# Ui0 = (cfl-1)*(cfl-2)/2*Utmp[0] + cfl*(2-cfl)*(inflow(t)
+ (1+sigma)*dx*dinflow(t)/a + (1+sigma)**2/2* (Utmp [2]-2%Utmp[1]+Utmp[0]))
+cflx(cfl-1)/2*(inflow(t) + (2+sigma)*dx*dinflow(t)/a
+ (2+sigma) **2/2* (Utmp [2] -2*%Utmp [1] +Utmp [0] ) )
# Uil = (cfl-1)*(cfl-2)/2+Utmp[1] + cf1lx(2-cfl)*Utmp[0]
+ cfl*(cfl-1)/2*%(inflow(t) + (1+sigma)*dx*dinflow(t)/a
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+ (1+sigma) **2/2* (Utmp [2] -2*Utmp [1] +Utmp [0] ) )
return [x,np.concatenate(([Ui0,Uil],U))]

##Tests

a=1.

L=1

N = 201

x = np.linspace(0, L, N)
cfl = 0.5

sigma = 0.6

T=0.5

U0 = np.array([initial(y) for y in x])
[x,UBW] = SolveBW(L,x,U0,T,cfl,sigma)
Ue = exact(T,x)

plt.subplot(3,1,1)

plt.plot(x, Ue)

plt.plot(x, UBW)

plt.legend([’Exact solution’,’Beam-Warming scheme’])
chaine= ’$\lambda =$’+str(cfl)+’ et $\sigma =$’+str(sigma)
plt.title(chaine, horizontalalignment = ’center’,
verticalalignment = ’center’, color=’red’)
plt.subplot(3,1,2)

plt.plot(x, Ue-UBW)

plt.legend([’error Beam-Warming’])

plt.show()
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