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1 Introduction

En s’appuyant sur la lecture des articles de Beam et Warming [BW91] et [BW93] (ainsi que
d’autres articles qui y sont référencés), on va définir les matrices de Toeplitz et les matrices Quasi-
Toeplitz. Notre but sera d’étudier leur spectre notamment lorsque ’on fait tendre la dimension de
la matrice vers I’infini.

Pour une matrice de Toeplitz, on donnera une caractérisation du spectre asymptotique qui nous
aidera a montrer qu’il ne contient pas de points isolés.

Pour une matrice Quasi-Toeplitz, on pourra séparer le spectre asymptotique en deux ensembles :

— le premier est égal au spectre asymptotique de la matrice de Toeplitz associée;
— le deuxieme est fini et indépendant de la dimension de la matrice.

Enfin, on localisera le spectre asymptotique d’une matrice Toeplitz. Il se situera < a
I'intérieur > du spectre de la matrice circulante associée.

2 Définitions

On fixe p,g e Net a_p,a_py1,...,a-1,0a0,a1,...,a4 € C.

Définition 1 (Matrice Toeplitz). Soit n € N, on appelle matrice de Toeplitz la matrice suivante

ap ar ... a 0 ... 0
a_1 agp
0
T(n) = a_p aq | € My (R)
0
ayp a1
0 0 ay a_i ap

On note oy, le spectre de la matrice T'(n).

Définition 2 (Matrice Quasi-Toeplitz). Soit n € N, r < n, des coefficients (b; j)1<i<p €t (¢ j)1<i<q-
1<g<r 1<ysr
On appelle matrice Quasi-Toeplitz la matrice suivante



bi1 b2 bir O 0 b b b
0 0 . 1,1 012 ... O1p
bpi bp2 ... by, O 0 -
a_yp ag ag 0 bpi bp2 ... bpr
0 ap ... Gy ... Qg €11 €12 ... Cly
0 0 c1 cip Ci,r C =
0 0 : Cg1 Cg2 .- Cqr
O O qul CQ72 e CQ7T

On note &, le spectre de la matrice T'(n).

Remarque 3 :
On peut supposer que r > max(p, q).

Définition 4 (Matrice circulante). Soit n € N, on appelle matrice circulante la matrice suivante

ag ... ag 0 a—p ... a_
ag
a—_p a—_p
°(n) =1 o ' 0 | € Ma(R)
aq agq
ar ... ag 0 a_y ;‘J.O. ag

On note o;, le spectre de la matrice 7°(n).
Définition 5 (Opérateur sur Z). On définit 'opérateur suivant :
2(2) — 2(2)

T: a
u= (up)nez = (Tu)n),ez = Z Qi Up+i

=-p nez
On note o le spectre de l'opérateur T
Définition 6 (Opérateur sur N). On définit opérateur suivant :

T+-{ 2N - 2N
' = (Un)nen + (TFTu)n)nen

q
g AjUpti Sin=p

avec Vn € N,  (TTu), =", 7
Z AiUpti SIN <D
i=—n

On note o™ le spectre de 1'opérateur 1.



Exemple 7. On va prendre pour exemple la matrice T(n) € M,(R)oip=¢=1,a; =1, a9 =0
et a_1 = —1.

0 2 2 0 0
-1 0 1 0
Tn)= | °
0
0O -1 0 1
0 0O -1 0

3 Etude du spectre

On veut étudier le spectre des matrices Toeplitz et Quasi-Toeplitz, notamment leur comporte-
ment quand on fait tendre la dimension vers ’'infini.

Définition 8 (Spectre asymptotique de la matrice Toeplitz). On appelle spectre asymptotique de
la matrice Toeplitz I’ensemble suivant

S = { lim Ay, A € 04, lim 4, = +oo}.
m—0o0

m——+00

Définition 9 (Spectre asymptotique de la matrice Quasi-Toeplitz). On appelle spectre asympto-
tique de la matrice Quasi-Toeplitz ’ensemble suivant

m——+00 [e%¢}

S:{ lim_ A, Am € &1, lim im:+oo}.

3.1 Le cas Toeplitz

On veut résoudre le probléme suivant

T(n)¢ = Ao
ol A est une valeur propre de T'(n) et ¢ = (¢1,...,¢n) est un vecteur propre associé a \.
Ce qui revient a résoudre le systeme

q

Vi € [1;n], Z AmPjtm = APj

m=—p

avec des conditions de bords nulles pour ¢,,, avec m € {—p—1,...,0}U{n+1,...,n+q}.
On voit donc apparaitre une suite récurrente linéaire d’ordre p + ¢. En remplacant ¢; par v/, on
trouve alors ’équation caractéristique que 1’on veut résoudre

q

A= Z amr™.

m=—p

En multipliant par 7P, on se ramene a chercher les racines du polynome

agrPt 4 arrP™ 4 (ag = NP da_rP T 4 a, =0, (1)



On note (/{m()\))fnqu les p+¢ racines de ce polynome (il faut faire attention les racines dépendent

de \) que l'on va ranger par modules croissants.
[Ri(M] < - < [rpA)] < rpra(W)] < -+ < prg(V)]

On peut alors exprimer les coordonnées du vecteur propre ¢ (qui correspondent a la solution de
la suite récurrente linéaire)

p+q
Vi€ [Lin], ¢j = Bumkl, ot Bi,...,Bpq €R
m=1

Enfin en utilisant les p 4+ ¢ conditions de bords nulles, on peut trouver les coefficients (S, ).

Remarque 10 :
Pour simplifier, on suppose que les racines du polynéme (1) sont distinctes afin de faciliter
I’étude du spectre asymptotique des matrices Quasi-Toeplitz. Si on avait des racines multiples

as—1
pour ’équation caractéristique, on aurait des solutions de la forme ¢; = Z (Z Bl jl> /i{n ou
m=1 =0
s est le nombre de racines distinctes et a, est la multiplicité de chaque racine.

Exemple 11. Pour la matrice T'(n) associée & notre exemple, on trouve

Op = {)\k := 2i cos <n7i|—k1> ,Vk € [[1;n]]}

et pour chaque valeur propre A\, € o,, on a

. i1 . [ 27kj
vje [Lin],  ¢j(\) = 27" sin <n+ 1)
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T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -025 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Spectre de T'(n) pour n = 50.

En faisant tendre n vers 'infini, on obtient que le spectre asymptotique de notre matrice sera le
segment [—24, 2], on remarque donc que le spectre asymptotique ne contient pas de points isolés.

C’est en fait une propriété générale, le spectre asymptotique ne contient pas de points isolés.
Pour le voir, on peut utiliser la propriété suivante



Proposition 12.
S§=C

ou 'ensemble C est défini par C := {\ € C, |k,(A)| = |kp+1(N)] }-

Démonstration. Résultat démontré dans [SS60]. O

Proposition 13. L’ensemble C ne contient pas de points isolés.

Démonstration. Résultat démontré dans [SS60)]. O

Corollaire 14. L’ensemble S ne contient pas de points isolés.

Remarque 15 :
Il ne peut donc pas y avoir de valeur propre A dans le spectre asymptotique telle que

[Rp(M)] < |rpr1(A)]-

3.2 Le cas Quasi-Toeplitz

Pour les matrices Quasi-Toeplitz, le comportement du spectre asymptotique est différent. On
remarque que ’égalité S = C n’est plus satisfaite, car des points isolés peuvent apparaitre dans le
spectre asymptotique.

En effet, considérons notre exemple T(n), les conditions de bords nous donne I’équation
—2¢2 + 2¢3 = Ay

En posant ¢; = rJ, on a
—2r +2r2 =\

et ’équation caractéristique donne
PP—XAr—1=0 (2)
En combinant ces deux expressions, on trouve
(r—17%2r+1) =0

qui a pour solution 1, 1 et —1/2.
Or on sait que les deux racines k1, ko de (2) vérifient k19 = —1. Donc si 'on voulait |k1| < |ka|,

1
il faudrait |k;1| < Tl autrement dit |x1]| < 1. Donc la racine —1/2 fourni une valeur propre A = 3/2
K1

qui n’est pas dans le spectre asymptotique de la matrice de Toeplitz associée.




Le spectre asymptotique de la matrice T(n) est donc I'union de la valeur 3/2 et du segment
[—2i, 2d].

2.0 4
1.5
1.0 4

0.5 4 :
[ ]
0.0 4 { L]
[ ]
s\
T T T
—=0.5 0.0 0.5

-1.01

-1.54

—-2.01

T T T T
=15 -1.0 1.0 15

Spectre de T'(n) pour n = 50.

On va voir que le spectre asymptotique d’une matrice Quasi-Toeplitz peut s’écrire comme 1'union
disjointe de deux ensembles :

— C qui est indépendant des conditions de bords.

— D qui dépend uniquement des conditions de bords.

Afin d’étudier ’ensemble D, on pose les matrices

1 0 0 01 0
D= . | e Mya(R) D=|: € My, (R)
0 10 0 0 1
Kl ... FKp Eptl --- Kpig
Kp(A) =1 : D] € Mep(R) Krg(N) = | ] € Miy(R)
Ky .. Ky Kpy1 -+ Kpig

On peut alors donner la partition suivante de S:
§={Ne& Ik = Irp1 (V)| }
N {)\ € S, kip(\)| < [kps1 (V)] det[(B — AD)E,p] = 0 ou det[(C — AD)K,q] = o}

L {)\ € S, |kp(N)| < |kpr1(N)],det[(B — AD)K,p] # 0 et det[(C — AD)K,q] # o}

On notera respectivement C , D1 et Dy ces trois ensembles.

Proposition 16. L’ensemble C est le spectre asymptotique de la matrice de Toeplitz associé.

C=C={NeClr,(N)| = |spr1( N}

Démonstration. Selon [BW93], cela est démontré dans I'article [SS60]. O




Proposition 17.
Dy=10

Démonstration. Notre but va étre de montrer que les conditions imposées par I’ensemble Dy im-
pliquent que les coefficients (Bm)ﬁj:ql sont tous nuls. Ainsi les coordonnées du vecteur propre ¢ seront
nulles et cela contredira le fait que ¢ est un vecteur propre. Il faut faire attention aux coefficients
(Bm,) car ils dépendent a priori de n.

On sait que les vecteurs propres sont de la forme ¢ = (qu()\))?:l avec

p p+q
Vielin, @5 = Bukl,+ Y. Bmkd
m=1 m=p+1

et vérifient I’équation T (n)¢ = A. Supposons que les (5,,) sont non tous nuls. Quitte a diviser par
la norme du vecteur des (3,,) ', on peut supposer que

Io
: =1.
Bptq

En isolant les lignes liées aux matrices B et C, on obtient les systemes

¢1 On—r+1
(B=AD)| : | =0 et (C—AD) : =0
br Pn
d)l ¢n—r+1
Or on peut réécrire les vecteurs | : | et : en
or Pn
P K1 ... Kp\ (B Kpt1l - Fpiq\ [Bps1
=1 S]] ' :
Or RY oo Ky Bp Kpy1 -+ Kpig Bp+q
— R R (B AR
5 = : : N B ' : :
On KT Ky Bp Kpt1l -+ Kpig Bp+q
On doit donc résoudre le systeme
(
o3} Kpt1 -+ Kptq\ [Bpt+1 0
(B=AD)Kyp | & | +(B=AD)| : =
Bp Kpi1 - Kpigq Bp+q 0
RETTHL L RN By Kt 0 Bp+1 0
(C—=AD) + (C — AD)K,, =
KT .. Ky Bp 0 Kpta Bp+q 0

1. Cela n’est pas contraignant car les vecteurs propres sont définis & homothétie pres




Comme (C — )\Jj)qu est inversible par hypothese, la deuxieme partie du systeme nous donne

Bp+1 Fpit O i . B e A
| = ((C=AD)K,) | —(C=AD) :

Tr—n
Bp+a 0 "rtq fLo T Bp
Comme on a par hypothese que

k1] < < kpl < [kpta] <o < Rpagls

on a alors
6p+1 n /81
Fp+1 i
B+ B
p+q ) p

Puisque la norme du vecteur des (5,,) vaut 1, on a

/8p+1
—0

n—oo

Bp+q

Cependant, comme (B — AD)K,, est inversible par hypothese, la premiére partie du systéme
nous donne

b1 Kp+1 -+ Kp+q ﬁp"'l
||| = |((B=AD)K,,)"" (B - AD) ( : : > : -

R K

By p+1 = Hpiq
Ce qui entre en contradiction avec le fait que la norme du vecteur des (8,,) vaut 1. Ainsi, les
(Bm) sont tous nuls, donc le vecteur propre serait nul ce qui est exclu par définition d’un vecteur

propre. Ainsi I’ensemble Dy est vide. O

Bp+q

Remarque 18 :

On peut observer que ’hypothese d’étre dans le spectre asymptotique ne force pas la valeur
propre A a étre forcément dans le spectre de toutes les matrices de Toeplitz & partir d’un certain
rang. Et on obtient un résultat asymptotique pour les coefficients () (avec le grand O) qui conforte
la cohérence de la notion d’asymptotique.

Proposition 19. L’ensemble D; est en fait ’ensemble

{)\ € C, [kip(\)| < |kps1(N)], det[(B — AD)K,p] = 0 ou det[(C — AD)K,q] = o}

Remarque 20 : .
Les valeurs A vivent maintenant dans C et non juste dans S.




Démonstration. Selon [BW93], cela est démontré dans I'article [Kre68]. O

Corollaire 21. On a

S=cu {)\ € C, kp(N)| < |fips1(N)], det[(B — AD)E,p] = 0 ou det[(C — AD)K,] = o}

Démonstration. Par les propriétés 16, 17 et 19. ]

Conjecture 22. Il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on ait

Dy = {A € g, [kp(A)| < [Kp41(A)], det[(B — AD)Kyp] = 0
ou det[(C — AD)K,,] =0}

Corollaire 23 (de la conjecture). L’ensemble D; est fini.

Démonstration. EnNeﬁ’et, par la conjecture précédente, 'ensemble D; est inclus dans 'ensemble des
valeurs propres de T'(ng). Or T'(ng) possede un nombre fini de valeurs propres. Ainsi I’ensemble Dy
est fini. ]

4 Lien entre les différents spectres

Proposition 24.

lim o) =0
n— o0

Remarque 25 :
On note li_>m oy pour désigner le spectre asymptotique de 7°(n), autrement dit
n (o]

lim o, := { lim Ay, Ay € 07, lim 4, = —l—oo}.
n—o00 m—-+oo m—r00

Démonstration. Etape 1 : Calculons le spectre de o?.
On veut trouver le polynéme caractéristique de 7°(n) donc il faut calculer le déterminant de

X —ag .. —a; 0 —a_y . —a_1
X —ag
—a—p —A-p
XI,—T°(n) = 0 0
—aq —0q
X —ag
—aq .. —aqg 0 —a_p . X —ag




C’est le déterminant d’une matrice circulante, donc il vaut

n—1
[T Pw™
m=0
ol w=er et P(t) =X —ag — ait — agt® — -+ — agt? —a_pt" P — ... — a_t" 1.
n-l a 12mim
Ainsi X7o(n) = H X — Z aje =+ |. Donc les valeurs propres de T°(n) sont
m=0 Jj==p

q
2wjm
o, = g aje n ,m e [0;n—1]
j==-p

Quand on fait tendre vers 400, on trouve donc I’ensemble

q
lim o, Z ajeijg,f €R

n—00 ;
J=—p

Etape 2 : Calculons le spectre de 'opérateur 7.
On utilise la transformée de Fourier discrete

Vu € 2(Z),0(€) = > une™™ dans L*(T).
neZ

On trouve alors, pour tout £ € T,

q
Tu(f) = Z Z CLjun_|_jem£

neZ j=—p

q
= Z aje_ijE Z Uy e

j=—-p nez

q
= Z a;e” 984 dans L*(T).

Jj=-p

a a

Donc pour A = Z aje_ijg, T — X n’est pas injectif. Donc Z aje_ijs est dans 0. De plus, pour

Jj=-p Jj=-p
q ..
tout A # Z aje_wg, par transformée de Fourier inverse, T' — A est surjectif. Donc le spectre de T
j=-p
est exactement
q

o= Z a;et ¢ € [0, 2n]
Jj=-p

Ce qui conclut la preuve. ]

Proposition 26.
ot =ocU{\ e C,Ind,()\) # 0}

10




Démonstration. Dans 'article [CSW59], il est montré que

T est inversible si et seulement si [I() = 0 et (6) # 0]

q 2
ou p(0) = Z a;e? et I(p) = 21/ dg log .
j==p ¢ Jo
Ainsi, A € o si et seulement si [I(¢ — \) # 0 ou p(0) = A].
La propriété ¢(0) = X est équivalente a A € o par la preuve de la propriété précédente.
De plus, comme o = {¢(#),0 € [0,27]} par la preuve précédente, on a alors

1 d
Indg(N) = o [ - -  par définition de lindice

1 [?" ' (0)do
= & en utilisant le chemin ¢ pour décrire o
2im Jo  @(0) — A

1 27
= — dpl - A
2in ), glog(ep — A)
=1(p—A)

Ainsi, on trouve bien
ot =0U{)X€C,Ind,()\) # 0}

Remarque 27 :
Dans l'introduction, ce que 'on a appelé < l'intérieur > du spectre de la matrice circulante
associée est donc cet ensemble o U {\ € C,Ind, () # 0}.

Proposition 28.
Ccot

Démonstration. On va utiliser un résultat de 'article [SS60] qui dit que
C= (o (r)
>0
ol o (r) désigne le spectre de I'opérateur

{ 22(N) —  2(N)

Tr:
u = (un)nEN = (Tﬁ_u)nEN

r

q
g a;r'Un; sin>=p

avec (Tifu)p, = ¢ "7
Z airiunﬂ- sin<p
i=—n
On remarque que ot (1) = o™.

Ainsi on a

11




Exemple 29. On illustre cela sur ’exemple suivant avec p = 2 et ¢ = 1. On pose les coefficients
ag=a_1 =0 et ag =a_o = 1. On obtient le spectre suivant.

1.5

1.0

0.5
A R L LT

Po o ®

0.0 4

[ ] ®
®0000000®
_0.5 4

-1.0

-1.54

T T T T T T T
-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Les valeurs rouges sont les valeurs propres de la matrice circulante et les valeurs bleues sont les
valeurs propres de la matrice Toeplitz pour n = 100.

On peut maintenant regarde le cas d’'une matrice Quasi-Toeplitz.

1 1
Exemple 30. Soit p = 1 et ¢ = 2. On pose les coefficients ag = —3 a_1 = —3 a1 = 1 et
1 27 28 41 6
ay = s On modifie la premiére ligne en <—10, = 10 5,0, e ,0) et la derniere ligne en

4 29 12
<O’-.-,0’5’_10’5)-

1.5

0.5 4

0.0 4

-1.5 T T T T T T T
-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -050 -0.25 0.00 0.25

Les valeurs rouges sont les valeurs propres de la matrice circulante et les valeurs bleues sont les
valeurs propres de la matrice Quasi-Toeplitz pour n = 100.

Remarque 31 :
On voit donc que l'on n’a pas de controle par le spectre de T sur les valeurs propres qui

dépendent des conditions de bords de T'(n).
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