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Introduction :

Voici le travail que j’ai produit pour le devoir libre d’analyse microlocale. Bien que j’y ai consacré
beaucoup de temps pendant les vacances, je n’ai malheureusement pas su répondre a toutes les ques-
tions. De plus, j’ai parfois préféré faire des références au cours et/ou aux livres pour me concentrer
sur la structure des preuves et/ou sur les points clés des preuves.

Probléeme 1 (Théoremes de Groenewold et Stone-von Neumann).
Pour j =1,...,n, on considere

Xj = xj, et pj = —ihaxj

des opérateurs sur I'espace de Hilbert % = L?(R™,dz). On pose P l'’ensemble des polynomes &
plusieurs variables des variables (z, &) € R?”. On note W pour 'algébre de Weyl.

Question 1. Montrer que Xj et ]5] sont essentiellement auto-adjoints sur l’espace de Schwartz

S(R™).

Solution 1. On utilise le théoreme qui dit qu’un opérateur 7' densément défini dans H et symétrique
est essentiellement autoadjoint si et seulement si Ran(T" +ild) = H.

e Les opérateurs X; et Pj sont densément définis car leur domaine S(R™) est dense dans L?(R™).

e Ils sont symétriques car pour tout f,g € S(R"), on a
ita) = [ f@aads
- [ aF@gta)da

et

(Pit.g) = | =0, Flalaa)do
= z’h/Rn Oz, f(z)g(w)dz

= —ih | f(z)0,g(x)dx par IPP
R’Il

= | [(@)Pig(x)dx
R’ﬂ

= (f. Pjg)
e On veut montrer que Ran(Xj +ild) = L?(R"). On a 'inclusion directe puisque
Ran(X; + i1d) = {zjv + iv,v € S(R")} C L?
et que L? est fermé. Réciproquement, soit f € L?(R™). Par densité de S(R") dans L?(R"), il
existe une suite (fx) € S(R")N qui converge dans L? vers f. Or pour tout k& € N, la fonction

r €R"— fr(x) est dans S(R™). De ce fait, fi, € Ran(X; 4 iId). Ainsi

x;E1

f € Ran(X; + 41d)




e On veut montrer que Ran(P; +iId) = L*(R"). On a linclusion directe puisque
Ran(X P; £ ild) = {—ihd,,v £ iv,v € S(R")} C L

et que L? est fermé. Réciproquement, soit f € L?(R"). Par densité de S(R™) dans L?(R"), il
existe une suite (fy) € S(R™)N qui converge dans L? vers f. On va utiliser la transformée de
Fourier puisque S(R™) est stable par transformée de Fourier. On pose, pour tout k£ € N,

1
hE; i

w= 7 (£0 i ) € SR
De ce fait, on a —ihd,; vy + ivg, = fi pour tout k € N, donc fi, € Ran(XPj +4Id). Ainsi
f € Ran(P; £ ild)

Ainsi cela montre que les opérateurs X j et Pj sont essentiellement auto-adjoints.

Question 2. Montrer que

6m-Xezb-P — efzha-bezb-Pem-X

Solution 2. Soit ¢ € S(R™). On a eib'Pgo(ac) = ¢(x + hb), pour tout x € R™ (la preuve a été faite
dans le cours, on a utilisé la transformée de Fourier pour le démontrer).
Ainsi, pourt tout x € R™,

e X e P o) = em'ch(x + hb)
= "o (x + hb)
et
e—z‘hwbez‘bﬁeia-X@(x) _ e—iha~beib~ﬁ(eia~m¢($))
= emihabeiar(@Hhb) 0 1 pp)

= €' p(x + hb)

Les deux calculs aboutissent au méme résultat, ce qui donne 1’égalité souhaitée.

Question 3. En déduire que a - X +b- P est essentiellement auto-adjoint pour tout a,b € R™.

Solution 3. On va utiliser le théoreme de Nelson en utilisant le groupe unitaire & un parametre
fortement continu U défini par

Vt € R,V € L2(R"), V2 € R", U(t)p(x) = e2 P e hp(z + Fith)

Par le théoreme de Stone, on a4(t) = e®4. Comme dans le cours, on peut montrer que A = a-X+b-P
sur S(R™) en utilisant que
d
Vo € S(RY),  —U(t)p =iAU(t)y
De plus, I'ensemble S(R") est dense dans L?(R™) et stable par U(t) pour tout ¢ € R. Enfin, on a
montré dans le cours que U(t) est fortement différentiable sur S(R"). On peut donc appliquer le
théoréeme de Nelson qui montre que A =a - X + b - P est essentiellement auto-adjoint sur S(R™).




Question 4. Montrer que la famille {ei(“'X +b-P ), a,be R"™} est irréductible sur H.

Solution 4. On va montrer que l'algebre A engendrée par e'®X et e®F avec a,b € R™ est
irréductible.

Etape 1 : Montrons que les endomorphismes de H qui commutent avec tous les e
a,b € R"™ sont des multiples de l’identité.

WX op P gyec

Je n’ai pas réussi & montrer que les endomorphismes A de L? qui commutent avec tous les e'*X

sont de la forme
Au(z) = f(z)u()

pour u € L?(R") avec f € L>°(R"). Ensuite, comme on aurait aussi
A= eib~PAe—ib~P

De ce fait, comme Au = fu, on aurait Au(xr) = f(x + hb)u(x), puis par identification, on a
f(z) = f(z + hb) pour tout b € R”. Donc f est constante et A s’écrit

Au = Cu

ou C est constante. Autrement dit, A = Cldp2gn).

Etape 2 : Montrons Uirréductibilité de A.

Soit F' un sous espace fermé de H qui est stable par tous les éléments eieX ot P On a alors
que F- est stable par €*¥X et ¢?F. En effet, soit y € F-, soit € F, on a alors

<€ia-f(y7 .I'> — <y7 efia-f(x> -0
er

Donc €/ Xy € F+. Calcul similaire pour e®*,
ia-X

Comme F et F'- sont stables par e et et , la projection orthogonale 7w : H — F' commute

avec tous les e/@X et P, Ainsi, par étape 1, on a 7 qui est soit I’application nulle soit 'identité. !

On conclut donc que F' est soit réduit a {0} soit égal a H. Ainsi A est irréductible sur H.

Etape 3 : Conclure.
On a, par la Question 2,

{ei(“'X'H"p), a,beR"} CA

De plus, comme i@ X ot P gont dans {ei(a'j”b'p), a,b € R"}, on a alors, par définition de A,

Ac {ei(a-f(er-P)7 a,b e Rn}

Ainsi {ei(“'j”b'p), a,b € R"} est irréductible, puisque A est.

1. puisque c’est forcément une homothétie par ’étape 1 et que Vx € F,w(z) = =.




Question 5. Montrer qu’il n’existe pas de quantification @ : P — W qui satisfait les axiomes
suivants :

(i) @ est linéaire et Q(1) = Idy.
(i) Q(z;) = Xj et Q&) = ]5] pour tout 5 =1,...,n.
(iii) Pour tout f,g € S(R™),

S0, = Q7.9

ou {-, -} désigne les crochets de Poisson.

Remarque :

Je me suis inspiré de la preuve du livre [HAL13, p.272]. Comme la preuve est déja faite dans ce
livre, je vais essayer de mettre en lumiere les points importants et expliciter le schéma de preuve.
Je ferais donc directement référence a certaines preuves de lemme déja présentes dans [HAL13].

Solution 5. On notera P¢j pour les polynomes a 2n variables (x1,...,zy,&1,...,&,) de degré au
plus k. Pour montrer ce théoreme, on va montrer qu'’il n’existe pas de quantification ) : P<4 — W
qui satisfait :

(1) @ est linéaire et Q(1) = Idy.
(il) Q(z;) = Xj et Q(&;) = Pj pour tout j = 1,...,n.

(iii) Pour tout f,g € Pgs, )
HIU, Q) = QUf.0)

ou {-,-} désigne les crochets de Poisson.

On va montrer que toute quantification () qui vérifient ces propriétés coincide avec la quantification
de Weyl Qweyi sur Pcs. Ensuite on va montrer qu'un certain f € Py peut étre exprimé de deux
fagons différentes avec des crochets de Poisson, i.e. f = {g,h} = {¢',h'} avec g,h, g, h’ € P<s. Puis
en calculant [Q(f), Q(g)] et [Q(f), Q(¢")], on trouvera des résultats différents, ainsi on aboutira a
une contradiction. Une fois ce théoreme démontré, on saura qu’il n’existe pas de quantification sur
‘P puisqu’il n’en existe pas sur Py.

Etape 1 : Toute quantification qui vérifient (i), (ii) et (iii) coincide avec la quantification de Weyl
sur P<3.

Par la propriété 13.13 du livre [HAL13, p.269], la quantification de Weyl est exacte pour f un
polynéme de degré au plus 2 et ¢ un polynome quelconque. La preuve de cette propriété se fait en
traitant les cas f de degré 0 (immédiat), f de degré 1 (calcul), puis f de degré 2 (formules pour se
ramener au cas f de degré 1).

Par hypothese (ii), la quantification @ coincide avec Qe sur Pgi.

Montrons le maintenant pour P<a. Soit f € P<a, on note

Q(f) = QWeyl(f) + Af




Pour g € P<y, on a par la propriété 13.13 et le point (iii),

QS 9)) = Q). Qo)

= Q). Q] A7, Quen(9)

= QWeyl({fag}) [Af QWeyl( )]
- Q({fvg}) [Af QWeyl( )]

car {f,g} € P<i. On a donc [Af, Qwey(g)] = 0, autrement dit Ay commute avec Qweyi(g). Or, on
peut prouver que tout élément A € W qui commute avec tous les opérateurs Xj et ]5]- est en fait
une homothétie (voir lemme 13.15 du livre [HAL13, p.273]). En prenant g € {z1,...,2n, &1, ..., &n}s
on en déduit que Ay = cyId avec ¢y une constante.

Ainsi, pour tout h € P<g, on a

[Q(f), Q(h)]

[QWeyl(f) + chd7 QW@yl(h) + ChId]
= %[QW@yl(f)a QWeyl(h)]

= QWeyl({fv h})

Ainsi, @ et Qwey coincident sur les éléments de Py qui s’écrivent {f,h} avec f et h dans Ps.
Or on peut prouver (voir lemme 13.16 du livre [HAL13, p.273]) que pour tout f € Py, il existe
G1s---595,M1,..., hj € P tels que

QUIhY) = iﬁ
1
ih
1

J
F=> Aok T}
k=1
Ainsi, on a montré que @) et Qyey coincident sur Py et donc sur Pc.

Montrons maintenant que @ et Q¢ coincident sur P3. On peut procéder de la méme maniere.
Soit f € P«s, on note

Q(f) = QWeyl(f) + Bf
Pour g € P<q, on a par la propriété 13.13 et le point (iii),

QU{f.9) = 1), Qo))

= Q) Qe+ 1By, Quen(9)
= Qwenltf )+ By, Que(9)
= QUf.0) + [Bf Quwe(9)

puisque {f, g} € P<2 et qu’on vient de montrer que Q et Qe coincident sur Peo.



Ainsi, By commute avec Qwey(g), donc on peut en déduire que By = dfId pour df une
constante. De ce fait, pour tout h € Py, on a

QUIRY) = — Q). QM)

th
[QWeyl(f) + dfld, QWeyl(h)]

B 1
=i

_ %[waxf), Qweyi ()]
= QWeyl({f> h})

On en déduit que Q et Qe coincident sur les éléments de P3 qui s’écrivent { f, h} avec f € Ps
et h € Py. Or on peut prouver (voir lemme 13.16 du livre [HAL13, p.273]) que pour tout f € Ps, il
existe g1,...,9; € P3 et hy,...,h; € P> tels que

F=> ok h}

k=1
Ainsi, on a montré que @) et Qyey coincident sur P3 et donc sur Pcs.
Etape 2 : En posant f = x3&3, montrons la contradiction.
On peut écrire 23£7 sous la forme %{x?,ﬁ} et sous la forme %{x%&,xlff}. En effet,
phey=Y, i S
=1 9% 08 Y
_ 0w} 08 08 Oxf

N 8.7}1 851 6%’1 051
= 323.362 — 0 = 923¢7
et

" 0228, 02162 0162 0226,
2 2\ _ 1 1 1947
{$1§1; wlfl} - ; axj agj 8«Tj 3@,

 0xi& 0 &2 _ 0x1&} 0x1&,
- Om 0& dr1 0§
= 2$1£1.2$1€1 — f%$%

242 242 242
= 4r1&] — 21§ = 32783

Par ’étape 1, on a donc

5 Qwen(e), Quen(€))] = 510, Q€L

h
= 5ot e
= ihQ(27¢})

= %Q({ﬁ‘fl,xlf%})

1

— 5 [Q(36). Q(@1€D)

= é [QWeyl ($%€1), QWeyl ($1€%)]



Or Qweyi(z3) = X% et Quey(&3) = Pf’, d’oti, pour la fonction 1 constante égale a 1, on a

1 1 nna PN
§[QWeyl(x?)> QWeyl(&%)]l = §(X?P13 - P?X13)1
1
=5 ((27ih071) + (ih)?07 (271))
= —%ih?’?) X 2
2%k
3
1 o PPN PN 1 . . PPN
De plus, Qwey(21&1) = ﬁ(Xfpl + X1 P X1 + PLX?) et Qwey(2167) = g(X1P12 + PLX1Py +
1
PEX1).
D’ou pour la fonction 1 constante égale a 1, on a
1 1 502~ ISEPRIA NN PN ~o o4
g[QWeyl(x%él)aQWeyl(xlgf)]l = E[Xfﬂ + X1 P Xy + PXT, X0 PE 4+ PLXO P+ PEXG) L

_ _%< X PR PX + X P2X PR+ PLX PR PR
+ 151)21]512)2'12 + PfX%p1X1 + 1512)21151)212)]-2
_ 72%(0 0+ (—ih)® + 2(—ih) + 2(—ih)® + 4(—ih)?)
_in?
3

2 1
Ainsi on obtient deux résultats différents 3 % 3) , ce qui est contradictoire. On en conclut qu’il

n’existe pas de quantification exacte pour les polynomes de degré inférieur a 4 et donc il n’existe
pas de quantification exacte dans le cas général.

Question 6. Supposons que U(-) et V(-) sont deux représentations unitaires fortement continues de
(R™,4) sur un espace de Hilbert I qui sont mutuellement irréductibles et que pour tout a,b € R™,

V(b)U(a) = U (a)V (b).
Montrer qu’il existe un opérateur unitaire 7" : K — H tel que pour tout a,b € R™.

V()T = P o TU(a)T ! = ok

Solution 6. Je suis désolé, je n’ai pas pris le temps de reformuler la preuve du théoréeme de Stone
Von Neumann qui se trouve dans le livre [HAL13, p.279-292]. J’ai préféré avancer sur le probleme
2...

Question 7. En déduire que U(-) et V(-) donnent une représentation unitaire irréductible et for-
tement continue du groupe d’Heisenberg.

2. j’ai déja enlevé tous les termes avec des dérivations & droite, puisque &11 = 0, ainsi que les termes avec PEX; &
droite




Solution 7. On utilise le théoreme de Stone Von Neumann, on obtient alors un opérateur unitaire
T : K — H. On peut poser alors I'application

) H, — U(L?)
v (a,b,c) — ToW(a,b,c)oT !

oil pour tout f € L2, pour tout = € R”, on a
(W(a,b,)f)(@) = e f(a + ibh)

On fait la méme preuve que dans le cours pour montrer que c’est une représentation unitaire
irréductible et fortement continue.



Probléeme 2 (Transformation de Segal-Bargmann).
On considere I’espace de Segal-Bargmann

HL?(C") = {F holomorphe et telle que / |F(2)|?u(z)dz < oo}

n

avec le poids

Remarque :
La norme sur HL?(C") est la norme L? sur C" avec le poids pu(z), i.e.

def
1F e ey 2 \/ L IFGPe)

Question 1. Montrer que pour tout z € C", il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
F € HIL?(CM),
|F(2)| < CllFllr2(crny

Solution 1. On va traiter le cas n = 1, cela se passe de la méme facon pour n > 1.
Soient z € C et F € HL?(C). Soit r > 0. On note C(z,r) pour 'ensemble {w € C, |z — w| = r}.
On utilise la formule de Cauchy

F(z) = 1 F(w)

- % C(z,r) w—z

dw

On pose w = z + 7€' pour § € [0, 27]. On obtient donc

1 2w F(z—i—rew)

(2) 2im J re® ¢
1 2m )
= — F(z+re?)dg
2T 0

Soit R > 0. On multiplie les deux membres de 1'égalité par r puis on integre entre 0 et R.

ou on a noté B(z, R) pour l'ensemble {w € C, |z — w| < R}.
On va alors utiliser I'inégalité de Cauchy Schwarz pour la mesure p(w)dw sur

2

1
|F(Z)\2 = T2RA

1
/B o iy P




On obtient alors

2 L i ’ w)aw w 2 w)aw
FOP < s [ " (M(w)> p(wdu | [

1 / 1 )
< —— ——dw | |F
w2R4<B<Z,R> () )” Ii2c.n

On pose donc la constante C, indépendante de F' de la maniére suivante

def 1 / 1
C, = — ——dw.
7732\/ B(z,R) H(W)

Ce qui conclut la preuve puisque ’'on obtient

Vz € C,3C. > 0,YF € HL*(C"), |F(2)| < C.|F|l3r2cn)

Question 2. En déduire que HL?*(C") est fermé dans L?(C", u(z)dz).

Solution 2. Soit une suite (Fy,)nen € HL?(C™N telle que (F,) converge dans L? vers une fonction
F. Comme L? est fermé pour sa norme et que la norme HL?(C") est la norme L?, on obtient que
F est dans L?. Pour que F soit dans HL?(C"), il faut justifier que F' est holomorphe.

Or, on sait que si (F,) converge uniformément sur tout compact, alors, par le théoréme de
Weierstrass, la limite F' sera holomorphe.

Montrons que (F},) converge uniformément sur tout compact de C. Soit K un compact de C.

sup |Fy(2) — F(z)| < supC: || Fy — F| 12
zeK zeK

par la question précédente. Comme | F,, — F||;2 tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il suffit de

montrer que supC, est borné. Comme K est compact, on va montrer que 'application
zeK

K — R
z = O,
est continue.

Pour z, #/, on a

|C. = C| =

/ de —/ de
B(z,R) p(w) B(z',R) p(w)

(Wh)"e‘mgdw

/B(z,R)AB(z’,R)

ou AAB désigne la différence symétrique des ensembles A et B, i.e. AAB = (AU B)\(AN B).
Or quand z tend vers 2/, la mesure de B(z, R)AB(Z', R) tend vers 0. Donc I'application z — C,

est continue sur le compact K, ainsi supC, est borné.
zeK
Ainsi (F,) converge uniformément sur tout compact, donc F' est holomorphe car c’est une limite

uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes.
Comme F est holomorphe et dans L?, alors F' € HL?(C"). On en conclut que HL?(C") est
fermé.

10




Question 3. La transformée de Segal-Bargmann est

a)
b)

c)

L*(R",dz) — HL*(C")

f oo (ah)~/A /R e (—22V2ea=a?) f(1) gy

Ap

Montrer que Ay est bien définie.
Montrer que Ay est une isométrie.

En conclure que Aj, est une transformation unitaire.

Solution 3.  a) Etape 1 : Montrons que Ap(f) existe.

(—2242V2z-2—22)

On sait par hypothese que f est dans L?. La fonction x e est aussi dans

L?. Donc par 'inégalité de Cauchy—Schwarz, l'intégrale existe, donc Ap(f) existe.

Etape 2 : Montrons que Ay(f) est holomorphe.

On va utiliser le théoreme d’holomorphie sous l'intégrale.
— VzeC" z— e%(*fﬁﬁw'zfﬁ)f(x) est mesurable sur R".
— VzeR" z+— e%(_ZQHﬁI'Z_xQ)f(x) est holomorphe sur C".

— Vz € B(0,R), V& €R"

6%(—z2+2\/§z-z—12)f(x)‘ < eﬁ(—|R—\/§x|2—3x2)Jc($) c Li(Rn)3

Ainsi Ay(f) est holomorphe sur tout compact de C™ donc sur C".

Etape 3 : Montrons que An(f) est L2. On va montrer que la norme L?(C", 1) est finie. On

utilise I'inégalité de Cauchy—Schwarz

L an@Pus < ame [ ([ n@pa) ([ et e
< (Wh)_n/ZHfHL?(R") /Cn </Rn e%(—z2+2\/§m.z—x2)dx> (2)d

I faut montrer que || Ax(f)llgr2cny = || fll2rn) POUr tout f € L*(R™).

A Dllrrien = [ 140

— (wh) 2 / n

Je voulais montrer le caractere isométrique < a la main >, mais je ne trouve pas les bonnes
transformations a faire...

2
/ e%h(—z2+2\/§m~z—m2)f($)dx dz

3. par les mémes techniques qu’a I'étape 1

11




Dans le livre [HAL13, p.300], on montre le caractere isométrique de A, par le théoreme de
Stone Von Neumann et en définissant Aj; comme 'inverse de la transformation unitaire

U:HL*C") — L*(R",dx)
qui est la conclusion du théoréme de Stone Von Neumann [HAL13, p.286].

c) Il faut montrer que (An(f), An(9))2r2cry = (f,9)L2(rRn) Pour tout f,g € L?(R™). Or on sait
par la question précédente que c’est une 1sometrle donc d’une part, on a

[AR(f) + An(9) Iz = [A(f + )l = [If + gllL2 par linéarité de Ay
AR+ 2R(CAR(F), An(9))) + 1A(9I1? = 1P + 2R((f, 9)) + llgl]?
1£11% + 2R(CAR(S), An(9))) + llglI® = 1 F1I% + 2R((f, 9)) + llg]l?
R((AR(f), An(g))) = R((f. 9))

On a donc égalité des parties réelles. D’autre part,

[ AR(f) +iAr(9) Iz = |AR(f +ig)llpre = If +igll L2
AR = 2S((AR(f), An(9)) + [ ARII* = I1F17 = 23((f, 9)) + llgll?
IFI1P = 23 (CAR(S), An(9)) + llgll* = I1F117 = 2S((f, 9)) + llgll?
S(AR(f): Ar(9))) = S((f.9))

On a donc égalité des parties imaginaires.
Ainsi en combinant ces deux résultats, on a ’égalité

Vi g€ L*R™),  (An(f), An(9))uzzcny = (f 92 rm)

Ce qui montre que Aj; est une transformation unitaire.

Question 4. Montrer les relations suivantes pour tout j =1,...,n,
X; +iP; X; —iP;
A=A = ho,. et AL A = 2
h /2 h Zj h NG h J
X P
Solution 4. Etape 1 : Montrons que AH$A71 = ho,,.
\/ﬁ h J
On veut montrer que pour tout j =1,...,n, pour tout ¢ € LQ(R”), pour tout z € C", on a

(An(X; + i) () = V2hD2(Ang) (2)

Pour le second membre, on a
V210, (Ane)(2) = (wh)"*V/2h., ( / )
= (e [, (AR i)
= (wh)~"/4 / ) o35 (—7*4+2V22-2—2?) <21h( 2zj + 22 x])> V2hip(x)da

621;1(z2+2\/§x-zx2)(p($)dx>

= (ﬂh)"/4/ 62*%(*2%2\/5‘”'27“’2)(—\/52]- + 2z;)p(z)dx.

12




Pour le premier membre, on a
. a h
(A% +i00) ) = (sl 15020 ) (2
— (xh)—/4 / eI (VI (0 (0) 1 7D, o(a))de

On fait une intégration par parties pour le deuxieme terme de la somme en utilisant les fonctions
u,v € C! suivantes :

Op;u(x) = hdy,;p(x) u(z) = hep(z)
) =ez

v(z) = ez~ 2+2fxz =)0y, v(x) = (%> ean(—72+2V222—a%)

(Al +iP)p) (2) = (bt [ st oaviesatlq, o 20 - Q Jp(x)da
)da

= (e [ A o, (e

Donc on a bien I'égalité des deux membres.

/\

Etape 2 : Montrons que .Ah ﬂ j.A_ 2j.

On veut montrer que pour tout j = 1,...,n, pour tout ¢ € L2(R™), pour tout z € C", on a

(An(X; = iP))e) (2) = V22 () (2),

Pour le second membre, on a

V22 (Anp) (2) = (Wh)_"/4\/§zj/ e (FHV20) o o (x)d

n

Pour le premier membre, on a
h
(A% = i)0) () = (Aol = 5026 ) (2
_ (Trh)—n/él/ 6%(-22+2\/§z-z—12)(xj(’0(x) _ haxjcp(x))dx

On fait une intégration par parties pour le deuxieme terme de la somme en utilisant les fonctions
u,v € C! suivantes :

v($> ih( z +2\fmz x2) 8xjv($) _ (*xjti\/izj> e%(722+2\/§$-27(£2)

V22
h

<Aﬁ(Xj — z]%)gp) (2) = (ﬂh)”“/ e%(*%”\@x‘z*ﬁ)(mj — h% +h )o(x)dx

_ (ﬂ'h)_n/4/ 6217(_32+2\/§x'z_x2)\/§ng0(l‘)d.1‘

Donc on a bien I’égalité des deux membres.
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Question 5. Montrer que I'adjoint formel de 'opérateur multiplication z; de HL?(C") est donné

par
(25)" = hoz,

pour tout j = 1,...,n. Discuter des problemes liés au domaine de ces opérateurs.

Solution 5. Etape 1 : Montrons que lon a formellement (X])* = Xj.
Pour tout f,g € L*(R"), on a

Etape 2 : Montrons que Uon a formellement (lf’j)* = 15]-.
Pour tout f,g € S(R™), on a

(Pyt.9) = | =0, Flalaa)do

=ih /Rn O, f(x)g(w)dz

= —ih | f(x)0;9(x)dx par IPP
R

5 [ (@) Pig(z)dw
= (f,P;g)

Puis par densité de S(R™) dans L%(R"), on a le résultat souhaité.

, i\ X 4P,
Etape 3 : Montrons que l’on a formellement ( Jﬁz ]> = R =

Pour tout f,g € L*(R"), on a

X—’LPJ
< V2 ”>

( X ifsg) + i P i s )) par antilinéarité a gauche du produit de scalaire

( i f, J9>)
X; +if >
79

Etape 4 : Montrons que l'on a formellement (z;)* = h,; .

E\H%\H

=
Ei

Il
—
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On va utiliser I'étape 3 et le caracteére unitaire de Ap. Pour tout F,G € HL?*(C"), on a

= (4 g )

Question 6. Vérifier que pour tout j,k=1,...,n,

[8Zk7 Zj] = 5k,de'

Solution 6. Pour tout ¢ € HL?(C"), pour tout j,k =1,...,n avec j # k,

[azzw Zj]‘P = 8Zk (ngp) —Zj (azk 90)

Pour tout ¢ € HL?(C™), pour tout j,k =1,...,n avec j = k,

[aZj7 ZJ]SD = 8Zj (ZJSO) - Zj(azj 80)
=+ 2;(0:,;0) — 2j(0z,0) = @

Ainsi,
[8Zk, Zj] = 5k,de-

Question 7. A-t-on une représentation canonique des relations de commutativité de Weyl sur
I'espace de Hilbert HL?(C")?

Solution 7. Je n’ai pas compris ce que voulait dire une représentation canonique des relations de
commutativité de Weyl. Pour moi les relations de commutativité sont justement [0, , z;] = 6y ;4.
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