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ANNEAUX, CORPS ET THEORIE DES NOMBRES

Développement 13 (Lemme de Hensel %)

a) Considérons un polynéme P € Z[X].
(7) Soit a € Z. Montrer qu'’il existe Q € Z[X] tel que

P(X +a) = P(a) + P'(a)X + Q(X) X2
(i) Soient a,b € Z et un nombre premier p. Montrer que
Yk > 1, P(a +bp¥) = P(a) + P'(a)bp* mod pF+t.
b) En déduire le lemme de Hensel :
Soit P € Z[X]. S’il existe z € Z tel que
P(z)=0 modp et Pl(x)#0 mod p, (1)
alors pour tout k > 1, il existe xy € Z tel que

P(zz) =0 modp® et a2 =x modp.

Lecons concernées : 120, 121, 126, 144

Le lemme de Hensel est un des résultats centraux de l’analyse p-adique. Ce
développement en propose une preuve dans le langage classique de 'arithmétique
modulaire. Il s’agit, connaissant la solution d’une équation polynomiale modulo p,
d’en tirer récursivement des solutions de I’équation modulo p* pour tout k > 1.
Cela en fait une illustration de la legon sur les équations en arithmétique (126)
ainsi que sur celle des racines de polynémes (144). Les méthodes sont celles
de larithmétique modulaire et reposent fortement sur le fait que p soit premier,
rendant le développement adéquat pour les lecons 120 et 121.

Correction.

a) On souhaite prouver que X? divise le polynéme P(X +a)—P(a)—P'(a)X (cette
quantité peut étre interprétée comme l'erreur dans la premiere approximation
affine de P). Par linéarité en P de cette expression, il suffit de le prouver le
résultat pour les monémes X™ pour n > 1. On a alors par la formule du bindme
de Newton, pour tout n > 1 et P = X",

P(X +a) — Pla) — P'(a)X = (X +a)" —a" —na" ' X

_ <Z> Xkanfkr —a" = nanle _ E <Z> Xkanik,
k=0

k=2
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13. Lemme de Hensel

et cette quantité est divisible par X? puisque que chacun de ses termes I’est. On
obtient ainsi le résultat voulu.

b) Par la question précédente, il existe un polynéme @ € Z[X] tel que
P(X +a) — P(a) — P'(a)X = X?Q(X).

En substituant X par bp*, pour un k > 1, il vient

P(a) + P'(a)bp" + Q(bp")p?p*
P(a) + P'(a)bp® mod p**L.

Pla+ bpk)

c) On raisonne par récurrence sur k > 1. Le cas k = 1 est ’hypothese (1).
Supposons la propriété vraie pour k > 1 et prouvons-la au rang k + 1. 1l existe
donc, par ’hypotheése de récurrence, z € Z tel que

P(z;)=0 modp® et xp =z modp.

On peut alors écrire P(z) = ap”® pour un certain entier a € Z. Si p | a, alors on a
déja la congruence P(x;) =0 mod p**! et cela suffit pour avoir la propriété de
récurrence au rang k + 1 en posant xp 1 = .

Supposons désormais p 1 a. On parcourt la classe de xp modulo pF de sorte &
trouver des candidats pour 4. Autrement dit on considere un élément de la
forme xj,1 = x}, + tp* pour un t entier. Il reste & déterminer un tel ¢ de sorte que
P(zp41) =0 mod pF*1.

Par les questions précédentes,
P(xp + tp*) = P(xy) + P'(z)tp* = (a + tP'(x))p" mod pFHL.

On peut alors choisir ¢ qui annule le membre de droite puisque p { P’'(xy).
Plus explicitement, P’(xy) est inversible dans Z/pZ, on peut donc choisir ¢t =
—aP'(z))~t ot P'(zx)~! désigne l'inverse dans Z/pZ, et t convient alors. Ceci
acheve la récurrence et la preuve du lemme de Hensel.

Commentaires.

4 L’un des grands thémes de 'arithmétique et de la théorie des nombres est
I’étude des équations diophantiennes. Un outil puissant pour leur étude est la
possibilité de les étudier modulo les puissances de nombres premiers p* et, en
s’autorisant des puissances tendant vers l'infini, dans les nombres p-adiques Qp,
voir Développement 23. L’espoir est de pouvoir en tirer des informations sur les
solutions globales, dans Z ou QQ. Un résultat dans cette direction est le principe
de Hasse, qui est un principe local-global pour les équations diophantiennes
polynomiales de degré deux :

Soit P € Z[X1,...,X,] de degré 2. Alors P admet une racine sur Q
si, et seulement si, il admet des racines dans tous les Q,, et dans R.
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ANNEAUX, CORPS ET THEORIE DES NOMBRES

¢ Toutefois, ce principe cesse d’étre vérifié pour les degrés supérieurs. Déja pour
le degré trois (le probléme est alors celui de trouver les points rationnels d’une
courbe elliptique), certaines équations admettent des solutions locales, modulo
tout p”, et des solutions réelles, mais aucune solution rationnelle. C’est le cas par
exemple pour ’équation de Selmer,

323 + 497 + 523 = 0.

Le lemme de Hensel permet justement de construire des solutions non-triviales
de ’équation de Selmer modulo tout p¥, autrement dit dans les corps p-adiques.
Toutefois, cette équation n’admet pas de solution rationnelle non-triviale.

4 Le lemme de Hensel connait de nombreuses variations. Il peut par exemple étre
affiné pour prendre en compte le cas ou la dérivée premiere, voire les suivantes,
s’annulent modulo p. De plus, le polynéme peut étre pris a coefficients dans ZP.

¢ Le lemme de Hensel doit étre pensé et interprété comme une méthode de
Newton p-adique : la preuve en est une mimique modulo p. En particulier, I’idée
du lemme de Hensel est de construire des solutions approchées (dans un véritable
sens topologique, lorsqu’on se place dans le corps des rationnels p-adiques Q)
itérativement. En effet, une solution modulo p*t1 est plus précise qu’une solution
modulo p*, par linjection Z/p*Z — Z/p**'Z. La limite (pour la topologie p-
adique) d’une telle suite de solutions (z) est un élément o, € Z,, dont les xy,
doivent justement étre pensés comme 'approximation numérique, tronquant xy,
a k chiffres dans la décomposition p-adique. Voir [Kob84] pour une ouverture vers
I’analyse p-adique.

4 Le résultat de la question a)(7) est une premiére approximation affine polyno-
miale, et celui de la question a)(4) une premiére approximation affine modulaire.
Il faut garder en téte que p”* est petit lorsque k grandit (au sens de la norme p-
adique), de sorte que I’analogie avec la méthode de Newton et les développements
limités conserve tout leur sens.

¢ Le lemme de Hensel admet une pléthore d’applications qui foisonnent dans la
littérature de théorie algébrique des nombres. Certaines sont illustrées dans les
exercices. Nous précisons ici une application dans I’anneau des entiers p-adiques Z,,
qui peut tres bien étre intégrée — comme d’autres exemples — au développement
si le temps le permet. On a la conséquence suivante :

Les u € Zjp tels que v = 1 mod pZ, sont des puissances n-icmes
dans Z,, pour tout n > 1 non divisible par p.

En effet, appliquons le lemme de Hensel au polynéme X™ — u, en commencant
avec X = 1. On a bien P(1) =1 —u =0 mod pZ, et P'(1) =n # 0 mod pZ,.
11 existe donc une solution o € Z telle que o™ = u dans Z;, avec « =1 mod pZ,.
¢ La structure topologique des corps p-adiques Q, est trés différente de celle
des corps archimédiens tels que R. Par exemple, la boule unité est un anneau
ou les séries sont convergentes dés que leur terme général tend vers zéro. Voir le
Développement 23 pour plus de détails sur les nombres p-adiques.
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13. Lemme de Hensel

4 Nous donnons ici une version plus fine du lemme de Hensel, utilisant la valeur
absolue p-adique et les nombres p-adiques :

Soit P € Z[X]. S’il existe x € Z, tel que
P(z)=0 modp et |P(x)|,< |P'(x)|12), (2)
alors il existe y € Z,, tel que

Ply)=0 et |z— y|p < ‘Pl(x)‘p-

Ainsi, il est possible de se passer de la condition P’(z) # 0 mod p (qui signifie
que p ne divise pas P’'(z), autrement dit que |P'(z)], > 1) : il suffit de s’assurer
que la dérivée P’(z) n’est pas trop proche de zéro.

Questions.

1. Soit p un nombre premier impair. Montrer que si u € Zy est un carré modulo p,
alors c’est un carré dans Z,. Généraliser ce résultat a toute racine simple d'un
polynéme unitaire.

2. Trouver les solutions de ’équation
503 +22—1=0 mod 125.
3. Trouver une solution a 1’équation
2® =22 =1 mod 125.

4. Montrer que a € Zj, est inversible dans Z, si et seulement si son coefficient ag
de degré zéro est inversible sur Z/pZ.

Indication : appliquer le lemme de Hensel au polynéme a X — 1.
5. Montrer que Z, contient toutes les racines de xr-l 1,

6. Si m est premier a p(p — 1), montrer que tout élément de Q admet une racine
m-ieme dans Q.

7. Montrer que Q, ne contient pas de racine primitive p-iéme de 'unité si p > 2.
8. Montrer que Q, n’a pas d’endomorphisme non trivial.

Indication : on peut utiliser les propriétés prouvées aux questions précédentes,
notamment constater que les unités de Q, ont des racines m-iemes pour une
infinité de valeurs de m.

9. Retrouver la version du lemme de Hensel prouvée dans le développement a
partir de la version p-adique donnée dans le dernier commentaire.
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CALCUL DIFFERENTIEL, EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET EDP

Développement 62 (Modéle épidémiologique SIR % %)

On souhaite étudier la propagation d’une épidémie au sein d’une population
de N > 0 individus, composée au temps ¢ d’un nombre S(t) d’individus sains
(aussi dits susceptibles), d’'un nombre d’individus I(¢) d’individus infectés et
d’un nombre R(¢) d’individus anciennement infectés, rétablis et immunisés
contre la maladie. On modélise cette situation par deux fonctions dérivables
notées S : Ry — [0, N] et I : Ry — [0, N] qui vérifient le systeme d’équations
différentielles suivant :

§ = —p%
. A (1)

ou S (resp. I) représente la dérivée de S (resp. I) par rapport au temps et ofl
B,7 € R’ sont des parametres. On pose par ailleurs R:= N — S — I.

a) Commenter le formalisme adopté.

b) Montrer que S, I et R sont bien définies sur R et & valeurs positives pour
tout choix de conditions initiales S(0), I(0) € [0, N] vérifiant S(0) + I(0) < N.

¢) On introduit & présent la fonction

H R+ — R
x —> S(t)exp(%%).

(¢) Montrer que H est constante.
(7)) En déduire que lorsque R(0) = 0 et S(0) > 0, la taille totale de l’épidémie
définie par Ry := limy—, o R(¢) est caractérisée par I’équation
B R

(N — Rx) exp (; W) = 5(0).

Lecons concernées : 220,229

Ce développement, complémentaire du Développement 61 qui étudie le modéle SIS,
propose d’étudier de facon purement qualitative un modéle épidémiologique dé-
terministe régi par un systéme d’équations différentielles ordinaires. En cela, il
illustre adéquatement les lecons 220 et 229.

Correction.
On utilise dans le développement la notion de sur-solution d’une équation diffé-
rentielle, dont la définition est donnée a la page 312.

a) On considére que chaque individu infecté de la population entreprend un
contact infectieux avec un autre individu choisi au hasard dans la population
a un taux temporel 5, ce qui occasionne entre les temps t et ¢ + dt un nombre
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62. Modele épidémiologique SIR

d’interactions infectieuses entre des individus infectés et des individus sains
proportionnel a 81 (t)%dt. Dans cette équation, le facteur g traduit a la fois la
fréquence des contacts et la proportion (déterministe ou statistique) des contacts
entre individus sains et individus infectés qui donne lieu a une infection. Par
ailleurs, la guérison des individus infectés intervient a taux «y : une fraction ydt de
I'ensemble des I(t) individus infectés au temps ¢ est guérie en une unité de temps
infinitésimale dt, ce que traduit la présence du terme —vI(¢) dans I'expression
de I (t). On peut réécrire le systéme différentiel de fagon plus symétrique sous la
forme

IS
. _BW

I = & —nI (2)
R = ~vI.

La différence entre le modele SIS présenté dans le Développement 61 et le mo-
dele SIR étudié ici réside dans le fait que les individus infectés profitant d’une
guérison ne retournent pas au statut sain (compartiment S) mais deviennent
rétablis (compartiment R), comme on ’a représenté sur la Figure 2.15.

S —B— I |—7— R

FIGURE 2.15 — Représentation schématique du modeéle compartimental SIR. Les
nombres apparaissant sur les fleches sont les taux instantanés de passage d’un
compartiment a I’autre par individu.

Cette hypothese est pertinente dans le cas de pathogenes qui provoquent la
production d’anticorps assurant une immunité pendant une certaine période chez
les sujets remis, comme la rougeole ou la rubéole. Le choix du formalisme (1),
dans lequel aucun individu ne quitte le compartiment R, correspond a I’hypothése
d’une immunité compléte et non limitée dans le temps.

b) Soient sg, g € [0, N] tels que so+i9 < N. On cherche & montrer que le systéme
d’équations différentielles (1) admet une unique solution (S, I') définie sur Ry tout
entier vérifiant S(0) = sg et I(0) = 4p, et que S + I est a valeurs dans l'intervalle
[0, N], ce qui montrera que R := N — S — I l’est aussi.

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, comme ’application
F: R? — R?
. S 1S .
(s,1) +— (—5N’5N—W>
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est de classe C', le systéme d’équations différentielles

f‘l }g
/ fg

admet une unique solution maximale (f, g) telle que f(0) = sp et g(0) = ip. On
note J C R son intervalle de vie.

Traitons tout d’abord deux cas particuliers :

e Sisgp =0, f est constante et égale & 0 et g(t) = e iy pour tout t € J. On a
dans ce cas J = R, donc (S,1) est bien définie comme restriction de (f, g)
a Ry, est & valeurs dans [0, N|? et vérifie S(t) + I(t) = e iy < ig < N pour
tout ¢ > 0.

e Siig =0, alors (f, g) est la solution constante égale & (sg,0). On a dans ce
cas J = R, donc (S, I) est bien définie comme restriction de (f,g) & Ry, est
bien & valeurs dans [0, N]? et vérifie bien S + I = so < N.

On suppose donc désormais que sg > 0 et ¢g > 0. Montrons dans un premier
temps que (f, g) est a valeurs dans ]0, N[2 sur J N R*.. Pour ce faire, raisonnons
par Pabsurde et supposons que cela ne soit pas le cas. On pose alors

ri=inf {t € JORY : (f(t),9(1) €10, N[*}.

Remarquons d’emblée que comme f(0), g(0) €10, N[, par continuité de (f, g) on a
7> 0, et f et g sont & valeurs dans ]0, N[? sur |0, 7[.

On sait que (f + g)) = —vg, donc f + g est strictement décroissante sur [0, 7], si
bien que (f 4+ ¢)(7) < N et donc f(7) < N et g(7) < N puisque f > 0et g > 0.

Par ailleurs, on a f' = —f & donc f est une sur-solution de I'équation différentielle
y' = —By sur |0, 7[; on en déduit que f(t) = spe™?* > 0 pour tout ¢ € [0, 7], donc
en particulier que f(7) > 0.

Enfin, comme ¢ = Bfﬁg — 7g, la fonction g est une sur-solution de 1’équation
différentielle ¢ = —~g sur ]0,7[, donc g(t) > ige™7* pour tout t € [0,7], et en
particulier g(7) > 0.

Ainsi, (f,g)(7)€]0, N[2, ce qui contredit le fait que (f,g) soit continue et |0, N[?
ouvert. La solution (f, g) est donc bien & valeurs dans le pavé 0, N[? sur J N R

Comme (f,g) est a valeurs dans ]0, N[? sur J N RY, le théoréme d’explosion
implique bien que l'intervalle de vie J contient R tout entier, ce qui permet de
définir de maniere unique les restrictions S et I de f et g a Ry. On a par ailleurs
montré que f et g (et donc S et I) sont a valeurs positives sur R.. Enfin, pour
prouver que S + I < N, il suffit d’appliquer a nouveau ’argument selon lequel
Pégalité (f + g)' = —yg < 0 implique que f + g est décroissante sur R et donc
que S + I est & valeurs inférieures & S(0) 4+ I(0) = sp + o < N.
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62. Modele épidémiologique SIR

c) (¢) On remarque que la premiére équation du systéme (1) peut se réécrire
sous la forme

B
N
En calculant la dérivée de H par rapport au temps, on obtient alors
: 2 BR() (5 R(t))

teR H(t) = t ——=35(t - —=

vieR,, H() (s<>+7 VS0 exp (25

_ (¢ B ) <ﬁ R(t)> _
= <S(t) ty I(t)S(t) ) exp SN )T 0

grace a la troisiéme équation de (2), ce qui montre que H est constante sur R .

Vte Ry, S(t)+ = S(t)I(t) = 0.

(#) Notons tout d’abord que d’apres le systéme (2), la fonction S est décroissante
et R est croissante, ce qui assure que leurs limites en +oo existent. Comme on a
S+ 1+ R=N,il en va donc de méme pour I. On note Sy, I et Ry les limites
respectives de S, I et R en +00, et on remarque que I'équation R = ~1 implique
que I, = 0, si bien que Sy + Roo = N.

On suppose désormais que R(0) = 0. On a alors H = H(0) = S(0) d’apres la
question précédente, soit

vte Ry, S(t)exp (g%) =5(0)
d’otu, par passage a la limite,
Soo €XP (g Rﬁ) = 5(0),
soit encore R
(V= Rec)exp (2 52 ) = 50) (1)

qui est bien la relation recherchée. Il est aisé de voir par une étude de fonction que
cette équation admet une unique solution sur [0, N], et donc qu’elle caractérise
bien Reo.

Commentaires.

4 On pourra a l'envi raccourcir la présentation heuristique effectuée dans la
question a) pour libérer le temps nécessaire a ’exposé de la question b), riche en
arguments analytiques simples mais précis.

¢ Il est utile d’étudier le Développement 61 ainsi que les commentaires et les
questions qui le suivent pour acquérir davantage de recul sur les modeles épidé-
miologiques compartimentaux et se préparer a satisfaire la curiosité du jury.

4 Contrairement au cas du processus SIS décrit dans le Développement 61, le
comportement asymptotique du processus SIR ne présente pas de phénomeéne de
seuil, et I’équation (4) montre que Ry est une fonction strictement croissante et
continue du rapport Ry 1= %, appelé nombre de reproduction de base.
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4 La Figure 2.16 illustre le champ de vecteurs associé au systeme (1) et peut
servir de support visuel au traitement de la question b). Notons que le champ de
vecteurs n’est pas rentrant sur les bords du triangle {(s,i) € [0, N]? : s +1i < N},
c’est-a-dire que les frontieres du triangle ne sont pas répulsives pour le systeme
dynamique associé, ce qui contraint a trouver des barrieres exponentielles pour f
et g dans la question b).

\
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FIGURE 2.16 — Représentation du champ de vecteurs associé au systéme (1) pour
le choix de parametres N =20 et 8 =y =5.

4 La Figure 2.17 représente les fonctions S, I et R dans le cas ou 'infection est
introduite dans la population par un nombre réduit d’individus et ou Ry := 851,
Dans ce cas, la croissance du nombre d’individus infectés est d’abord exponentielle,
puis est limitée par la décroissance du nombre d’individus susceptibles, ce qui
donne au graphe de I une allure de courbe logistique (voir Développements 60
et 61). Contrairement & ce que l'on observe dans le cas du modele SIS (voir
Développement 61), Uinfection finit par s’éteindre puisque les individus infectés
ne redeviennent pas susceptibles mais sont immunisés.

Questions.

1. Supposons que (ig, o) €]0, N[ avec ig + sp < N. La solution maximale (f, g)
étudiée dans la question b) est-elle a valeurs dans |0, N[ sur J tout entier ?

2. Détailler I'utilisation faite dans la question b) du résultat sur les sur-solutions
exposé a la page 2.

3. Quelle est la taille finale de I’épidémie si S(0) = N ?

4. Dans le modele SIR, montrer que I est décroissante sur R si et seulement si

on a 35(0) — v < 0, et que dans le cas contraire le maximum de I est atteint a
l'unique temps ¢ > 0 tel que S(¢t) = %
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A
N ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
SO s R(t)
1(t)
1(0)

FI1GURE 2.17 — Courbes représentatives des fonctions S, I et R .

5. Détailler I’étude de fonction permettant de conclure dans la question c).
6. Pourquoi le réel R, est-il nommé taille totale de l’épidémie?
7. Proposer un algorithme d’approximation de R.

8. Adapter le résultat de la question c¢) au cas ou R(0) > 0. Est-il toujours
pertinent de parler de Ry, comme de la taille totale de ’épidémie dans ce cas?

9. Quel serait I'effet sur la taille totale de I’épidémie d’une politique de vaccination
portant sur une proportion A € [0, 1] des individus initialement susceptibles ?

10. En utilisant I’équation (4) et le tableau de variations de la fonction H,
déterminer le role des coefficients 8 et  sur la valeur de Ry, et interpréter ce
résultat.

11. Proposer une modélisation probabiliste d’'un phénomeéne épidémique inspirée
du modele SIR.
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THEORIE DES GRAPHES

Développement 115 (Formule d’Euler par déchargement %)

Soit G = (S, A) un graphe simple planaire. On fixe un plongement de G dans
le plan, et on note ¢(G) = |S| — |A| + |F| ou F est I'ensemble des faces de G.
Le but de cet exercice est de montrer que ¢(G) = 2 et de fournir quelques
applications de ce résultat.

a) Formule d’Euler.
(i) Montrer qu’il suffit de prouver le résultat dans le cas o G est une
triangulation, c’est-a-dire quand toutes les faces de G sont des triangles.
On suppose maintenant que G est triangulé.
(77) Montrer qu’il existe un plongement de G dans le plan ou aucune aréte

n’est horizontale. En particulier, pour tout sommet s (resp. aréte a), il
existe une unique face a droite de s (resp. a) .

(éi7) On associe un poids a chaque sommet, aréte et face de G en définissant
une fonction w : SUAU F — R telle que
1 sizxeSUF,
w(z) = :
-1 size A

On déplace ensuite le poids selon la regle suivante : chaque sommet
transfere un poids de 1 a la face a sa droite et chaque aréte regoit un
poids de 1 depuis la face a sa droite, comme illustré ci-apres.

Calculer le poids final de chaque face et en déduire que ¢(G) = 2.
b) Applications.
(¢) En déduire que pour tous a,b € R, on a :
Y (a-d(s) =2(a+b)+ > (b-£(f) —2(a+b)) = —4(a+b),
seS feF
ou d(s) est le degré du sommet s et £(f) la longueur de la face f.
(#@) Montrer qu’il n’y a que 5 polyedres réguliers convexes.

(éit) Soit G un fulleréne, i.e. un graphe planaire dont tous les sommets sont
de degré 3 et dont les faces ont pour longueur 5 ou 6. Montrer que G a
exactement 12 faces pentagonales.

Lecons concernées : 190, 925

40. Cette face peut étre définie formellement comme 'unique face contenant un segment
horizontal suffisament petit dont 'extrémité gauche est s ou le milieu de a.
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On s’intéresse ici a un grand classique de théorie des graphes : la formule d’Fuler
pour les graphes planaires. Ce résultat et ses conséquences permettent d’illustrer
la lecon 925, en montrant que les graphes planaires possédent des propriétés
structurelles fortes. La formule d’Euler, quant a elle, connait un trés grand nombre
de démonstrations et d’applications en combinatoire, ce qui justifie une inclusion
dans la legcon 190. On a choisi ici une méthode dite « par déchargement », trés
utilisée en théorie structurelle des graphes. Le fonctionnement de cette méthode
sera développé dans les questions en fin d’exercice.

Correction.

a) (4) Supposons que ¢(T') = 2 pour toute triangulation planaire T. Comme G
est simple, toutes ses faces ont taille au moins 3. On peut construire itérativement
une triangulation en ajoutant des arétes a G selon la procédure suivante. Tant
que G possede une face non triangulaire, on ajoute une aréte séparant cette face
en deux. La quantité ¢(G) reste inchangée car on ajoute une face et une aréte.
Lorsque cette procédure se termine, le graphe H obtenu est une triangulation. On
a alors ¢(G) = ¢(H) = 2. On peut donc supposer que G est triangulé.

(ii) Pour 0 € [0, 27[, on note rg la rotation de R? de centre (0,0) et d’angle 6.
Considérons les images du plongement de G par rg.
Pour chaque aréte a de GG, son image par ry est horizontale pour seulement deux
valeurs de 6. Il existe ainsi au plus 2|A| valeurs de 6 telles que I'image par rg du
plongement de G contienne une aréte horizontale. L’intervalle [0, 27| étant infini,
on peut choisir une valeur de 8 pour laquelle cette situation n’arrive pas.

(#i1) Soit f une face de G. Comme G est une triangulation, f est un triangle.
Comme il n’y a pas d’aréte horizontale dans le plongement de G choisi, il existe
exactement un sommet x du plongement de f d’ordonnée maximum et un sommet y
d’ordonnée minimum. Soit z le troisiéme sommet de f. On distingue deux cas
selon que f est la face extérieure fe,+ ou une face interne.

e Supposons que f est une face interne. Si (le plongement de) z est & gauche
(du plongement) de zy, alors f regoit 1 par z et donne 1 & xz et yz. Sinon,
f donne seulement 1 & zy. Dans les deux cas, f perd un poids de 1 et son
poids final est 0.

FIGURE 3.21 — Déchargement : cas d’une face interne.
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e Supposons que f = feys. Si 2 est a gauche de xy, f recoit 1 de x et y et donne
1 & zy. Sinon f regoit 1 de la part de z,y et z et donne 1 & xz et yz. Dans
les deux cas, f regoit un poids de 1 et son poids final est 2.

FIGURE 3.22 — Déchargement : cas de la face externe.

La somme des poids était initialement

DY (1) + Y 1=S| - Al +|F] = ¢(G).

€S acA fer

La somme des poids finaux est

S0+D 04> 2054, =2.

seS acA fer

Comme le déplacement des poids a préservé le poids total, on obtient finalement
le résultat recherché, a savoir ¢(G) = 2.

b) (i) Par linéarité de la somme, on remarque qu’il suffit de prouver que :

ad d(s)+b> Uf)=2(a+b)2-|S|—|F]).

seS fer

On utilise tout d’abord une permutation de sommes :

Dd(s) =) 1= 2=2|4] (1)

seS seSacA ac€A
seA

car chaque aréte de A apparait dans les sommes correspondant & exactement deux
sommets (& savoir ses extrémités). De maniére similaire, on obtient que

> U =2/l (2)

fer

Ainsi, on en déduit que

aZd(s) +5b Z Lf)=2(a+b)|A| =2(a+b)(|S|+ |F|—2)
s€S feF

par le résultat de la question précédente.
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() A partir d’un solide S, on peut construire un graphe connexe simple G qui
utilise les mémes sommets et arétes. En utilisant une projection stéréographique,
on peut obtenir un plongement de G' dans R?, qui est donc planaire. Par définition,
si S est un solide régulier, alors toutes ses faces sont des polygones réguliers de
méme taille, et tous ses sommets sont incidents au méme nombre d’arétes. Cela
se traduit par le fait que tous les sommets de G' ont méme degré g > 1 et que
toutes les faces de G ont méme degré p. De plus, on a p > 3 car les faces de S
sont au moins triangulaires. Si ¢ = 1, alors G ne contient qu'une aréte, et si ¢ = 2,
comme G est simple alors G est un cycle. Or G est construit a partir d’'un solide
donc il n’est ni réduit a une aréte ni un cycle. Il reste donc le cas ¢ > 3.

On utilise & nouveau les équations (1) et (2), qui fournit ¢|S| = 2|4| = p|F|. En
réinjectant ces égalités dans la formule d’Euler, on obtient
1 N 11 L 1
a p A2
Comme p, g et |A| sont des entiers positifs, cette équation n’a qu'un nombre fini
de solutions :
e Sip=g=3, alors |A] =6, donc |F| = |S| = 4. Ceci correspond & un unique
graphe, la clique sur 4 sommets. Le solide associé est le tétraedre.
e Sip=4et g=3, on obtient |A] = 12, d’ou |F| = 6 et |S| = 8, ce qui
correspond au cube.
e Sip=2>5et g =3, on obtient |4] = 30, d’ou
correspond au dodécaedre.
e Sip =3et g=4, on obtient |A] = 12, d’ou
correspond a 'octaedre.
e Sip=3etg=>5, on obtient |4] = 30, d’ou
correspond & l’icosaedre.

F| = 12 et |S| = 20, ce qui

F| = 8 et |S| = 6, ce qui

F| =20 et |S| = 12, ce qui

Dans chacun des cas, on a un unique candidat pour G, et il existe bien un solide
régulier d’ou G est issu. Il existe donc bien cing types de solides réguliers convexes
(voir Figure 3.23).

(#i¢) Soit G un fulleréne, et notons f5 (resp. fs) son nombre de faces pentagonales
(resp. hexagonales). En utilisant & nouveau les équations (1) et (2), on obtient

35| =2|A] = 5f5 + 6fs.
Par la formule d’Euler, on a enfin

12 = 6/S| — 6|A| + 6| F|
=2X (5f5+6f6)—3>< (5f5+6f6)+6>< (f5+f6)
= f5.

Ainsi, G a bien 12 faces pentagonales, quelle que soit la taille de G.
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-1 &
S A4S
B ®

FIGURE 3.23 — Les graphes des solides de Platon.
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Commentaires.

4 La définition d’un plongement donnée en page 712 utilise des segments de
droite pour les arétes. Une autre définition classique utilise des chemins non
nécessairement rectilignes, mais il s’avere que les deux définitions sont équivalentes :
c’est le théoreme de Fary. On utilise de maniére implicite ce fait en question a)(7)
quand on triangule la face extérieure.

4 On peut étendre la définition de plongement a d’autres surfaces compactes
méme non orientables. On peut montrer en utilisant des arguments similaires
mais plus évolués que la quantité |S| — |A| + | F| reste un invariant qui dépend du
genre de la surface considérée.

¢ La formule d’Euler peut étre démontrée de nombreuses maniéres, par exemple
par récurrence sur les sommets, arétes ou encore faces.

4 La méthode de déchargement présentée ici a de nombreuses applications. Elle
est notamment utilisée pour montrer que tout graphe d’une certaine famille (par
exemple planaire) contient certaines configurations. Ces résultats sont alors utilisés
pour prouver inductivement des théoremes de coloration ou de décomposition de
graphes (voir les questions ci-aprés pour un exemple). C’est par exemple la base

du célebre théoreme des quatre couleurs!.

4 Le résultat de I’équation (1) est un grand classique de théorie des graphes et
est connu comme le « lemme des poignées de main ».

4 La formule de la question b)(7) peut aussi s’obtenir par déchargement, en
donnant un poids initial de —2(a 4 b) aux sommets et aux faces, et de 2(a + b)
aux arétes. On redistribue alors le poids de chaque aréte en donnant a a chaque
sommet qu’elle contient, et b & chaque face incidente.

4 Les fullerénes trouvent des applications en chimie du carbone et en biologie :
c’est notamment la structure des nanotubes de carbones et de certains virus.
Lorsque les faces pentagonales sont deux a deux disjointes, le résultat de la
question b)(i#f) montre que le fulleréne en question a au moins 60 sommets. Il
existe un tel fulleréne (c’est le graphe aisément reconnaissable & la surface des
ballons de football).

¢ L[’étude des graphes planaires a donné lieu a de nombreux résultats et conjec-
tures. Leur structure permet par exemple d’obtenir de meilleurs algorithmes pour
résoudre ou approximer les problémes classiques de théorie des graphes. Un des
exemples les plus extrémes est fourni par la détermination de la plus grande clique,
qui est un probleme NP-complet en général, mais résoluble en temps polynomial
dans les graphes planaires.

4 L’équation de la question b)(i7) reliant p, g et | A| est & rapprocher de 1’équation
fondamentale du Développement 45, qui détermine aussi les (groupes d’isométries
des) polyedres réguliers. En particulier, les cing cas distingués ici correspondent
aux trois cas présentés dans ce développement (quitte & échanger p et g). Cet
échange peut se justifier grace a la notion de graphe dual : le dual d’un graphe
planaire G est le graphe dont les sommets sont les faces de G, et deux sommets

41. Tout graphe planaire admet une coloration propre a quatre couleurs.
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THEORIE DES GRAPHES

sont adjacents si les faces correspondantes partagent une aréte dans G. On se
rend facilement compte du fait que cette opération échange p et ¢, et on retrouve
le résultat établissant que le cube et 'octaédre (resp. I'icosaédre et le dodécaedre)
sont duaux.

Questions.

1. Montrer que la procédure de triangulation décrite en question a)(7) se termine.
2. Montrer que si S est un polyedre régulier, il existe une projection stéréogra-
phique produisant un plongement planaire du graphe associé.

3. Montrer que tout graphe connexe simple dont tous les sommets ont degré 2 est
un cycle.

4. Montrer que dans un graphe planaire, on a

> U =24l

fer

5. Justifier que ’équation
1 1 1 1

o Tp A2
n’admet qu’un nombre fini de solutions entieres.
6. Dans la question b) (i), ou est utilisée la convexité des solides réguliers consi-
dérés?
7. Montrer la formule de la question b)(%) avec un argument de déchargement.

8. Quelle est la complexité du probleme consistant a décider si un graphe est
planaire 7

9. Montrer que si G = (5, A) est planaire, |A| < 3|S| — 6.

10. Montrer qu’il existe un nombre fini de graphes planaires de degré maximum 3
et dont toutes les faces ont taille au plus 5.

11. Montrer que tout graphe planaire a un sommet de degré au plus 5. En déduire
que tout graphe planaire admet une coloration propre a 6 couleurs.

12. Améliorer le résultat précédent avec 5 couleurs. Donner un algorithme poly-
nomial pour trouver une telle coloration.

Indication : si un graphe planaire G contient un sommet s de degré 5, on pourra
montrer que le graphe obtenu a partir de G — s en identifiant deux sommets non
adjacents de Ng(s) bien choisis est planaire.

13. Soit G un graphe planaire de degré minimum 3. Montrer que G contient un
sommet de degré 3 sur une face de taille au plus 5 ou bien un sommet de degré
au plus 5 sur un triangle.
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01(02|03|04|05|06|07|08|20|21|22|23|25|26|41|42|44 |50 |N° dvp.
Heisenberg 1 1 1
Dixon 1)1 1 2
Gén. SLa(Z) 1 1 1)1 1 1 1| 3
CNS transpo. 1 1 4
Groupes trans. 2 2|2 2 5
Landau 2 2|2 2 6
Permut. commutant | 2 2|2 7
Groupes pq 1 1)1 8
Groupes 105 3 3|3 3 9
Caracteres diédraux| 1 1 1)1 10
Burnside 3 3|3 3 3 11
Cohn 1 1 1 12
Hensel 1)1 1 1 13
Chevalley-Warning 2 2 14
d’Alembert-Gauss 1 1 1 15
Krull 2 16
Cyclicité Fy 2 2 2 2 17
Autom. [, 1)1 1 18
Morphismes cyclo. 1 1011 1 1 1 19
Autom. C 3 3 3 20
Artin 3 3 3 21
Entier carré-cube 2 2 2 22
Val. abs. Q 2|2 23
Fermat cyclo. 3 3|33 3 313 24
Waring mod. 3 3133 3 25
Sherman-Morrison 26
Quaternions 1)1 1 1 27
Schwartz-Zippel 2 2 28
Faddeev 1 29
Consv. det 1 1| 30
Consv. rg 31
Chebotarev 3 3 3 32
Image exp. 33
Décomp. polaire 1 1| 34

01(02|03|04|05|06|07|08|20|21|22|23|25|26|41|42|44 |50 |N° dvp.

TABLE A.1 — Tableau de correspondance des legons — Algebre (1/4).
Les lecons sont numérotées 1xx mais ne font apparaitre que la valeur de xx.

Le numéro dans les cases correspond a la difficulté.
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CORRESPONDANCES ENTRE LECONS ET DEVELOPPEMENTS
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FIGURE A.2 — Graphe de correspondance des développements — Analyse.
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