
efforcés de donner une indication lorsque les arguments nécessaires à la résolution
de la question posée nous ont semblé moins immédiats.

Niveau de difficulté. Nous avons déjà souligné que la grande liberté laissée
lors des épreuves orales peut — et doit — mener à de nombreuses disparités de
niveau quant aux contenus présentés. C’est la raison pour laquelle nous avons
choisi de faire figurer un niveau de difficulté indicatif pour chaque développement,
entre � et ���. Un développement de niveau � est élémentaire en tout point,
dans son objet comme ses arguments, sans être particulièrement long et sans
faire intervenir d’astuce ; nous avons par ailleurs fait un effort particulier pour
détailler chaque étape du raisonnement dans ce cas. Un développement de niveau
��� est plus difficile, souvent à cause d’aspects techniques ou de passages sur
lesquels il est nécessaire de passer rapidement pour se concentrer sur le cœur
de la preuve, et parfois à cause de prérequis non triviaux ou moins classiques.
Ces choix demeurent bien sûr subjectifs, et certains pourraient trouver ardu un
développement marqué � portant sur des notions avec lesquelles ils sont peu
familiers, ou aisé un développement marqué ��� et mobilisant des idées et
techniques qu’ils maîtrisent déjà.

Par ailleurs, de nombreuses déclinaisons de chaque développement sont possibles :
on peut choisir de n’en exposer qu’une partie, de varier le niveau de détails ou,
dans certains cas, d’utiliser les commentaires fournis pour présenter une preuve
alternative. Ces modulations peuvent changer le niveau de difficulté, et nous
incitons le lecteur à consulter des développements sur des sujets ou leçons qui
l’intéressent indépendamment du niveau de difficulté indiqué. Ainsi, certains
développements indiqués comme étant de niveau ��� contiennent des parties
autonomes ou admettent des variations de preuves fournies en commentaires
qui pourraient constituer un développement � ou ��, et réciproquement. Les
choix de rédaction ont été faits pour respecter un équilibre entre les niveaux de
difficulté à l’échelle du livre, de sorte que celui-ci puisse proposer à chacun des
développements intéressants et adaptés à son niveau. Il fait toutefois partie du
travail de chaque agrégatif de juger par lui-même du niveau auquel il souhaite
placer sa présentation et de revisiter chaque développement à son gré.

Correspondances entre développements et leçons. L’objectif principal
de ce livre demeure de permettre à chaque agrégatif de composer son corpus
de développements en fonction de ses préférences et de ses besoins. Chaque
leçon du programme doit être illustrée par au moins deux développements que
le jury pourra demander d’exposer en détails après la présentation de la leçon.
De manière à aider le candidat à faire son choix, comprendre ses possibilités et
déterminer les développements les mieux adaptés pour illustrer ses leçons, nous
avons présenté des tableaux de correspondance entre développements et leçons à
la fin de l’ouvrage. Ainsi, il n’est pas nécessaire de consulter un développement
pour retrouver les leçons correspondantes, ni de parcourir tout l’ouvrage pour
trouver un développement adapté à une leçon donnée. Enfin, une présentation de
cette correspondance a également été fournie sous forme de graphes, permettant
une cartographie différente et utile pour choisir ses développements.
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Liste des notations

Ensembles, fonctions et nombres

δa symbole de Kronecker : 1 si a est le neutre et 0 sinon

δa=b symbole de Kronecker : 1 si a = b et 0 sinon

Γ fonction Gamma d’Euler

�m, n� ensemble des entiers de m à n

Im(z) partie imaginaire du nombre complexe z

K∗ ensemble K privé de l’élément nul

�·� partie entière supérieure

�·� partie entière inférieure

Pf (E) ensemble des parties finies de l’ensemble E

C, Ck, C∞ ensemble des fonctions continues, de classe Ck, de classe C∞

F(X, Y ) ensemble des fonctions de X dans Y

1X fonction caractéristique (ou : indicatrice) de l’ensemble X

argmax f valeur ou ensemble de valeurs maximisant la fonction f

pgcd(p, q) plus grand commun diviseur de p et q

ppcm(p, q) plus petit commun multiple de p et q

Re(z) partie réelle du nombre complexe z

|X| cardinal de l’ensemble X

ζ fonction zêta de Riemann

A \ B ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas à B

f ≡ a fonction identiquement égale à une constante

pk||n puissance de p maximale divisant n, i.e. pk | n et pk+1 � n

Sk somme de Newton

x+ partie positive max(0, x)

x− partie négative max(0, −x)
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12. Théorème de Cohn

� Un autre résultat classique dans cette direction est le théorème de Gauss-Lucas :
les racines complexes d’un polynôme dérivé P ′ d’un polynôme P à coefficients
complexes sont situées dans l’enveloppe convexe des racines de P . Le théorème de
Rouché en analyse complexe est également un outil souvent exploité pour obtenir
des informations sur la localisation des racines de polynômes.

Questions.
1. Détailler les études de fonctions mentionnées aux questions b)(i) et c)(i).
2. Pourquoi le raisonnement utilisé pour b � 3 ne s’applique-t-il plus pour b = 2 ?
3. Montrer que la réciproque à la conjecture de Buniakowski est vraie. Autrement
dit, montrer que si un polynôme P ∈ Z[X] prend une infinité de fois une valeur
première, alors P est irréductible.
4. Rappeler la preuve du lemme de Gauss : un polynôme unitaire de Z[X] est
irréductible dans Q[X] si, et seulement si, il est irréductible dans Z[X]. Cette
propriété est plus généralement vraie pour les polynômes primitifs, i.e. dont le
plus grand commun diviseur de ses coefficients vaut 1. Donner un contre-exemple
dans le cas où le polynôme n’est pas primitif.
5. Montrer que (X − 1)(X − 2) · · · (X − n) − 1 est irréductible dans Z[X].
6. Soit P ∈ C[X]. Montrer que les racines de P ′ sont contenues dans l’enveloppe
convexe des racines de P (théorème de Gauss-Lucas).
Indication : on pourra considérer la dérivée logarithmique P ′/P , et l’évaluer en
une racine de P ′ qui n’est pas racine de P .
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Développement 13 (Lemme de Hensel �)

a) Considérons un polynôme P ∈ Z[X].
(i) Soit a ∈ Z. Montrer qu’il existe Q ∈ Z[X] tel que

P (X + a) = P (a) + P ′(a)X + Q(X)X2.

(ii) Soient a, b ∈ Z et un nombre premier p. Montrer que

∀k � 1, P (a + bpk) ≡ P (a) + P ′(a)bpk mod pk+1.

b) En déduire le lemme de Hensel :

Soit P ∈ Z[X]. S’il existe x ∈ Z tel que

P (x) ≡ 0 mod p et P ′(x) �≡ 0 mod p, (1)

alors pour tout k � 1, il existe xk ∈ Z tel que

P (xk) ≡ 0 mod pk et xk ≡ x mod p.

Leçons concernées : 120, 121, 126, 144

Le lemme de Hensel est un des résultats centraux de l’analyse p-adique. Ce
développement en propose une preuve dans le langage classique de l’arithmétique
modulaire. Il s’agit, connaissant la solution d’une équation polynomiale modulo p,
d’en tirer récursivement des solutions de l’équation modulo pk pour tout k � 1.
Cela en fait une illustration de la leçon sur les équations en arithmétique (126)
ainsi que sur celle des racines de polynômes (144). Les méthodes sont celles
de l’arithmétique modulaire et reposent fortement sur le fait que p soit premier,
rendant le développement adéquat pour les leçons 120 et 121.

Correction.

a) On souhaite prouver que X2 divise le polynôme P (X+a)−P (a)−P ′(a)X (cette
quantité peut être interprétée comme l’erreur dans la première approximation
affine de P ). Par linéarité en P de cette expression, il suffit de le prouver le
résultat pour les monômes Xn pour n � 1. On a alors par la formule du binôme
de Newton, pour tout n � 1 et P = Xn,

P (X + a) − P (a) − P ′(a)X = (X + a)n − an − nan−1X

=
n∑

k=0

(
n

k

)
Xkan−k − an − nan−1X =

n∑
k=2

(
n

k

)
Xkan−k,
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13. Lemme de Hensel

et cette quantité est divisible par X2 puisque que chacun de ses termes l’est. On
obtient ainsi le résultat voulu.
b) Par la question précédente, il existe un polynôme Q ∈ Z[X] tel que

P (X + a) − P (a) − P ′(a)X = X2Q(X).

En substituant X par bpk, pour un k � 1, il vient

P (a + bpk) = P (a) + P ′(a)bpk + Q(bpk)b2p2k

≡ P (a) + P ′(a)bpk mod pk+1.

c) On raisonne par récurrence sur k � 1. Le cas k = 1 est l’hypothèse (1).
Supposons la propriété vraie pour k � 1 et prouvons-la au rang k + 1. Il existe
donc, par l’hypothèse de récurrence, xk ∈ Z tel que

P (xk) ≡ 0 mod pk et xk ≡ x mod p.

On peut alors écrire P (xk) = apk pour un certain entier a ∈ Z. Si p | a, alors on a
déjà la congruence P (xk) ≡ 0 mod pk+1 et cela suffit pour avoir la propriété de
récurrence au rang k + 1 en posant xk+1 = xk.
Supposons désormais p � a. On parcourt la classe de xk modulo pk de sorte à
trouver des candidats pour xk+1. Autrement dit on considère un élément de la
forme xk+1 = xk + tpk pour un t entier. Il reste à déterminer un tel t de sorte que
P (xk+1) ≡ 0 mod pk+1.
Par les questions précédentes,

P (xk + tpk) ≡ P (xk) + P ′(xk)tpk ≡ (a + tP ′(xk))pk mod pk+1.

On peut alors choisir t qui annule le membre de droite puisque p � P ′(xk).
Plus explicitement, P ′(xk) est inversible dans Z/pZ, on peut donc choisir t =
−aP ′(xk)−1 où P ′(xk)−1 désigne l’inverse dans Z/pZ, et t convient alors. Ceci
achève la récurrence et la preuve du lemme de Hensel.

Commentaires.

� L’un des grands thèmes de l’arithmétique et de la théorie des nombres est
l’étude des équations diophantiennes. Un outil puissant pour leur étude est la
possibilité de les étudier modulo les puissances de nombres premiers pk et, en
s’autorisant des puissances tendant vers l’infini, dans les nombres p-adiques Qp,
voir Développement 23. L’espoir est de pouvoir en tirer des informations sur les
solutions globales, dans Z ou Q. Un résultat dans cette direction est le principe
de Hasse, qui est un principe local-global pour les équations diophantiennes
polynomiales de degré deux :

Soit P ∈ Z[X1, . . . , Xn] de degré 2. Alors P admet une racine sur Q
si, et seulement si, il admet des racines dans tous les Qp et dans R.
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� Toutefois, ce principe cesse d’être vérifié pour les degrés supérieurs. Déjà pour
le degré trois (le problème est alors celui de trouver les points rationnels d’une
courbe elliptique), certaines équations admettent des solutions locales, modulo
tout pk, et des solutions réelles, mais aucune solution rationnelle. C’est le cas par
exemple pour l’équation de Selmer,

3x3 + 4y3 + 5z3 = 0.

Le lemme de Hensel permet justement de construire des solutions non-triviales
de l’équation de Selmer modulo tout pk, autrement dit dans les corps p-adiques.
Toutefois, cette équation n’admet pas de solution rationnelle non-triviale.
� Le lemme de Hensel connait de nombreuses variations. Il peut par exemple être
affiné pour prendre en compte le cas où la dérivée première, voire les suivantes,
s’annulent modulo p. De plus, le polynôme peut être pris à coefficients dans Zp.
� Le lemme de Hensel doit être pensé et interprété comme une méthode de
Newton p-adique : la preuve en est une mimique modulo p. En particulier, l’idée
du lemme de Hensel est de construire des solutions approchées (dans un véritable
sens topologique, lorsqu’on se place dans le corps des rationnels p-adiques Qp)
itérativement. En effet, une solution modulo pk+1 est plus précise qu’une solution
modulo pk, par l’injection Z/pkZ → Z/pk+1Z. La limite (pour la topologie p-
adique) d’une telle suite de solutions (xk)k est un élément x∞ ∈ Zp, dont les xk

doivent justement être pensés comme l’approximation numérique, tronquant xk

à k chiffres dans la décomposition p-adique. Voir [Kob84] pour une ouverture vers
l’analyse p-adique.
� Le résultat de la question a)(i) est une première approximation affine polyno-
miale, et celui de la question a)(ii) une première approximation affine modulaire.
Il faut garder en tête que pk est petit lorsque k grandit (au sens de la norme p-
adique), de sorte que l’analogie avec la méthode de Newton et les développements
limités conserve tout leur sens.
� Le lemme de Hensel admet une pléthore d’applications qui foisonnent dans la
littérature de théorie algébrique des nombres. Certaines sont illustrées dans les
exercices. Nous précisons ici une application dans l’anneau des entiers p-adiques Zp,
qui peut très bien être intégrée — comme d’autres exemples — au développement
si le temps le permet. On a la conséquence suivante :

Les u ∈ Zp tels que u ≡ 1 mod pZp sont des puissances n-ièmes
dans Zp, pour tout n � 1 non divisible par p.

En effet, appliquons le lemme de Hensel au polynôme Xn − u, en commençant
avec X = 1. On a bien P (1) = 1 − u ≡ 0 mod pZp et P ′(1) = n �≡ 0 mod pZp.
Il existe donc une solution α ∈ Z telle que αn = u dans Zp avec α ≡ 1 mod pZp.
� La structure topologique des corps p-adiques Qp est très différente de celle
des corps archimédiens tels que R. Par exemple, la boule unité est un anneau
ou les séries sont convergentes dès que leur terme général tend vers zéro. Voir le
Développement 23 pour plus de détails sur les nombres p-adiques.
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déjà la congruence P (xk) ≡ 0 mod pk+1 et cela suffit pour avoir la propriété de
récurrence au rang k + 1 en posant xk+1 = xk.
Supposons désormais p � a. On parcourt la classe de xk modulo pk de sorte à
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13. Lemme de Hensel

� Nous donnons ici une version plus fine du lemme de Hensel, utilisant la valeur
absolue p-adique et les nombres p-adiques :

Soit P ∈ Z[X]. S’il existe x ∈ Zp tel que

P (x) ≡ 0 mod p et |P (x)|p < |P ′(x)|2p, (2)

alors il existe y ∈ Zp tel que

P (y) = 0 et |x − y|p < |P ′(x)|p.

Ainsi, il est possible de se passer de la condition P ′(x) �≡ 0 mod p (qui signifie
que p ne divise pas P ′(x), autrement dit que |P ′(x)|p � 1) : il suffit de s’assurer
que la dérivée P ′(x) n’est pas trop proche de zéro.

Questions.

1. Soit p un nombre premier impair. Montrer que si u ∈ Z∗
p est un carré modulo p,

alors c’est un carré dans Zp. Généraliser ce résultat à toute racine simple d’un
polynôme unitaire.
2. Trouver les solutions de l’équation

5x3 + x2 − 1 ≡ 0 mod 125.

3. Trouver une solution à l’équation

x3 − 2x ≡ 1 mod 125.

4. Montrer que a ∈ Zp est inversible dans Zp si et seulement si son coefficient a0
de degré zéro est inversible sur Z/pZ.
Indication : appliquer le lemme de Hensel au polynôme aX − 1.
5. Montrer que Zp contient toutes les racines de Xp−1 − 1.
6. Si m est premier à p(p − 1), montrer que tout élément de Q∗

p admet une racine
m-ième dans Qp.
7. Montrer que Qp ne contient pas de racine primitive p-ième de l’unité si p > 2.
8. Montrer que Qp n’a pas d’endomorphisme non trivial.
Indication : on peut utiliser les propriétés prouvées aux questions précédentes,
notamment constater que les unités de Qp ont des racines m-ièmes pour une
infinité de valeurs de m.
9. Retrouver la version du lemme de Hensel prouvée dans le développement à
partir de la version p-adique donnée dans le dernier commentaire.
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Développement 14 (Méthodes polynomiales en combinatoire ��)

Soient n ∈ N∗, K un corps et P un polynôme de K[X1, . . . , Xn]. On considère
une famille S1, . . . , Sn de sous-ensembles de K telle que la fonction polynomiale
associée à P est identiquement nulle sur S1 × · · · × Sn.
a) Dans le cas où n = 1, montrer que si |S1| > deg(P ) alors P = 0.
b) On suppose que |Si| > degXi

(P ) pour tout i ∈ �1, n�. Montrer que P = 0.
c) Pour tout i ∈ �1, n�, on pose gi =

∏
s∈Si

(Xi − s) ∈ K[Xi]. Montrer qu’il
existe h1, . . . , hn ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que

P =
n∑

i=1
higi

et, pour tout i ∈ �1, n�, deg(gihi) � deg(P ).
d) Soit M un monôme tel que deg(M) = deg(P ) et tel que |Si| > degXi

(M)
pour tout i ∈ �1, n�. Montrer que le coefficient de M dans P est nul.
e) Déduire des questions précédentes une preuve du théorème de Chevalley-
Warning dont l’énoncé est le suivant :

Soient p un nombre premier et d, n, r ∈ N∗. On pose q = pd. Soient
P1, . . . , Pr des polynômes de Fq[X1, . . . , Xn] dont la somme des
degrés est au plus n − 1.
Alors le nombre de racines communes de P1, . . . , Pr sur Fq est
divisible par p.

Leçons concernées : 123, 144, 190, 925

Cet exercice trouve naturellement sa place dans les leçons 123 et 144, grâce aux
propriétés des corps finis utilisées dans la preuve du théorème de Chevalley-
Warning et à la manipulation de racines de polynômes. De plus, en remplaçant la
question e) par une sélection des questions 2 à 5 ci-après, on peut aussi illustrer
l’utilisation de la méthode polynomiale en combinatoire (190) et en théorie des
graphes (925).

Correction.

a) L’énoncé revient à montrer qu’un polynôme P à coefficients dans un corps, de
degré au plus d et admettant d + 1 racines est nul.
Si d < 0, alors P = 0 par définition du degré. Soit d ∈ N. Supposons que la
propriété ci-avant est vraie pour tout polynôme de degré strictement inférieur à d
et montrons qu’elle est vraie pour tout polynôme de degré d. Soit P ∈ K[X1] de
degré d ayant d + 1 racines. Soit α ∈ K une racine de P . Comme K est un corps,
l’anneau K[X1] est euclidien et on peut effectuer la division de P par X1 − α :

P = (X1 − α)Q + R
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61. Modèle épidémiologique SIS

d’équilibre R0−1
R0

N associé à une quantité d’individus infectieux non nulle,
appelé équilibre endémique du système. Ce point d’équilibre est alors asymp-
totiquement stable.

� Le modèle SIS modélise de façon adéquate des populations non structurées avec
des contacts homogènes dans lesquelles se propage un pathogène contre lequel les
individus remis ne développent pas d’immunité de long terme, comme le rhume
ou la grippe.
� Le modèle SIS présenté ici a été décliné en de multiples versions depuis sa
formulation initiale par Kermack et McKendrick dans les années 1920. Les modèles
déterministes ainsi obtenus correspondent notamment à l’introduction de nouveaux
compartiments représentant des statuts sanitaires non binaires (par exemple le
compartiment R des individus remis et immunisés ou le compartiment E des
individus en période d’incubation) ou à la structuration de la population en
sous-groupes induisant des structures de contact complexes.
� Dans le cas où la guérison des individus infectés est impossible, c’est-à-dire le
cas γ = 0, le modèle SIS est appelé modèle SI.
� Le modèle SIS admet un analogue stochastique construit sur des processus
de Poisson d’intensités β et γ, dans lequel les individus, en nombre fini et fixé,
changent de compartiment à un taux aléatoire dépendant de leur statut sanitaire
actuel et de leur exposition à la maladie. Dans ce modèle, l’extinction de la maladie
à long terme survient avec probabilité 1 pour peu que γ > 0, mais on observe un
phénomène de seuil : si R0 � 1, l’extinction a lieu en un temps relativement court
et qui ne tend pas vers l’infini avec N (on parle d’épisode épidémique mineur),
tandis que si R0 > 1, avec une probabilité strictement positive la maladie s’étend
à une proportion non nulle de la population et s’éteint en un temps en moyenne
proportionnel à N ln(N) (on parle alors d’épisode épidémique majeur).
� On consultera utilement le Développement 62 pour acquérir un recul supplé-
mentaire sur les modèles compartimentaux.

Questions.

1. Illustrer graphiquement le raisonnement permettant d’établir le fait que la
solution maximale de (1) est à valeurs dans [0, N ] dans la question a).
2. Détailler l’argument permettant de montrer que S ne peut prendre la valeur N
si elle n’est pas constante.
3. Donner une démonstration du fait que S est positive qui n’utilise pas la notion
de sous-solution.
4. Représenter le cas γ = β non traité dans la Figure 2.12.
5. Détailler les décompositions en éléments simples réalisées dans la question c).
6. Définir un modèle SIS probabiliste à temps discret sous la forme d’une chaîne
de Markov, puis étudier un tel modèle.
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Développement 62 (Modèle épidémiologique SIR ��)

On souhaite étudier la propagation d’une épidémie au sein d’une population
de N > 0 individus, composée au temps t d’un nombre S(t) d’individus sains
(aussi dits susceptibles), d’un nombre d’individus I(t) d’individus infectés et
d’un nombre R(t) d’individus anciennement infectés, rétablis et immunisés
contre la maladie. On modélise cette situation par deux fonctions dérivables
notées S : R+ → [0, N ] et I : R+ → [0, N ] qui vérifient le système d’équations
différentielles suivant :




Ṡ = −β
IS

N

İ = β
IS

N
− γI,

(1)

où Ṡ (resp. İ) représente la dérivée de S (resp. I) par rapport au temps et où
β, γ ∈ R∗

+ sont des paramètres. On pose par ailleurs R := N − S − I.

a) Commenter le formalisme adopté.
b) Montrer que S, I et R sont bien définies sur R+ et à valeurs positives pour
tout choix de conditions initiales S(0), I(0) ∈ [0, N ] vérifiant S(0) + I(0) � N .
c) On introduit à présent la fonction

H : R+ −→ R
x �−→ S(t) exp

(
β
γ

R(t)
N

)
.

(i) Montrer que H est constante.
(ii) En déduire que lorsque R(0) = 0 et S(0) > 0, la taille totale de l’épidémie

définie par R∞ := limt→+∞ R(t) est caractérisée par l’équation

(N − R∞) exp
(

β

γ

R∞
N

)
= S(0).

Leçons concernées : 220,229

Ce développement, complémentaire du Développement 61 qui étudie le modèle SIS,
propose d’étudier de façon purement qualitative un modèle épidémiologique dé-
terministe régi par un système d’équations différentielles ordinaires. En cela, il
illustre adéquatement les leçons 220 et 229.

Correction.
On utilise dans le développement la notion de sur-solution d’une équation diffé-
rentielle, dont la définition est donnée à la page 312.

a) On considère que chaque individu infecté de la population entreprend un
contact infectieux avec un autre individu choisi au hasard dans la population
à un taux temporel β, ce qui occasionne entre les temps t et t + dt un nombre
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62. Modèle épidémiologique SIR

d’interactions infectieuses entre des individus infectés et des individus sains
proportionnel à βI(t)S(t)

N dt. Dans cette équation, le facteur β traduit à la fois la
fréquence des contacts et la proportion (déterministe ou statistique) des contacts
entre individus sains et individus infectés qui donne lieu à une infection. Par
ailleurs, la guérison des individus infectés intervient à taux γ : une fraction γdt de
l’ensemble des I(t) individus infectés au temps t est guérie en une unité de temps
infinitésimale dt, ce que traduit la présence du terme −γI(t) dans l’expression
de İ(t). On peut réécrire le système différentiel de façon plus symétrique sous la
forme




Ṡ = −β IS
N

İ = β IS
N − γI

Ṙ = γI.

(2)

La différence entre le modèle SIS présenté dans le Développement 61 et le mo-
dèle SIR étudié ici réside dans le fait que les individus infectés profitant d’une
guérison ne retournent pas au statut sain (compartiment S) mais deviennent
rétablis (compartiment R), comme on l’a représenté sur la Figure 2.15.

IS Rβ γ

Figure 2.15 – Représentation schématique du modèle compartimental SIR. Les
nombres apparaissant sur les flèches sont les taux instantanés de passage d’un

compartiment à l’autre par individu.

Cette hypothèse est pertinente dans le cas de pathogènes qui provoquent la
production d’anticorps assurant une immunité pendant une certaine période chez
les sujets remis, comme la rougeole ou la rubéole. Le choix du formalisme (1),
dans lequel aucun individu ne quitte le compartiment R, correspond à l’hypothèse
d’une immunité complète et non limitée dans le temps.

b) Soient s0, i0 ∈ [0, N ] tels que s0 + i0 � N . On cherche à montrer que le système
d’équations différentielles (1) admet une unique solution (S, I) définie sur R+ tout
entier vérifiant S(0) = s0 et I(0) = i0, et que S + I est à valeurs dans l’intervalle
[0, N ], ce qui montrera que R := N − S − I l’est aussi.

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, comme l’application

F : R2 −→ R2

(s, i) �−→
(

−β
is

N
, β

is

N
− γi

)
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est de classe C1, le système d’équations différentielles



f ′ = −β
fg

N

g′ = β
fg

N
− γg

(3)

admet une unique solution maximale (f, g) telle que f(0) = s0 et g(0) = i0. On
note J ⊂ R son intervalle de vie.
Traitons tout d’abord deux cas particuliers :

• Si s0 = 0, f est constante et égale à 0 et g(t) = e−γti0 pour tout t ∈ J . On a
dans ce cas J = R, donc (S, I) est bien définie comme restriction de (f, g)
à R+, est à valeurs dans [0, N ]2 et vérifie S(t) + I(t) = e−γti0 � i0 � N pour
tout t � 0.

• Si i0 = 0, alors (f, g) est la solution constante égale à (s0, 0). On a dans ce
cas J = R, donc (S, I) est bien définie comme restriction de (f, g) à R+, est
bien à valeurs dans [0, N ]2 et vérifie bien S + I = s0 � N .

On suppose donc désormais que s0 > 0 et i0 > 0. Montrons dans un premier
temps que (f, g) est à valeurs dans ]0, N [ 2 sur J ∩ R∗

+. Pour ce faire, raisonnons
par l’absurde et supposons que cela ne soit pas le cas. On pose alors

τ := inf
{

t ∈ J ∩ R∗
+ : (f(t), g(t)) /∈ ]0, N [ 2

}
.

Remarquons d’emblée que comme f(0), g(0) ∈ ]0, N [, par continuité de (f, g) on a
τ > 0, et f et g sont à valeurs dans ]0, N [ 2 sur ]0, τ [.
On sait que (f + g)′ = −γg, donc f + g est strictement décroissante sur [0, τ ], si
bien que (f + g)(τ) < N et donc f(τ) < N et g(τ) < N puisque f � 0 et g � 0.
Par ailleurs, on a f ′ = −βf g

N donc f est une sur-solution de l’équation différentielle
y′ = −βy sur ]0, τ [ ; on en déduit que f(t) � s0e−βt > 0 pour tout t ∈ [0, τ ], donc
en particulier que f(τ) > 0.
Enfin, comme g′ = β fg

N − γg, la fonction g est une sur-solution de l’équation
différentielle g′ = −γg sur ]0, τ [, donc g(t) � i0e−γt pour tout t ∈ [0, τ ], et en
particulier g(τ) > 0.
Ainsi, (f, g)(τ)∈ ]0, N [ 2, ce qui contredit le fait que (f, g) soit continue et ]0, N [ 2

ouvert. La solution (f, g) est donc bien à valeurs dans le pavé ]0, N [ 2 sur J ∩ R∗
+.

Comme (f, g) est à valeurs dans ]0, N [ 2 sur J ∩ R∗
+, le théorème d’explosion

implique bien que l’intervalle de vie J contient R+ tout entier, ce qui permet de
définir de manière unique les restrictions S et I de f et g à R+. On a par ailleurs
montré que f et g (et donc S et I) sont à valeurs positives sur R+. Enfin, pour
prouver que S + I � N , il suffit d’appliquer à nouveau l’argument selon lequel
l’égalité (f + g)′ = −γg < 0 implique que f + g est décroissante sur R+ et donc
que S + I est à valeurs inférieures à S(0) + I(0) = s0 + i0 � N .
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62. Modèle épidémiologique SIR

d’interactions infectieuses entre des individus infectés et des individus sains
proportionnel à βI(t)S(t)

N dt. Dans cette équation, le facteur β traduit à la fois la
fréquence des contacts et la proportion (déterministe ou statistique) des contacts
entre individus sains et individus infectés qui donne lieu à une infection. Par
ailleurs, la guérison des individus infectés intervient à taux γ : une fraction γdt de
l’ensemble des I(t) individus infectés au temps t est guérie en une unité de temps
infinitésimale dt, ce que traduit la présence du terme −γI(t) dans l’expression
de İ(t). On peut réécrire le système différentiel de façon plus symétrique sous la
forme




Ṡ = −β IS
N

İ = β IS
N − γI

Ṙ = γI.

(2)

La différence entre le modèle SIS présenté dans le Développement 61 et le mo-
dèle SIR étudié ici réside dans le fait que les individus infectés profitant d’une
guérison ne retournent pas au statut sain (compartiment S) mais deviennent
rétablis (compartiment R), comme on l’a représenté sur la Figure 2.15.

IS Rβ γ

Figure 2.15 – Représentation schématique du modèle compartimental SIR. Les
nombres apparaissant sur les flèches sont les taux instantanés de passage d’un

compartiment à l’autre par individu.

Cette hypothèse est pertinente dans le cas de pathogènes qui provoquent la
production d’anticorps assurant une immunité pendant une certaine période chez
les sujets remis, comme la rougeole ou la rubéole. Le choix du formalisme (1),
dans lequel aucun individu ne quitte le compartiment R, correspond à l’hypothèse
d’une immunité complète et non limitée dans le temps.

b) Soient s0, i0 ∈ [0, N ] tels que s0 + i0 � N . On cherche à montrer que le système
d’équations différentielles (1) admet une unique solution (S, I) définie sur R+ tout
entier vérifiant S(0) = s0 et I(0) = i0, et que S + I est à valeurs dans l’intervalle
[0, N ], ce qui montrera que R := N − S − I l’est aussi.

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, comme l’application

F : R2 −→ R2

(s, i) �−→
(

−β
is

N
, β

is

N
− γi

)
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est de classe C1, le système d’équations différentielles



f ′ = −β
fg

N

g′ = β
fg

N
− γg

(3)

admet une unique solution maximale (f, g) telle que f(0) = s0 et g(0) = i0. On
note J ⊂ R son intervalle de vie.
Traitons tout d’abord deux cas particuliers :

• Si s0 = 0, f est constante et égale à 0 et g(t) = e−γti0 pour tout t ∈ J . On a
dans ce cas J = R, donc (S, I) est bien définie comme restriction de (f, g)
à R+, est à valeurs dans [0, N ]2 et vérifie S(t) + I(t) = e−γti0 � i0 � N pour
tout t � 0.

• Si i0 = 0, alors (f, g) est la solution constante égale à (s0, 0). On a dans ce
cas J = R, donc (S, I) est bien définie comme restriction de (f, g) à R+, est
bien à valeurs dans [0, N ]2 et vérifie bien S + I = s0 � N .

On suppose donc désormais que s0 > 0 et i0 > 0. Montrons dans un premier
temps que (f, g) est à valeurs dans ]0, N [ 2 sur J ∩ R∗

+. Pour ce faire, raisonnons
par l’absurde et supposons que cela ne soit pas le cas. On pose alors

τ := inf
{

t ∈ J ∩ R∗
+ : (f(t), g(t)) /∈ ]0, N [ 2

}
.

Remarquons d’emblée que comme f(0), g(0) ∈ ]0, N [, par continuité de (f, g) on a
τ > 0, et f et g sont à valeurs dans ]0, N [ 2 sur ]0, τ [.
On sait que (f + g)′ = −γg, donc f + g est strictement décroissante sur [0, τ ], si
bien que (f + g)(τ) < N et donc f(τ) < N et g(τ) < N puisque f � 0 et g � 0.
Par ailleurs, on a f ′ = −βf g

N donc f est une sur-solution de l’équation différentielle
y′ = −βy sur ]0, τ [ ; on en déduit que f(t) � s0e−βt > 0 pour tout t ∈ [0, τ ], donc
en particulier que f(τ) > 0.
Enfin, comme g′ = β fg

N − γg, la fonction g est une sur-solution de l’équation
différentielle g′ = −γg sur ]0, τ [, donc g(t) � i0e−γt pour tout t ∈ [0, τ ], et en
particulier g(τ) > 0.
Ainsi, (f, g)(τ)∈ ]0, N [ 2, ce qui contredit le fait que (f, g) soit continue et ]0, N [ 2

ouvert. La solution (f, g) est donc bien à valeurs dans le pavé ]0, N [ 2 sur J ∩ R∗
+.

Comme (f, g) est à valeurs dans ]0, N [ 2 sur J ∩ R∗
+, le théorème d’explosion

implique bien que l’intervalle de vie J contient R+ tout entier, ce qui permet de
définir de manière unique les restrictions S et I de f et g à R+. On a par ailleurs
montré que f et g (et donc S et I) sont à valeurs positives sur R+. Enfin, pour
prouver que S + I � N , il suffit d’appliquer à nouveau l’argument selon lequel
l’égalité (f + g)′ = −γg < 0 implique que f + g est décroissante sur R+ et donc
que S + I est à valeurs inférieures à S(0) + I(0) = s0 + i0 � N .
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62. Modèle épidémiologique SIR

c) (i) On remarque que la première équation du système (1) peut se réécrire
sous la forme

∀t ∈ R+, Ṡ(t) + β

N
S(t)I(t) = 0.

En calculant la dérivée de H par rapport au temps, on obtient alors

∀t ∈ R+, Ḣ(t) =
(

Ṡ(t) + β

γ

Ṙ(t)
N

S(t)
)

exp
(

β

γ

R(t)
N

)

=
(

Ṡ(t) + β

N
I(t)S(t)

)
exp

(
β

γ

R(t)
N

)
= 0

grâce à la troisième équation de (2), ce qui montre que H est constante sur R+.
(ii) Notons tout d’abord que d’après le système (2), la fonction S est décroissante

et R est croissante, ce qui assure que leurs limites en +∞ existent. Comme on a
S + I + R = N , il en va donc de même pour I. On note S∞, I∞ et R∞ les limites
respectives de S, I et R en +∞, et on remarque que l’équation Ṙ = γI implique
que I∞ = 0, si bien que S∞ + R∞ = N .
On suppose désormais que R(0) = 0. On a alors H ≡ H(0) = S(0) d’après la
question précédente, soit

∀t ∈ R+, S(t) exp
(

β

γ

R(t)
N

)
= S(0)

d’où, par passage à la limite,

S∞ exp
(

β

γ

R∞
N

)
= S(0),

soit encore
(N − R∞) exp

(
β

γ

R∞
N

)
= S(0) (4)

qui est bien la relation recherchée. Il est aisé de voir par une étude de fonction que
cette équation admet une unique solution sur [0, N ], et donc qu’elle caractérise
bien R∞.

Commentaires.

� On pourra à l’envi raccourcir la présentation heuristique effectuée dans la
question a) pour libérer le temps nécessaire à l’exposé de la question b), riche en
arguments analytiques simples mais précis.
� Il est utile d’étudier le Développement 61 ainsi que les commentaires et les
questions qui le suivent pour acquérir davantage de recul sur les modèles épidé-
miologiques compartimentaux et se préparer à satisfaire la curiosité du jury.
� Contrairement au cas du processus SIS décrit dans le Développement 61, le
comportement asymptotique du processus SIR ne présente pas de phénomène de
seuil, et l’équation (4) montre que R∞ est une fonction strictement croissante et
continue du rapport R0 := β

γ , appelé nombre de reproduction de base.
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� La Figure 2.16 illustre le champ de vecteurs associé au système (1) et peut
servir de support visuel au traitement de la question b). Notons que le champ de
vecteurs n’est pas rentrant sur les bords du triangle {(s, i) ∈ [0, N ]2 : s + i � N},
c’est-à-dire que les frontières du triangle ne sont pas répulsives pour le système
dynamique associé, ce qui contraint à trouver des barrières exponentielles pour f
et g dans la question b).

s

i

N

N

0

Figure 2.16 – Représentation du champ de vecteurs associé au système (1) pour
le choix de paramètres N = 20 et β = γ = 5.

� La Figure 2.17 représente les fonctions S, I et R dans le cas où l’infection est
introduite dans la population par un nombre réduit d’individus et où R0 := β

γ > 1.
Dans ce cas, la croissance du nombre d’individus infectés est d’abord exponentielle,
puis est limitée par la décroissance du nombre d’individus susceptibles, ce qui
donne au graphe de I une allure de courbe logistique (voir Développements 60
et 61). Contrairement à ce que l’on observe dans le cas du modèle SIS (voir
Développement 61), l’infection finit par s’éteindre puisque les individus infectés
ne redeviennent pas susceptibles mais sont immunisés.

Questions.
1. Supposons que (i0, s0) ∈ ]0, N [2 avec i0 + s0 � N . La solution maximale (f, g)
étudiée dans la question b) est-elle à valeurs dans ]0, N [ sur J tout entier ?
2. Détailler l’utilisation faite dans la question b) du résultat sur les sur-solutions
exposé à la page 2.
3. Quelle est la taille finale de l’épidémie si S(0) = N ?
4. Dans le modèle SIR, montrer que I est décroissante sur R si et seulement si
on a βS(0) − γ � 0, et que dans le cas contraire le maximum de I est atteint à
l’unique temps t � 0 tel que S(t) = γ

β .
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62. Modèle épidémiologique SIR

c) (i) On remarque que la première équation du système (1) peut se réécrire
sous la forme

∀t ∈ R+, Ṡ(t) + β

N
S(t)I(t) = 0.

En calculant la dérivée de H par rapport au temps, on obtient alors

∀t ∈ R+, Ḣ(t) =
(

Ṡ(t) + β

γ

Ṙ(t)
N

S(t)
)

exp
(

β

γ

R(t)
N

)

=
(

Ṡ(t) + β

N
I(t)S(t)

)
exp

(
β

γ

R(t)
N

)
= 0

grâce à la troisième équation de (2), ce qui montre que H est constante sur R+.
(ii) Notons tout d’abord que d’après le système (2), la fonction S est décroissante

et R est croissante, ce qui assure que leurs limites en +∞ existent. Comme on a
S + I + R = N , il en va donc de même pour I. On note S∞, I∞ et R∞ les limites
respectives de S, I et R en +∞, et on remarque que l’équation Ṙ = γI implique
que I∞ = 0, si bien que S∞ + R∞ = N .
On suppose désormais que R(0) = 0. On a alors H ≡ H(0) = S(0) d’après la
question précédente, soit

∀t ∈ R+, S(t) exp
(

β

γ

R(t)
N

)
= S(0)

d’où, par passage à la limite,

S∞ exp
(

β

γ

R∞
N

)
= S(0),

soit encore
(N − R∞) exp

(
β

γ

R∞
N

)
= S(0) (4)

qui est bien la relation recherchée. Il est aisé de voir par une étude de fonction que
cette équation admet une unique solution sur [0, N ], et donc qu’elle caractérise
bien R∞.

Commentaires.

� On pourra à l’envi raccourcir la présentation heuristique effectuée dans la
question a) pour libérer le temps nécessaire à l’exposé de la question b), riche en
arguments analytiques simples mais précis.
� Il est utile d’étudier le Développement 61 ainsi que les commentaires et les
questions qui le suivent pour acquérir davantage de recul sur les modèles épidé-
miologiques compartimentaux et se préparer à satisfaire la curiosité du jury.
� Contrairement au cas du processus SIS décrit dans le Développement 61, le
comportement asymptotique du processus SIR ne présente pas de phénomène de
seuil, et l’équation (4) montre que R∞ est une fonction strictement croissante et
continue du rapport R0 := β

γ , appelé nombre de reproduction de base.
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� La Figure 2.16 illustre le champ de vecteurs associé au système (1) et peut
servir de support visuel au traitement de la question b). Notons que le champ de
vecteurs n’est pas rentrant sur les bords du triangle {(s, i) ∈ [0, N ]2 : s + i � N},
c’est-à-dire que les frontières du triangle ne sont pas répulsives pour le système
dynamique associé, ce qui contraint à trouver des barrières exponentielles pour f
et g dans la question b).

s

i

N

N

0

Figure 2.16 – Représentation du champ de vecteurs associé au système (1) pour
le choix de paramètres N = 20 et β = γ = 5.

� La Figure 2.17 représente les fonctions S, I et R dans le cas où l’infection est
introduite dans la population par un nombre réduit d’individus et où R0 := β

γ > 1.
Dans ce cas, la croissance du nombre d’individus infectés est d’abord exponentielle,
puis est limitée par la décroissance du nombre d’individus susceptibles, ce qui
donne au graphe de I une allure de courbe logistique (voir Développements 60
et 61). Contrairement à ce que l’on observe dans le cas du modèle SIS (voir
Développement 61), l’infection finit par s’éteindre puisque les individus infectés
ne redeviennent pas susceptibles mais sont immunisés.

Questions.
1. Supposons que (i0, s0) ∈ ]0, N [2 avec i0 + s0 � N . La solution maximale (f, g)
étudiée dans la question b) est-elle à valeurs dans ]0, N [ sur J tout entier ?
2. Détailler l’utilisation faite dans la question b) du résultat sur les sur-solutions
exposé à la page 2.
3. Quelle est la taille finale de l’épidémie si S(0) = N ?
4. Dans le modèle SIR, montrer que I est décroissante sur R si et seulement si
on a βS(0) − γ � 0, et que dans le cas contraire le maximum de I est atteint à
l’unique temps t � 0 tel que S(t) = γ

β .
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62. Modèle épidémiologique SIR

S(0)

I(0)

N

S(t)

I(t)

R(t)

Figure 2.17 – Courbes représentatives des fonctions S, I et R .

5. Détailler l’étude de fonction permettant de conclure dans la question c).
6. Pourquoi le réel R∞ est-il nommé taille totale de l’épidémie ?
7. Proposer un algorithme d’approximation de R∞.
8. Adapter le résultat de la question c) au cas où R(0) > 0. Est-il toujours
pertinent de parler de R∞ comme de la taille totale de l’épidémie dans ce cas ?
9. Quel serait l’effet sur la taille totale de l’épidémie d’une politique de vaccination
portant sur une proportion λ ∈ [0, 1] des individus initialement susceptibles ?
10. En utilisant l’équation (4) et le tableau de variations de la fonction H,
déterminer le rôle des coefficients β et γ sur la valeur de R∞ et interpréter ce
résultat.
11. Proposer une modélisation probabiliste d’un phénomène épidémique inspirée
du modèle SIR.
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Développement 63 (Étude qualitative d’une équation de Riccati ��)

On souhaite étudier les solutions sur R de l’équation de Riccati

(E) x′ = x2 − t.

a) Montrer que (E) admet des solutions maximales et qu’elles sont de classe C∞

sur leur intervalle de définition.
On suppose donnée une solution maximale (x, I) de (E), définie sur un
intervalle I = ]a, b[ où −∞ � a < b � +∞.

b) Montrer que x admet au plus un point critique et au plus un point
d’inflexion. En déduire que x et x′ sont strictement monotones aux voisinages
de a et de b dans I.
c) Montrer que a > −∞. En déduire que x(t) → −∞ ainsi que x′(t) → +∞
lorsque t → a+.
d) Montrer que si b < +∞, alors x est croissante et x admet un unique point
d’inflexion.
e) Montrer que si x est croissante, alors x est une bijection de I dans R.
f) Montrer que si x admet un point critique, alors b = +∞, x admet un
unique point d’inflexion, et on a le développement asymptotique

x(t) = −
√

t + o

( 1√
t

)
lorsque t → +∞.

Leçons concernées : 220, 228, 229

Ce développement est un choix évident pour la leçon 220. La forte présence des
propriétés des fonctions d’une variable réelle (théorèmes des valeurs intermédiaires,
de Rolle, de la bijection, et de la limite monotone) le rendent aussi pertinent pour
illustrer les leçons 228 et 229.
La correction qui suit est inspirée d’une réponse d’Alain Tissier publiée dans la
Revue de la Filière Mathématiques [Tis10].

Correction.
Le développement repose essentiellement sur le théorème d’explosion et sur le
lemme suivant :

Soit f ∈ C1(I,R) telle que pour tout t ∈ I, f(t) = 0 =⇒ f ′(t) > 0.
Alors f s’annule au plus une fois, et si f s’annule en ν ∈ I alors f
est strictement négative sur ]a, ν[ et strictement positive sur ]ν, b[.

a) L’équation différentielle (E) est de la forme x′ = F (t, x) où la fonction F est
définie par (t, x) �→ x2 − t est de classe C∞ donc localement lipschitzienne. Le
théorème de Cauchy-Lipschitz assure donc l’existence (et l’unicité) de solutions
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114. Théorème de Turán

16. Montrer que ex(C4, n) � n
√

n
2 .

Indication : on pourra compter de deux manières le nombre de copies de K1,2
dans un graphe à n sommets sans C4.
17. Soit p un nombre premier, et G le graphe dont les sommets sont les éléments
de F2

p \ {(0, 0)} où (x, y) et (a, b) forment une arête si ax + by = 1. Montrer que
G ne contient pas de cycle à 4 sommets et contient (p−1)(p2−1)

2 arêtes. En déduire
le théorème d’Erdős (1938) :

ex(C4, n) ∼
n→+∞

n
√

n

2 .

18. Étant donné un entier k, on définit Rk comme le plus petit entier tel que
pour toute clique K de taille au moins Rk dont on a colorié les arêtes en deux
couleurs, K contient une clique monochromatique de taille k. Montrer que si
2
(n

k

)
< 2

k(k−1)
2 , alors Rk > n.

Indication : on pourra considérer une coloration aléatoire des arêtes de K où chaque
arête a une chance sur deux d’obtenir chacune des couleurs (indépendamment
des autres). On pourra ensuite montrer que la probabilité que K ait une clique
monochromatique de taille k est au plus 2

(n
k

)
(1

2)
k(k−1)

2 où n = |V (K)|.
19. En appliquant le removal lemma, montrer le théorème de Roth (1953), sti-
pulant que tout ensemble d’entiers de densité non nulle contient une progression
arithmétique non triviale, ou plus formellement :

Pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n � n0 et A ⊂ �1, n�
tel que |A| � εn, on peut trouver x, y, z ∈ A tels que x < y < z et
y − x = z − y.

Indication : si A ⊂ �1, n� est assez dense, on pourra appliquer le removal lemma
dans le cas où F est un triangle et G est le graphe tel que

V (G) = {p1, . . . , p10n, q1 . . . , q10n, r1, . . . , r10n}, et

E(G) = {piqj : j − i ∈ A} ∪ {qirj : j − i ∈ A} ∪
{

pirj : j − i

2 ∈ A

}
.

Remarque : ce résultat se généralise en remplaçant y − x = z − y par n’importe
quelle équation ax + by + cz = 0 où a, b, c sont des entiers de somme nulle. Dans
le cas où a + b + c �= 0, on peut facilement montrer que le résultat est faux, par
exemple en fixant un nombre premier p ne divisant pas a + b + c et en posant
A = {n ∈ N : n ≡ 1 mod p}. On peut aussi le généraliser à des progressions
arithmétiques de longueur 4 (ce qui nécessite une généralisation du removal lemma
à des hypergraphes). En revanche, le résultat est faux pour des progressions
arithmétiques de longueur 5 ou plus.
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Développement 115 (Formule d’Euler par déchargement ��)

Soit G = (S, A) un graphe simple planaire. On fixe un plongement de G dans
le plan, et on note q(G) = |S| − |A| + |F | où F est l’ensemble des faces de G.
Le but de cet exercice est de montrer que q(G) = 2 et de fournir quelques
applications de ce résultat.

a) Formule d’Euler.
(i) Montrer qu’il suffit de prouver le résultat dans le cas où G est une

triangulation, c’est-à-dire quand toutes les faces de G sont des triangles.
On suppose maintenant que G est triangulé.
(ii) Montrer qu’il existe un plongement de G dans le plan où aucune arête

n’est horizontale. En particulier, pour tout sommet s (resp. arête a), il
existe une unique face à droite de s (resp. a) 40.

(iii) On associe un poids à chaque sommet, arête et face de G en définissant
une fonction ω : S ∪ A ∪ F → R telle que

ω(x) =
{

1 si x ∈ S ∪ F,

−1 si x ∈ A.

On déplace ensuite le poids selon la règle suivante : chaque sommet
transfère un poids de 1 à la face à sa droite et chaque arête reçoit un
poids de 1 depuis la face à sa droite, comme illustré ci-après.

1
1

1

−1

−1
−1

1

1

1

1

11

0
0

0

0

0
0

Calculer le poids final de chaque face et en déduire que q(G) = 2.
b) Applications.
(i) En déduire que pour tous a, b ∈ R, on a :

∑
s∈S

(a · d(s) − 2(a + b)) +
∑
f∈F

(b · �(f) − 2(a + b)) = −4(a + b),

où d(s) est le degré du sommet s et �(f) la longueur de la face f .
(ii) Montrer qu’il n’y a que 5 polyèdres réguliers convexes.

(iii) Soit G un fullerène, i.e. un graphe planaire dont tous les sommets sont
de degré 3 et dont les faces ont pour longueur 5 ou 6. Montrer que G a
exactement 12 faces pentagonales.

Leçons concernées : 190, 925
40. Cette face peut être définie formellement comme l’unique face contenant un segment

horizontal suffisament petit dont l’extrémité gauche est s ou le milieu de a.
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115. Formule d’Euler par déchargement

On s’intéresse ici à un grand classique de théorie des graphes : la formule d’Euler
pour les graphes planaires. Ce résultat et ses conséquences permettent d’illustrer
la leçon 925, en montrant que les graphes planaires possèdent des propriétés
structurelles fortes. La formule d’Euler, quant à elle, connaît un très grand nombre
de démonstrations et d’applications en combinatoire, ce qui justifie une inclusion
dans la leçon 190. On a choisi ici une méthode dite « par déchargement », très
utilisée en théorie structurelle des graphes. Le fonctionnement de cette méthode
sera développé dans les questions en fin d’exercice.

Correction.

a) (i) Supposons que q(T ) = 2 pour toute triangulation planaire T . Comme G
est simple, toutes ses faces ont taille au moins 3. On peut construire itérativement
une triangulation en ajoutant des arêtes à G selon la procédure suivante. Tant
que G possède une face non triangulaire, on ajoute une arête séparant cette face
en deux. La quantité q(G) reste inchangée car on ajoute une face et une arête.
Lorsque cette procédure se termine, le graphe H obtenu est une triangulation. On
a alors q(G) = q(H) = 2. On peut donc supposer que G est triangulé.
(ii) Pour θ ∈ [0, 2π[, on note rθ la rotation de R2 de centre (0, 0) et d’angle θ.

Considérons les images du plongement de G par rθ.
Pour chaque arête a de G, son image par rθ est horizontale pour seulement deux
valeurs de θ. Il existe ainsi au plus 2|A| valeurs de θ telles que l’image par rθ du
plongement de G contienne une arête horizontale. L’intervalle [0, 2π[ étant infini,
on peut choisir une valeur de θ pour laquelle cette situation n’arrive pas.
(iii) Soit f une face de G. Comme G est une triangulation, f est un triangle.

Comme il n’y a pas d’arête horizontale dans le plongement de G choisi, il existe
exactement un sommet x du plongement de f d’ordonnée maximum et un sommet y
d’ordonnée minimum. Soit z le troisième sommet de f . On distingue deux cas
selon que f est la face extérieure fext ou une face interne.

• Supposons que f est une face interne. Si (le plongement de) z est à gauche
(du plongement) de xy, alors f reçoit 1 par z et donne 1 à xz et yz. Sinon,
f donne seulement 1 à xy. Dans les deux cas, f perd un poids de 1 et son
poids final est 0.

z

y

x

f1
1

1

z

y

x

f
1

Figure 3.21 – Déchargement : cas d’une face interne.

732

Théorie des graphes

• Supposons que f = fext. Si z est à gauche de xy, f reçoit 1 de x et y et donne
1 à xy. Sinon f reçoit 1 de la part de x, y et z et donne 1 à xz et yz. Dans
les deux cas, f reçoit un poids de 1 et son poids final est 2.

z

y

x

fext

1

1

1

z

y

x

fext

1

1
1

1

1

Figure 3.22 – Déchargement : cas de la face externe.

La somme des poids était initialement
∑
s∈S

1 +
∑
a∈A

(−1) +
∑
f∈F

1 = |S| − |A| + |F | = q(G).

La somme des poids finaux est
∑
s∈S

0 +
∑
a∈A

0 +
∑
f∈F

2δf,fext = 2.

Comme le déplacement des poids a préservé le poids total, on obtient finalement
le résultat recherché, à savoir q(G) = 2.
b) (i) Par linéarité de la somme, on remarque qu’il suffit de prouver que :

a
∑
s∈S

d(s) + b
∑
f∈F

�(f) = 2(a + b)(2 − |S| − |F |).

On utilise tout d’abord une permutation de sommes :
∑
s∈S

d(s) =
∑
s∈S

∑
a∈A
s∈A

1 =
∑
a∈A

2 = 2|A| (1)

car chaque arête de A apparaît dans les sommes correspondant à exactement deux
sommets (à savoir ses extrémités). De manière similaire, on obtient que

∑
f∈F

�(f) = 2|A|. (2)

Ainsi, on en déduit que

a
∑
s∈S

d(s) + b
∑
f∈F

�(f) = 2(a + b)|A| = 2(a + b)(|S| + |F | − 2)

par le résultat de la question précédente.
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115. Formule d’Euler par déchargement

On s’intéresse ici à un grand classique de théorie des graphes : la formule d’Euler
pour les graphes planaires. Ce résultat et ses conséquences permettent d’illustrer
la leçon 925, en montrant que les graphes planaires possèdent des propriétés
structurelles fortes. La formule d’Euler, quant à elle, connaît un très grand nombre
de démonstrations et d’applications en combinatoire, ce qui justifie une inclusion
dans la leçon 190. On a choisi ici une méthode dite « par déchargement », très
utilisée en théorie structurelle des graphes. Le fonctionnement de cette méthode
sera développé dans les questions en fin d’exercice.

Correction.

a) (i) Supposons que q(T ) = 2 pour toute triangulation planaire T . Comme G
est simple, toutes ses faces ont taille au moins 3. On peut construire itérativement
une triangulation en ajoutant des arêtes à G selon la procédure suivante. Tant
que G possède une face non triangulaire, on ajoute une arête séparant cette face
en deux. La quantité q(G) reste inchangée car on ajoute une face et une arête.
Lorsque cette procédure se termine, le graphe H obtenu est une triangulation. On
a alors q(G) = q(H) = 2. On peut donc supposer que G est triangulé.
(ii) Pour θ ∈ [0, 2π[, on note rθ la rotation de R2 de centre (0, 0) et d’angle θ.

Considérons les images du plongement de G par rθ.
Pour chaque arête a de G, son image par rθ est horizontale pour seulement deux
valeurs de θ. Il existe ainsi au plus 2|A| valeurs de θ telles que l’image par rθ du
plongement de G contienne une arête horizontale. L’intervalle [0, 2π[ étant infini,
on peut choisir une valeur de θ pour laquelle cette situation n’arrive pas.
(iii) Soit f une face de G. Comme G est une triangulation, f est un triangle.

Comme il n’y a pas d’arête horizontale dans le plongement de G choisi, il existe
exactement un sommet x du plongement de f d’ordonnée maximum et un sommet y
d’ordonnée minimum. Soit z le troisième sommet de f . On distingue deux cas
selon que f est la face extérieure fext ou une face interne.

• Supposons que f est une face interne. Si (le plongement de) z est à gauche
(du plongement) de xy, alors f reçoit 1 par z et donne 1 à xz et yz. Sinon,
f donne seulement 1 à xy. Dans les deux cas, f perd un poids de 1 et son
poids final est 0.

z

y

x

f1
1

1

z

y

x

f
1

Figure 3.21 – Déchargement : cas d’une face interne.
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• Supposons que f = fext. Si z est à gauche de xy, f reçoit 1 de x et y et donne
1 à xy. Sinon f reçoit 1 de la part de x, y et z et donne 1 à xz et yz. Dans
les deux cas, f reçoit un poids de 1 et son poids final est 2.

z

y

x

fext

1

1

1

z

y

x

fext

1

1
1

1

1

Figure 3.22 – Déchargement : cas de la face externe.

La somme des poids était initialement
∑
s∈S

1 +
∑
a∈A

(−1) +
∑
f∈F

1 = |S| − |A| + |F | = q(G).

La somme des poids finaux est
∑
s∈S

0 +
∑
a∈A

0 +
∑
f∈F

2δf,fext = 2.

Comme le déplacement des poids a préservé le poids total, on obtient finalement
le résultat recherché, à savoir q(G) = 2.
b) (i) Par linéarité de la somme, on remarque qu’il suffit de prouver que :

a
∑
s∈S

d(s) + b
∑
f∈F

�(f) = 2(a + b)(2 − |S| − |F |).

On utilise tout d’abord une permutation de sommes :
∑
s∈S

d(s) =
∑
s∈S

∑
a∈A
s∈A

1 =
∑
a∈A

2 = 2|A| (1)

car chaque arête de A apparaît dans les sommes correspondant à exactement deux
sommets (à savoir ses extrémités). De manière similaire, on obtient que

∑
f∈F

�(f) = 2|A|. (2)

Ainsi, on en déduit que

a
∑
s∈S

d(s) + b
∑
f∈F

�(f) = 2(a + b)|A| = 2(a + b)(|S| + |F | − 2)

par le résultat de la question précédente.
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115. Formule d’Euler par déchargement

(ii) À partir d’un solide S, on peut construire un graphe connexe simple G qui
utilise les mêmes sommets et arêtes. En utilisant une projection stéréographique,
on peut obtenir un plongement de G dans R2, qui est donc planaire. Par définition,
si S est un solide régulier, alors toutes ses faces sont des polygones réguliers de
même taille, et tous ses sommets sont incidents au même nombre d’arêtes. Cela
se traduit par le fait que tous les sommets de G ont même degré q � 1 et que
toutes les faces de G ont même degré p. De plus, on a p � 3 car les faces de S
sont au moins triangulaires. Si q = 1, alors G ne contient qu’une arête, et si q = 2,
comme G est simple alors G est un cycle. Or G est construit à partir d’un solide
donc il n’est ni réduit à une arête ni un cycle. Il reste donc le cas q � 3.
On utilise à nouveau les équations (1) et (2), qui fournit q|S| = 2|A| = p|F |. En
réinjectant ces égalités dans la formule d’Euler, on obtient

1
q

+ 1
p

= 1
|A|

+ 1
2 .

Comme p, q et |A| sont des entiers positifs, cette équation n’a qu’un nombre fini
de solutions :

• Si p = q = 3, alors |A| = 6, donc |F | = |S| = 4. Ceci correspond à un unique
graphe, la clique sur 4 sommets. Le solide associé est le tétraèdre.

• Si p = 4 et q = 3, on obtient |A| = 12, d’où |F | = 6 et |S| = 8, ce qui
correspond au cube.

• Si p = 5 et q = 3, on obtient |A| = 30, d’où |F | = 12 et |S| = 20, ce qui
correspond au dodécaèdre.

• Si p = 3 et q = 4, on obtient |A| = 12, d’où |F | = 8 et |S| = 6, ce qui
correspond à l’octaèdre.

• Si p = 3 et q = 5, on obtient |A| = 30, d’où |F | = 20 et |S| = 12, ce qui
correspond à l’icosaèdre.

Dans chacun des cas, on a un unique candidat pour G, et il existe bien un solide
régulier d’où G est issu. Il existe donc bien cinq types de solides réguliers convexes
(voir Figure 3.23).

(iii) Soit G un fullerène, et notons f5 (resp. f6) son nombre de faces pentagonales
(resp. hexagonales). En utilisant à nouveau les équations (1) et (2), on obtient

3|S| = 2|A| = 5f5 + 6f6.

Par la formule d’Euler, on a enfin

12 = 6|S| − 6|A| + 6|F |
= 2 × (5f5 + 6f6) − 3 × (5f5 + 6f6) + 6 × (f5 + f6)
= f5.

Ainsi, G a bien 12 faces pentagonales, quelle que soit la taille de G.
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p = q = 3

p = 4, q = 3

p = 3, q = 4

p = 5, q = 3

p = 3, q = 5

Figure 3.23 – Les graphes des solides de Platon.
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(ii) À partir d’un solide S, on peut construire un graphe connexe simple G qui
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donc il n’est ni réduit à une arête ni un cycle. Il reste donc le cas q � 3.
On utilise à nouveau les équations (1) et (2), qui fournit q|S| = 2|A| = p|F |. En
réinjectant ces égalités dans la formule d’Euler, on obtient
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+ 1
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= 1
|A|

+ 1
2 .

Comme p, q et |A| sont des entiers positifs, cette équation n’a qu’un nombre fini
de solutions :

• Si p = q = 3, alors |A| = 6, donc |F | = |S| = 4. Ceci correspond à un unique
graphe, la clique sur 4 sommets. Le solide associé est le tétraèdre.

• Si p = 4 et q = 3, on obtient |A| = 12, d’où |F | = 6 et |S| = 8, ce qui
correspond au cube.

• Si p = 5 et q = 3, on obtient |A| = 30, d’où |F | = 12 et |S| = 20, ce qui
correspond au dodécaèdre.

• Si p = 3 et q = 4, on obtient |A| = 12, d’où |F | = 8 et |S| = 6, ce qui
correspond à l’octaèdre.

• Si p = 3 et q = 5, on obtient |A| = 30, d’où |F | = 20 et |S| = 12, ce qui
correspond à l’icosaèdre.

Dans chacun des cas, on a un unique candidat pour G, et il existe bien un solide
régulier d’où G est issu. Il existe donc bien cinq types de solides réguliers convexes
(voir Figure 3.23).

(iii) Soit G un fullerène, et notons f5 (resp. f6) son nombre de faces pentagonales
(resp. hexagonales). En utilisant à nouveau les équations (1) et (2), on obtient

3|S| = 2|A| = 5f5 + 6f6.

Par la formule d’Euler, on a enfin

12 = 6|S| − 6|A| + 6|F |
= 2 × (5f5 + 6f6) − 3 × (5f5 + 6f6) + 6 × (f5 + f6)
= f5.

Ainsi, G a bien 12 faces pentagonales, quelle que soit la taille de G.
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Figure 3.23 – Les graphes des solides de Platon.
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115. Formule d’Euler par déchargement

Commentaires.
� La définition d’un plongement donnée en page 712 utilise des segments de
droite pour les arêtes. Une autre définition classique utilise des chemins non
nécessairement rectilignes, mais il s’avère que les deux définitions sont équivalentes :
c’est le théorème de Fary. On utilise de manière implicite ce fait en question a)(i)
quand on triangule la face extérieure.
� On peut étendre la définition de plongement à d’autres surfaces compactes
même non orientables. On peut montrer en utilisant des arguments similaires
mais plus évolués que la quantité |S| − |A| + |F | reste un invariant qui dépend du
genre de la surface considérée.
� La formule d’Euler peut être démontrée de nombreuses manières, par exemple
par récurrence sur les sommets, arêtes ou encore faces.
� La méthode de déchargement présentée ici a de nombreuses applications. Elle
est notamment utilisée pour montrer que tout graphe d’une certaine famille (par
exemple planaire) contient certaines configurations. Ces résultats sont alors utilisés
pour prouver inductivement des théorèmes de coloration ou de décomposition de
graphes (voir les questions ci-après pour un exemple). C’est par exemple la base
du célèbre théorème des quatre couleurs 41.
� Le résultat de l’équation (1) est un grand classique de théorie des graphes et
est connu comme le « lemme des poignées de main ».
� La formule de la question b)(i) peut aussi s’obtenir par déchargement, en
donnant un poids initial de −2(a + b) aux sommets et aux faces, et de 2(a + b)
aux arêtes. On redistribue alors le poids de chaque arête en donnant a à chaque
sommet qu’elle contient, et b à chaque face incidente.
� Les fullerènes trouvent des applications en chimie du carbone et en biologie :
c’est notamment la structure des nanotubes de carbones et de certains virus.
Lorsque les faces pentagonales sont deux à deux disjointes, le résultat de la
question b)(iii) montre que le fullerène en question a au moins 60 sommets. Il
existe un tel fullerène (c’est le graphe aisément reconnaissable à la surface des
ballons de football).
� L’étude des graphes planaires a donné lieu à de nombreux résultats et conjec-
tures. Leur structure permet par exemple d’obtenir de meilleurs algorithmes pour
résoudre ou approximer les problèmes classiques de théorie des graphes. Un des
exemples les plus extrêmes est fourni par la détermination de la plus grande clique,
qui est un problème NP-complet en général, mais résoluble en temps polynomial
dans les graphes planaires.
� L’équation de la question b)(ii) reliant p, q et |A| est à rapprocher de l’équation
fondamentale du Développement 45, qui détermine aussi les (groupes d’isométries
des) polyèdres réguliers. En particulier, les cinq cas distingués ici correspondent
aux trois cas présentés dans ce développement (quitte à échanger p et q). Cet
échange peut se justifier grâce à la notion de graphe dual : le dual d’un graphe
planaire G est le graphe dont les sommets sont les faces de G, et deux sommets

41. Tout graphe planaire admet une coloration propre à quatre couleurs.
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sont adjacents si les faces correspondantes partagent une arête dans G. On se
rend facilement compte du fait que cette opération échange p et q, et on retrouve
le résultat établissant que le cube et l’octaèdre (resp. l’icosaèdre et le dodécaèdre)
sont duaux.

Questions.

1. Montrer que la procédure de triangulation décrite en question a)(i) se termine.
2. Montrer que si S est un polyèdre régulier, il existe une projection stéréogra-
phique produisant un plongement planaire du graphe associé.
3. Montrer que tout graphe connexe simple dont tous les sommets ont degré 2 est
un cycle.
4. Montrer que dans un graphe planaire, on a

∑
f∈F

�(f) = 2|A|.

5. Justifier que l’équation
1
q

+ 1
p

= 1
|A|

+ 1
2

n’admet qu’un nombre fini de solutions entières.
6. Dans la question b)(ii), où est utilisée la convexité des solides réguliers consi-
dérés ?
7. Montrer la formule de la question b)(i) avec un argument de déchargement.
8. Quelle est la complexité du problème consistant à décider si un graphe est
planaire ?
9. Montrer que si G = (S, A) est planaire, |A| � 3|S| − 6.
10. Montrer qu’il existe un nombre fini de graphes planaires de degré maximum 3
et dont toutes les faces ont taille au plus 5.
11. Montrer que tout graphe planaire a un sommet de degré au plus 5. En déduire
que tout graphe planaire admet une coloration propre à 6 couleurs.
12. Améliorer le résultat précédent avec 5 couleurs. Donner un algorithme poly-
nomial pour trouver une telle coloration.
Indication : si un graphe planaire G contient un sommet s de degré 5, on pourra
montrer que le graphe obtenu à partir de G − s en identifiant deux sommets non
adjacents de NG(s) bien choisis est planaire.
13. Soit G un graphe planaire de degré minimum 3. Montrer que G contient un
sommet de degré 3 sur une face de taille au plus 5 ou bien un sommet de degré
au plus 5 sur un triangle.
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01 02 03 04 05 06 07 08 20 21 22 23 25 26 41 42 44 50 N° dvp.
Heisenberg 1 1 1

Dixon 1 1 1 2
Gén. SL2(Z) 1 1 1 1 1 1 1 3
CNS transpo. 1 1 4
Groupes trans. 2 2 2 2 5

Landau 2 2 2 2 6
Permut. commutant 2 2 2 7

Groupes pq 1 1 1 8
Groupes 105 3 3 3 3 9

Caractères diédraux 1 1 1 1 10
Burnside 3 3 3 3 3 11

Cohn 1 1 1 12
Hensel 1 1 1 1 13

Chevalley-Warning 2 2 14
d’Alembert-Gauss 1 1 1 15

Krull 2 16
Cyclicité F∗

p 2 2 2 2 17
Autom. Fq 1 1 1 18

Morphismes cyclo. 1 1 1 1 1 1 1 19
Autom. C 3 3 3 20

Artin 3 3 3 21
Entier carré-cube 2 2 2 22

Val. abs. Q 2 2 23
Fermat cyclo. 3 3 3 3 3 3 3 24
Waring mod. 3 3 3 3 3 25

Sherman-Morrison 26
Quaternions 1 1 1 1 27

Schwartz-Zippel 2 2 28
Faddeev 1 29

Consv. det 1 1 30
Consv. rg 31

Chebotarev 3 3 3 32
Image exp. 33

Décomp. polaire 1 1 34
01 02 03 04 05 06 07 08 20 21 22 23 25 26 41 42 44 50 N° dvp.

Table A.1 – Tableau de correspondance des leçons — Algèbre (1/4).
Les leçons sont numérotées 1xx mais ne font apparaître que la valeur de xx.

Le numéro dans les cases correspond à la difficulté.
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51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 70 71 81 90 91 N° dvp.
Heisenberg 1

Dixon 1 1 1 2
Gén. SL2(Z) 3
CNS transpo. 4
Groupes trans. 2 5

Landau 6
Permut. commutant 2 7

Groupes pq 8
Groupes 105 3 9

Caractères diédraux 10
Burnside 11

Cohn 12
Hensel 13

Chevalley-Warning 2 14
d’Alembert-Gauss 15

Krull 16
Cyclicité F∗

p 17
Autom. Fq 18

Morphismes cyclo. 19
Autom. C 20

Artin 3 21
Entier carré-cube 22

Val. abs. Q 23
Fermat cyclo. 24
Waring mod. 3 25

Sherman-Morrison 1 1 1 26
Quaternions 1 1 1 1 27

Schwartz-Zippel 2 2 28
Faddeev 1 1 1 29

Consv. det 1 1 30
Consv. rg 2 31

Chebotarev 3 32
Image exp. 2 2 33

Décomp. polaire 1 1 1 1 34
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 70 71 81 90 91 N° dvp.

Table A.2 – Tableau de correspondance des leçons — Algèbre (2/4).
Les leçons sont numérotées 1xx mais ne font apparaître que la valeur de xx.

Le numéro dans les cases correspond à la difficulté.
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