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TD 4 : Fonctions étagées, mesurables,
intégrables, théorémes de convergence

Exercice 1 - Fonctions étagées, révisions du cours

1. Soit (X,7T) un espace mesurable, et f une fonction de la forme f = Y "  a;14, (pour a; € R et o
distincts deux a deux). Montrer que f est mesurable si et seulement si les A; sont dans la tribu 7. La
fonction est alors ... 7

2. Donner un exemple de fonction étagée qui ne soit pas en escalier.

3. Calculer fol I\ @dA.

Exercice 2 -

Caractériser les fonctions mesurables f : (X,7) — (R,B(R)), o T est la tribu engendrée par une partition
finie de X.

Exercice 3 -

Soient (X, 7, i) un espace mesuré avec p(X) < 00, (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables de X dans R, et
f une fonction mesurable de X dans R. On suppose que pour u-presque tout x € X,

lim f,(x) = f(x).

n—oo
Pour i,n > 1, on définit :

1
A, = — - ;= | | ;-
7,1 {|f fnl Z Z}’ Bn,z Ap;b
p>n

1. Soit ¢ > 1. Montrer que lim p(B,;) =0.
n—oo

2. Soit € > 0. Prouver qu’il existe A € T tel que u(A) <e et f,, — f uniformément sur A¢ lorsque n — oo.

3. Montrer a 'aide d’un contre-exemple que le résultat de la question précédente est faux lorsque p(X) = co.

Exercice 4 - Inégalité de Markov

Soit f € LY(R, ). Montrer que pour tout a > 0,

ap ({|f] > a}) < /{ o Wnaw

En déduire que lilll ap ({|f| > a})=0.
a—r+00

Exercice 5 -

Soient A la mesure de Lebesgue sur R et f € L'(R,\) & valeurs réelles.
1. On suppose que f(z) admet une limite quand 2 — 4+o00. Montrer que cette limite est nulle.
2. A-t-on 11111 f(z) = 0 dans les cas suivants ? (Prouver laffirmation ou donner un contre-exemple)
Tr—r—+00
(a) f est continue.

(b) f est uniformément continue.

(c) f est de classe C! et sa dérivée f’ est A-intégrable.
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Exercice 6 - Lemme de Fatou

Montrer le lemme de Fatou : Si (f,) est une suite de fonctions mesurables positives alors

n—oo

/ liminf f,dp < hmmf/ fndp.
X

(On rappelle que liminf f,, = lim inf f).
n—-+00

n—-+oo k>n
Indication : poser ¢, = infg>n f.
Application : Soit (X, M, u) un espace mesuré et soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives qui
converge simplement vers f. On suppose qu'il existe M > 0 tel que [ 5 [ndp < M pour tout n > 0. Démontrer

que [, fdpu < M.

Exercice 7 -

—T

ne

Calculer la limite de la suite v, = / dx pour n — 4o00.

[0’1] nT + 1

Exercice 8 -

Sur (X,.A) un espace mesurable et a € X on définit la masse de Dirac d, par d, : A — R,

1 siac A
0a(A) = { 0 sinon

1. Vérifier que 6, et que u =Y | @;d,, (avec a; > 0) sont des mesures positives.

2. Si f est mesurable positive, montrer que
n
[ fin =3 aufe)
i=1

3. Sur (R,P(R)), on prend po = 300 + 261. Que vaut [ fduo ?

4. Sur (N,P(N)), on met la mesure de comptage u = > ¢ d,. Vérifier qu'elle coincide avec la mesure de
Pexercice 1 du TD 3. Veérifier qu'une fonction u est intégrable si Y |u,| < +o0.

Exercice 9 -

Calculer la limite des suites
SRTTR
n = Z 2 v Un = 2 12"
k:lk +k+n k:1kn +k

Indication : Munissez (N*, P(N*) de la mesure de comptage.

Exercice 10 - Contre-exemples classiques

1. Trouver une fonction f : Ry — R, continue intégrable telle que
Va € Ry, sup{f(¥), t >a} = +oo.
2. Trouver une suite de fonctions continues (fy,)nen avec fy, : [0,1] = Ry telle que
lim,, 51 o0 fol fn(x)dz = 0 et telle que la suite (fy,(z))nen ne converge pour aucun z € [0, 1].

3. Donner un exemple d'une suite (fy,)nen de C°([0,1],R ) convergeant simplement vers 0 presque partout
et telle que fo fu(x)dz — +o0.

4. Donner un exemple d’une suite (f,)nen de C°([0,1],R;) convergeant simplement vers 0 et telle que
fo fn(x)dx n’admette pas de limite dans R.



