L3 Département informatique Pierre Le Barbenchon Module Mathsl - 2020/2021

TD 7 : Espaces L

Exercice 1 - Espaces LP
Soit (R, B(R), \) ou A est la mesure de Lebesgue.
1. Soit p € [1,+00[. A quelles conditions sur v et 8 dans |0, +00[ a-t-on m eLP(RT)?
2. Soit p,q € [1,+00] tels que ¢ # p. Donner un exemple de fonction dans L?(R) mais pas dans LZ(R).

3. Donner un exemple de fonction dans tous les LP(R), pour p € [1,4o00[, mais pas dans L™ (R).

Exercice 2 -

Soit (X,.A, 1) un espace mesuré, p € [1,4o00[ et (f,) une suite de LP(X) convergente en norme LP vers une
fonction f. Montrer que si (f,) converge presque partout vers une fonction g alors f = g presque partout.

Exercice 3 - Continuité de la translation
Soit p € [1, 400 et f € LP(R, dz).
1. Montrer que
/R|f(ac +h) — f(x)|Pdz — 0.
Indication : traiter d’abord le cas ou f est continue & support compact.

2. Ce résultat est-il vrai pour p = 400 au sens ot || f(. + h) — f(.)|[[r= = 0 quand h =0 ?

Exercice 4 - Interpolation
1. Soient p €]1,+oc[ et f € L'(R) N L*°(R). Montrer que f € LP(R) et qu’on a I'inégalité
1 _
11l < 1A

L — 1. Montrer que, pour tout a,b € R, on a

2. Soient p, g €]1, +oo| vérifiant % + 4

a? b9
ab < — + —.
p q
3. Soient p,q € [1, +00] vérifiant % + é = 1. Montrer que si f € LP(R) et g € L(R), alors fg € L*(R) et on
a
19l < 1 fllpllgllg-

4. Soient p, q,r € [1,400] vérifiant % + % = L. Montrer que si f € LP(R) et g € L9(R), alors fg € L"(R) et
on a
1£gllr < N[ f1lpllgllq-

5. Soient p,q € [1,400] et f € LP(R) N LI(R). Montrer que Vr € [p,q], f € L"(R) avec

_ .1 6 1-46
£l < IFIDIAlG? ot ==~ 4+ ——=,0<0<1.
r.p q

Exercice 5 -

Soit p € [1,400[ et (f,) une suite de LP qui converge presque partout vers une fonction f € LP. Démontrer
I’équivalence suivante :

i fo = flp =0 Tim | fally = 1]

Indication : On pourra considérer g, = 2P(|ful? + |f|P) — | fn — fIP-
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Exercice 6 - Densité

1. Est-ce que ’ensemble des fonctions continues a support compact sur R est dense dans L*°(R) ?

2. Est-ce que I'ensemble des fonctions continues bornées sur R est dense dans L (R) ?

Exercice 7 -

Soit (X, A, 1) un espace mesuré de mesure non nulle finie, i.e. 0 < p(X) < 0.
1. Montrer que L>(X, ) C [ <peoo LP (X, ).

2. Montrer que, pour tout f € L>(X, p), on a || flleo = Hm || f]l,.
p—00



